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Introduction générale

Les prix des matieres premieres ont augmenté a un rythme sans précédent au cours
des dernieres années rendant la modélisation sur matieres premieres de plus en plus
populaires dans de nombreux secteurs comme [I’¢nergie, les métaux et les produits
agricoles. D’autre part le développement rapide du marche des produits dérives sur
matieres premieres a aussi induit une recherche vers toujours plus de precision et
cohérence dans la modelisation et I'évaluation de produits dérivés. Les points les plus
importants dans la modelisation des matieres premieres sont la bonne representation du
rendement d’opportunité appele communéement «convenience yield », la prise en compte
de la saisonnalité et la capture du phénomene de retour a la moyenne pour les prix des
matieres premieres. I est a noter que la modelisation des prix peut etre induite des prix
de la courbe des futures.

Dans cet état esprit, nous allons repartir notre projet en quatre chapitres. Le
premier chapitre est un chapitre introductif ot nous mettrons I’accent sur Iimportance
du cycle dans la modélisation. Nous verrons par ailleurs quelques méthodes de
décomposition des series.

Le deuxieme chapitre presente deux modeles de structure par terme des
Commodites, dans 1 ’objectyr de les comparer. Les deux constituent une référence dans e
domaine des commodités. Le premier modele développe par Brennan et Schwartz en
1985 represente la version la plus simple de modele stochastique applique aux marchés
de commodités. Dans ce cas, I'unique variable d'état déterminant le comportement des
prix a terme est le prix au comptant. Le second est celui de Gabillon. Il utilise le prix au
comptant et le prix a long terme comme variables d’état pour modéliser la structure par
terme des prix du petrole brut. Le prix a long terme correspond a un prix pour une
écheance de livraison tres eloignée. Le choix de cette seconde variable d’état distingue ce
modéle a deux facteurs de tous les autres ayant été developpés dans le domaine des
commodités.

Le troisieme chapitre quant a Iui présente une approche de modélisation du cours
de pétroles par analyse de series chronologique. Une série chronologique (ou série

temporelle) est constituée d’un ensemble d’observations ordonnées d’une variable



statistique économique relevées a intervalles requliers au cours du temps. Ces variables
sont sujets a des phénomenes et des variations dans le temps. C’est la ou Ianalyse d’une
serie chronologique revét une importance particuliere. Elle nous permet de comprendre
les phénomenes qui déterminent ces variations, de degager un modele statistique et de
prédire ces variations. Dans ce chapitre nous verrons une partie théorique qui rappelle
les principaux reésultats decouvert jusqu’a présent, et une partie pratique ou nous
appliquerons cette methode pour prédire le cours du petrole WTI.

Les modeéles de structure par terme des prix des commodités étudies au chapitre
deux sont employés, en derniere partie de ce projet, pour réaliser des etudes empiriques
sur le marche du pétrole brut, a partir de données du NYMEX pour le contrat WTI.
Dans le chapitre quatre, I’hypotheése du convenience yield est testée en comparant les
performances de modeles simple au modele de Schwartz. Ces performances sont
appréciées en fonction de la capacité d’un modele a représenter fidelement la structure
par terme des prix observée.

Pour estimer les parametres du modele de Schwartz, compte tenu du caractere
inobservable des variables d'état, la méthode retenue est : le filtre de Kalman simple. Les
raisons justifiant le choix de cette méthode sont au nombre de deux : pour comparer les
résultats obtenus sur le marché du pétrole brut et ceux issus de I'application du modéle,
Rares sont les ¢etudes réalisees a partir de modeles de structure par terme des prix ayant
conduit a I’estimation des parametres de ces modeles. On essayera donc de bien expliquer

la démarche d’estimation des paramétres et de reproduire les variables cachées.



CHAPITRE I : Préesentation des

matieres premi eres



Introduction

Dans ce chapitre introductif de notre projet, nous verrons de manieére générale le
marché des matieres premieres. Nous donnerons les chiﬁrres cles de la consommation

durant ces derniéres années.

Dans la deuxieme partie, nous verrons I'importance du cycle économique et du
c]c]e d’qﬁ{aire ainsi que son importance dans la compréhension et la modélisation des
matieres premiéres. Nous introduirons les modeles les p]us utilises dans la décomposition

de série en tendance et cycle.



[- Vue d’ensemble

I.1 Un peu d’histoire ...

Les matieres premiéres sont un sous-jacent important en finance, cette importance
s’est accrue avec I"émergence du processus de globalisation dans le monde. Les marchés
des matiéres premieres telles que le pétrole, les métaux precieux et I'agriculture ont une
influence trés large sur I’économie mondiale. Le premier marché a terme organisé,
moderne a commencé en 1710 a la Bourse de Dojima Rice, a Osaka, au Japon.
L’echange a été utilisé pendant pres de 300 ans jusqu’a la Seconde Guerre mondiale. I
a ensuite ete dissous entierement en 1939, etant absorbé par le riz Agence
gouvernement. Au I9eéme siecle, un contrat a terme est apparu aux Etats-Unis. Des
produits agricoles comme le mais et le betail, ont ete échangés par contrat a terme de
Chicago et du Midwest. Le Chicago Board of Trade (CBOT) a été fondé en 1848. Le
premier contrat était un contrat a terme sur le mais, écrit le 13 Mars, 1851. Le Chicago
Mercantile Exchange (CME) a été créé en 1874, sous le nom de Chicago Produit
Exchange, puis réorganise en 1919 ou il a pris son nom actuel. Ce marche initialement
des matieres premicres agricoles s’étend progressivement, couvrant d’autres produits
comme le charbon, le pétrole, les metaux précieux, etc. Ces produits sont commercialisés
dans d{fférentes bourses partout dans le monde. En termes de volume, le petrole brut et

ses derives dépasse un tiers du volume traite.

1.2 Quelques chiffres clés

La croissance de la demande d'énergie sera faible dans I'OCDE, avec des taux
infeérieurs a 2 % par an au début de la periode de projection, et inférieurs a 1% par an
a la fin. La reprise économique dans les pays en transition induit également une reprise
de la demande d'énergie ;

Toutefois, les progrés continus dans I'amélioration de I'intensité énergétique font
que la croissance de la consommation d'énergie reste modérée dans cette région.
Inversement, les regions en developpement connaissent des taux de croissance de la
consommation d 'énergie trés importants, compris entre +3et +5 % par an. Avec moins

de 3 % par an jusqu'en 2010, la région Afrique du Nord - Moyen-Orient est une



exception, de méme que 1'Asie du Sud-Est, qui repasse en dessous de ce taux aprés 2020.
Inversement, les taux de croissance dépassent 5 % par an en Chine jusqu'a 2010 (contre
4,4 % /an entre 1985 et 1995).

La consommation de la Chine pourrait dépasser celle de I'Europe de I'Ouest en
2010, et celle de I'Amérique du Nord en 2020. En 2030, quatre régions représenteront
chacune une consommation comprise entre 1,2 et 1,7 Gtep — niveau actuel de I'Europe
de I'Ouest: I'ex-URSS, I'Amérique latine, I'Asie du Sud et I'Asie du Sud-Est. Sur Ia
periode retenue, une évolution majeure va se produire dans la structure régionale de la

. ' .
consommation d énergw

1.3 Marché pétroliers

Le pétrole a aujourd’hui quatre indices de référence : le WTI, le Brent, le brut de
Dubai et le panier de référence de IOPEP.
Concentrons-nous sur les deux premiers, les plus représentatifs des prix mondiaux et sur
la forte disparité de prix qui les anime depuis peu. En effet, le prix du pétrole connait
une forte disparité entre ces deux indices de référence. Traditionnellement trés proches, le
Brent se négocie ces jours-ci a pres de 15 § supplémentaires par rapport au WTI. Ceci
est d’autant plus difficile a comprendre si I’on sait que le WTI est de meilleure qualite

que le Brent, car plus leger.

1.3.1 Différence entre WTI et Brent

Cette dﬂérence de qualité explique d’ailleurs pourquoi le WTI se negociait
legerement au-dessus du Brent par le passe. On rappelle souvent les mémes raisons pour
exp]iquer cette d{ﬁférence a court et moyen terme :

> Facteur phvsique :

La production de Brent, le petrole de Ia mer du Nord, est en baisse structurelle.

> Facteur géopo]itique :

Le Brent est particu]iérement sensible aux incidents qui perturbent la production de
brut de qualité équivalente, comme le Bonny Light nigérian. Il a derniérement bénéfi cié
de ]’inquiétude concernant la production de pétro]es Iégers extraits en A]gén'e et en L)/bie

ainsi que de la possz’bih’té defermeture du Canal de Suez ou du pipe]ine qui traverse

]’Eg)fpte.



> Facteur financier

La cotation du Brent ne comprend pas de livraison physique et ne subit donc pas les
mémes contraintes que le pétrole américain. Ceci élimine les risques de contango excessif,
(un prix pour une livraison lointaine dans le temps est supérieur au prix pour une
livraison rapprochée) ce qui incite les investisseurs « long-only » (ne detenant que des

positions d’achats) a privilégier les contrats sur le Brent.

Mais la vrai raison n’est pas la : Le faible cout du WTI comparativement au
Brent reside dans le fait que le lieu de livraison des contrats de WTI est totalement
saturé. Il s’agit de Cushing, Oklahoma, une ville ou convergent de trés nombreux
pipelines. Depuis qu’une jonction avec des pipelines canadiens a été effectuée, les stocks
sont considérables. Il n’y a aujourd’hui plus de capacites de stockage supplémentaires a
Cushing, et donc, on donne une prime a I’achat pour inciter les investisseurs a acheter
ici et permettre ainsi de ne pas stocker le petrole qui arrive. Le prix du WTI progresse
donc moins vite que le prix du Brent.

Cet écart devrait persister au moins quelques temps, jusqu’a ce que de nouveaux
pipelines permettent de transporter le WTI vers des marchés ot le pétrole se négocie a des
prix plus éleves. On attend aussi la construction de nouvelles capacites de stockage a
Cushing. Une difference de prix durable pourrait aussi inciter les négociants et
transporteurs a acheminer du pétrole de Cushing vers d’autres marchés. Il serait en effet
rentable de prendre livraison a Cushing, de charger le petrole sur camions jusqu’au
Go]fe du Mexique, avant de tout trangférer dans un tanker, direction I’Europe. Le
meilleur exemple de cette idee reste le graphique a droite, qui montre que le prix du
Brent et du WTI reste beaucoup plus proche sur des échéances longues, ici avril 2015, ce

qui semble indiquer un retour a la normal a moyen terme entre le prix du Brent et du

WTI.



[I- L'étude de décomposition des séries

Si des avancees notables ont ete enregistrées dans la connaissance des proprietes
des cours mondiaux des matieres premieres, de nombreuses zones d’ombre demeurent en
ce qui concerne la compréhension des économistes sur les raisons des ﬂuctuations des prix
des matieres premiéres. Des ana]]ses empiriques ont mis en evidence la présence de
p]usieurs faits st)/]isés sur les cours réels des matieres premiéres :

- ils sont dominés par de longues années de "marasme" ponctuées par des phases
transitoires a la hausse (Deaton et Laroque, 1992);

. \ . \ . \

- ils ont uneforte tendance a suivre des mouvements a la baisse a long terme
(Grilli et Yang, 1986);

- les gﬁfets de certains chocs sur les cours des matieres premiéres persistent pendant
plusieurs années (Cashin, Liang et McDermott, 1999).

- les cours de certaines matieres premiéres "indépendantes" peuvent evoluer

ensemble (Pindyck et Rotemberg, 1990).

L’ctude des cycles ainsi que de la tendance ont en gﬁret une grande importance dans
I’¢tude des matieres premiéres. A cet gﬁret Ietude de décomposition des séries nous parait

nécessaire.

I.1 Les movennes mobiles arithmétiques

Depuis longtemps on a considerée les agrégats économiques comme étant
stationnaires autour d’une tendance déterministe. C’est ce qui explique le recours aux
moyennes mobiles pour filtrer le cycle des séries. Soit Yy la série d’une donnée

macroéconomique.

Yt = Tt + Ct + Et
V! Y
Tendance C)/c]e Aléa




La moyenne mobile arithmétique permet de conserver les tendances déterministes, réduit

au minimum la composante irrégu]iére et annule les composantes pérz’odiques. Selon que

la periode est impaire ou paire, la moyenne mobile d’un agregat Y; est donnée par :

(1 m
m+ 1 Z Ye i si la période est impaire (2m + 1)
M)=4 o i
1lzy+1zy ' la période est paire(2m)
Z|2m it +—i| Silapériode est paire(Zm
l=—m i=—m+1

Il a néanmoins trois principales limites ]orsqu’on app]ique la moyenne mobile

arithmétique pour extraire le cyc]e d’une serie :

° L’apph'cation des moyennes mobiles suppose connue le durée du cycle qui est

constante sur toute la pén'ode.

® [’application d’une moyenne mobile a une série non cyclique, un bruit blanc par

exemp]e peut engendrer une cyc]icjtéfictive.

Les développements récents des séries temporelles ont permis de comprendre que les
principaux agrégats macroéconomiques ne sont pas toujours representés comme des séries
stationnaires autour d une tendance deterministe. Du coup, les mesures empiriques des
cycles a partir des moyennes mobiles deviennent parfois caduques pour caractériser le
cycle des qﬁaires ; II apparait nécessaire de prendre en compte le degre de stationnarite

des series et d’étudier la pertinence des chocs.

I.2 Modele de Harvey

Harvey a proposé une extension des modeles d’Harrison — Stevens permettant de
traiter le cas des séries saisonnieres; ces modeles ont ete appelés « structurels » (notons
cependant qu’il n’)/ a dans ces formu]ations aucun aspect exph'catif comme dans les

\ 4 .
modeles macroéconomiques usuels).

Laformu]ation de ce modéle est la suivante :



(Ve=pm+ve+e+6; ft’”N(O»U@»’Z)
Uey1 = U + Br + ¢ n:~N (0, 01%)
{ Btv1 =B +6; ¢&~N(0, 052)
s—1
kytﬂ = _Zyt+1—j + w, w:~N(0,05)
=1

Ou {&}, {Me}, {C¢}, {w¢} sont des bruits blancs normaux indépendants,

3. \ . -\ \ 7/ .
ytS 1nterprete comme une composante saisonniere. Le mode]e peut dOTIC S ecrire sous ](1

forme :

Y, = L + L + L + +
t T =12 Gt S(L)wt 1_L77t Yy + &
— — i el
Tendance Saisonnalité Cycle Aléa

Avec Ye = Ewt;

Y, cos A, sind.\ ( Ye-1 Xt
() =P (e ) (o) * (5)
Y, —sin A, cosA:) \P,_4 Xt
Avec <))((t*> ~N(0,05(1 — p*)1,
t

2
Ou 0 < p <1 est le facteur d’amortissement. La fréquence est A, = Tn , Cest la
periode du cycle. Les conditions initiales sont IIJONN(O, 0'1/2)) et l/)o*"'N(O, 0'1/2))
avec COU(‘LPO, 1,00*)

I1.3 Le filtre de Hodrick - Prescott

1l s’agit de la méthode la p]us répandue pour décomposer les séries en composantes

tendancielles et cyclique.



Soit la série chronologique y,, la tendance g,, le cycle c, et un echantillon d’observation

t=1...T

Ye=9r + ¢
— ]
Tendance Cycle

On calcule la composante tendancielle en résolvant le probléme de minimisation

suivant :

ming  -1.m) Yie1(Ve — 90 + AXi23((Gesr — 90) — (G — Ge-1))°

On minimise la somme des écarts carrés de la tendance par rapport a la série originale,

et on pénah’se les retournements brusques de la tendance. Cette pénah’té est captée par la

contrainte, multipliée par le multiplicateur de Lagrange A.

Dans le cadre du filtre de Hodrick-Prescott A est considéré comme exogene, on le nomme
parametre de lissage. Il est clair que si la valeur de A augmente, on pénalise davantage

les retournements brusques de la tendance.

Dans le cas extreme de A 0, il n’y a aucune pénalité, et la fagon de minimiser la

fonction objective est de choisir gy = Y VU . Dans ce cas, il ne reste plus de

composante cydique.

Dans I’autre cas extréme de A—> 00 | tout ce qui compte c’est de lisser la tendance, et

la fagon de minimiser la fonction est de choisir (Gev1 — 9:) = (gr — ge—1) VL,

autrement dit de choisir une tendance qui est une ]igne droite.
Le choix habituel de A sefait comme suit :
® A =100%(p?) avecp : nombre de période par année

Exemp]e :




Pour des données semestrielles : p=2 donc A= 400
Pour des données trimestrielles : p= 4 donc A= 1600
Pour des données mensuelles : p= 12 donc A= 14400

Pour des données journaliéres (ouvrable) : p= 251 donc A= 6812100

A cause de la présence d’observations manquantes, les conditions de premier ordre pour

ce prob]éme sont :

® g1:—2(y1 —g1) + 24((g3 — 92) — (92— 91)) = 0;

® go: —2(¥2 — 92) — 4A((g3 — 92) — (92 — 91)) + 2A((g4 —
g3) — (g3 —92)) =0;

e 9;i(i=3..T—2):=2(y; — gi) + 2A((9; — 9i-1) — (gi-1 —
gi-2)) —4A((Gi+1 — 1) — (9i — 9i-1)) + 2A((Gi+2 — Gi+1) —
(Gi+1 — 91)) =0;

® gr—1:—2(¥7-1 — gr-1) + 2A4((9r-1 — 91-2) — (Gr—2 —
gr-3)) — 4A((9r — 97r-1) — (91-1 — 91-2)) = 0;

La resolution de ce prob]éme néecessite I'introduction d’une matrice F de sorte que

Y=F +1;)*G

Avec :
u Y = [Y1)Y2IY3I"'YT], (TX])

m G = [Glf Gz, Gg, "'GT], (TXI)
» [ =diag(1,1,1...1) (1x7)



" F(TxT) est défini comme suit :

0 1 4 6 -4 0
0 1 4 6 0 0
0 1 -4 1 0 0

0 1 4 1 0 0

0 6 4 1 0

4 6 41
1 4 6 -4

0 0 0 0 0 0 0 1 4 5
0 0 0 0 0 0 0 0 1 -2

La résolution de systéme conduit a I'inversion de la matrice AF + I de sorte qu’en

trouve :

R/ .
** La composante Tendancielle :

G=QF+1;)" 1Y

% La composante Cvclique :




Conclusion

Dans ce chapitre composé de deux parties, nous nous sommes intéressés aux

<\ <\ <\ / !/ . bl /
matieres premieres de maniere générale et nous avons mis I’accent sur le marche
pétrolier. Le cycle des affaires étant trés important car il constitue un caractére
fondamentales des matiéres premiéres, nous avons présenté quelques modéles de
décomposition de séries. Le filtre de Hodrick-Prescott nous parait étre le plus intéressant,

il sera retenu pour les chapz'tres a suivre.

Nous verrons dans le chapitre suivant les specificités du marché des matiéres
premiéres et plus précisément ceux des commodités (matiére stockable). Nous définirons le

cout de stockage, le convenience yield, et nous verrons la maniere dont il est modélise.



CHAPITRE II : Modelisation

des commodites avec le

Convenience Yield



Introduction

Contrairement a d’autres actifs classiques, les matiéres premiéres montrent des
caractéristiques spécifiques : importance du convenience yield, de la saisonnalite et du
retour a la moyenne. Le concept cle est ici convenience yield. Celui-ci dicte la relation
entre les prix futurs et les prix au comptant. Il y a beaucoup de modéles sur des produits
de base spécifiques qui mettent I'accent sur ces concepts, citons les principaux : Gibson
and Schwartz, Brennan, Gabillon. A preésent les modeles de Gibson et Schwartz et de
Gabillon sont les plus populaires chez les chercheurs et les praticiens du marche, non
seulement parce que leur interprétation en terme de rendement de commodité ou de prix

a long terme, mais aussi de par leur simplicite et leur clarte.

Dans la premiére partie nous ferons une introduction générale sur le marché des

structures a terme, nous donnerons les définitions clés et les résultats essentiels.

Nous introduirons dans la deuxieme partie le convenience )/ie]d ainsi que sa
formu]ation mathématique et nous demontrerons I'équivalence entre les deux modeles Ies
plus célebres de modélisation a savoir celui de Schwartz-Brennan et de Gabillon dans le

troisieme cbapitre.



[- Présentation générale des produits a
terme

I.1 Prix Forward et Futures

Un contrat future (ou forward ) permet I’achat d’un actif (action, commodité. ..) a une
date future (' la maturité du contrat ) et a un prix convenu des la date de signature du

contrat ( le prix future ).

Les contrats futures sont essentiellement utilisés pour se protéger contre les ﬂuctuations

des cours d’un actij: enﬁxant des aujourd’buj un prixfutur.
On distingue :

> Les contrats forward , contrat de gré a gre individualises pour lesquels il existe un
risque de contrepartie,
» Les contrats futures, anonymes et standardisés, pour lesquels une chambre de

compensation protége contre le risque de contrepartie.

La différence fondamentale entre les deux types de contrats est que le déetenteur d’un
contrat future verra jour par jour son compte étre débité ou credité de la variation
quotidienne du prix forward (on dit que le future est « marked to market ») par le biais
d’appel a la marge. Par contre le détenteur d’un contrat forward ne réalisera de gains
ou de pertes qu’a la maturité du contrat, les variations quotidiennes ne représentant

pour lui que des pertes ou des gains latents.

Tous les contrats a terme considérés ici seront désormais des contrats futures,

continiiment « marked to market »



1.2 Effet Samuelson

La caractéristique la plus importante de la dynamique de la courbe des prix des
matiéres premiéres réside probablement dans la différence entre le comportement du prix
a court terme : prix spot et celui a long terme : prix future. Les premiers connaissent des

fluctuations erratiques, de grande ampleur, alors que les seconds sont relativement
stables. Ceci se traduit par une structure décroissante des volatilites le long de la courbe
des prix, et par une corrélation entre le prix a terme rapproché et les autres prix qui
déclinent avec la maturité. Le tableau suivant illustre le phénomene pour le prix du
petrole WTI, sur une période de 10 ans. IL montre que, quelle que soit I’année retenue,
les corrélations entre les prix a terme décroissent réguliérement au fur et a mesure que la

maturite augmente.

Corrélations| 1-2 mois 1-3 mois 1-4 mois 1-5 mois 1-6 mois 1-7 mois
2013 0,99932 0,99672 0,98997 0,97856 0,96479 0,95197
2012 0,99986 0,99956 0,99914 0,99864 0,99812 0,99755
2011 0,99565 0,98540 0,97604 0,96781 0,96100 0,95489
2010 0,99799 0,98415 0,97506 0,96854 0,96281 0,95811
2009 0,99645 0,99195 0,98882 0,98649 0,98467 0,98331
2008 0,99905 0,99800 0,99675 0,99540 0,99400 0,99259
2007 0,99847 0,99519 0,99132 0,98724 0,98310 0,97905
2006 0,99701 0,99447 0,99174 0,98894 0,98592 0,98267
2005 0,99487 0,99108 0,98758 0,98430 0,98123 0,97856
2004 0,94875 0,95109 0,95232 0,95293 0,95330 0,95326
2003 0,65638 0,66894 0,67271 0,67111 0,66656 0,65633

Tableau 1 : Effet Samuelson

Ce phénoméne de décroissance de corrélations est souvent qualifie d’ « effet
Samuelson ». Intuitivement, il est di au fait qu’un choc qﬁ%cte d’autant plus
intensément un prix a terme que la maturité du contrat considéré est faible. En effet,
lorsqu’un contrat a terme parvient a expiration, du fait de la convergence entre le prix
au comptant et le prix a terme, le prix de ce contrat réagit beaucoup plus fortement aux
chocs informationnels. Ces fluctuations, influengant avant tout la partie a court terme
de la courbe, sont dues au marche physique et a des modifications de I'offre et de la

demande.



Plusieurs études ont montré que I’effet Samuelson est une fonction de cotits de
stockage. Plus precisément, lorsque le cotit de stockage est éleve, les chocs se transmettent
assez faiblement par le biais des stocks. Par conséquent, la volatilité des prix a terme
diminue rapidement avec la maturité. Enfin Ieffet Samuelson peut parfois étre violé sur
les maturités les plus proches lorsque les stocks sont abondants. Dans ce cas en effet, les
volatilités des prix a terme peuvent initialement augmenter avec la maturité du contrat,

car aucune rupture de stocks n’est envisageab]e d court terme.

1.3 Volatilité des prix des matieres premieres

L’object;’f de cette partie est de mieux comprendre I¢evolution de la volatilite sur
le marchée du pétro]e. Pour ce faire nous avons calculé les volatilités pour chaque
maturite variant de 1 a 7 mois, et ceux pour une periode s’é¢talent de 2004 a 2012. Le

tableau suivant résume [ ’information trouvée.

Corrélations 1 mois 2 mois 3 mois 4 mois 5 mois 6 mois 7 mois
2012 7,68059 7,68700 7,67674 7,63454 7,55432 7,45186 7,35140
2011 8,07678 8,01059 7,94832 7,90291 7,84373 7,78073 7,70248
2010 5,18835 5,06330 4,95999 4,88365 4,79340 4,70609 4,62947
2009 13,36145 12,39201 11,86737 11,56814 11,35262 11,18939 11,05702
2008 28,47816 27,86983 27,43164 27,06085 26,72816 26,41664 26,12179
2007 12,86666 12,04137 11,36972 10,82419 10,36300 9,95716 9,59622
2006 5,55706 5,42671 5,29796 5,18688 5,08809 4,98900 4,88598
2005 6,17528 6,00204 6,07292 6,20233 6,35835 6,50450 6,62152
2004 5,80345 5,85676 5,92619 5,94043 5,91914 5,88409 5,82902

Tableau 2 : Caractéristiques des volatités des prix

D’apreés le tableau on remarque que de fagon générale la volatilité a augmenté
ces 8 dernieres années. En 2008 la volatilité a atteint son seuil maximal et cela est di
évidemment a la crise économique a savoir celle des subprimes qui a secoué le monde.
Elle s’est atténué au fil des années, jusqu'en 2011 ot on remarque qu’elle raugmente dii

a la crise de la dette européenne spécia]ement celle de la Grece.

Une observation p]us précise de ces résultats indique que cet accroissement de
volatilité n’affecte pas certaines maturités plus que d’autre. Par conséquent, il nous est

impossib]e de savoir si cet accroissement de volatilité est p]utét imputab]e a une hausse



de volatilité sur le marche physique ou, au contraire, a une augmentation indépendante

de la volatilite sur le marché a terme.

I.4 Cash & Carry

Prenons le cas d’une commodité stockable, genéralement cela concerne toutes les

matieres premiéres excepté le cas de I’électricite.

Considérons le cas d’un vendeur d’un contrat_future de maturité T. Notons Cy 1
le cotit de Stockage associe a la deétention d’une unité de matiere premjére entre t et T.

L’opération de couverture consistera donc a acheter la matiére en t en empruntant
St + Cyr alabangue, a la stocker jusqu’a T et a la livrer en T au prix Fy 7. Ainsi la

somme touchée en T vaudra Fy 7 — (S + Ct’T)er(T_t).

Si cette somme est strictement positive, le vendeur du future aura réalisé un pr(ﬁt

sans risque, on parle alors du « cash & carry »: On en déduit donc que
q P 4 q

Fip = (S; + Cop)e™ ™D,

Envisageons maintenant le cas ou Fyp < (S¢ + Ct’T)er(T_t) . L’opération
susceptible de créer une situation d’arbitrage serait le « reverse cash & carry » :
achat d’un future de maturité T, vente de la matiére premiere en t, placement de la
somme Sy + Cy¢ 1 au taux sans risque r, achat physique de la matiére premiére en T au

pn’x Ft,T-

Cette opération de reverse cash & carry est automatique dans le cas des actifs non
physiques grdce a la possibilité de vendre de tels actifs a découvert. La vente (spot) a
découvert de matieres premieres est impossible (on ne peut pas vendre du pétrole qu’on ne
detient pas ph)/siquement). L’opération de reverse cash & carry ne peut donc eétre réealisée
que par des détenteurs de stocks physiques de la matiere premiere, par exemple les

producteurs.



[I- Convenience Yield

II.1 Définition

Les gens peuvent détenir leurs commodités pour des raisons économiques. Dans ce
qui suit nous feront abstraction du marché de I’électricité et nous se focah'seront sur les
commodités stockable. Nous définirons alors le concept du convenience yz'e]d ou le

rendement d’opportum'té qui est plus ou moins li¢ a celui du stockage.

Pour bien cerner les relations existant entre le prix spot et celui a terme : futures
dans le marche des matieres premieres, la theorie de stockage s’intéresse aux raisons
exp]iquant la deétention de stocks physr'ques. L’ana])/se des ope'ratr‘ons d’arbitrage entre le

!/ . /7 \ !/ . \ bl . .
marché ph}/ﬂque et le marché a terme permet de comprendre les mécanismes a | origine
de situations de backwardation - courbe décroissante desfutures par maturité - et de
contango - courbe croissante des futures par maturité - ; nous développerons par suite

ces deux notions.

D’autre part et d’aprés ce qui précéde a savoir les équations mettant en relation
le prix des futures a celui du spot. Si le prix future correspond au prix spot augmente de
cotits de stockage, comment expliquer que parfois, le prix du future est inferieur a celui

du spot ? Le concept de convenience )/reld apporte une réponse a cette question
On distingue alors deux effets majeurs basés sur la theorie de stockage :

I- La valeur temporelle ajoutée de la détention des commodites : les agents vont
vendre lorsque les prix baissent, et acheter lorsque les prix augmentent.
2- Le cout de stockage : incluant la maintenance de la marchandise, le local et tout

ce qui se relatent au cout de production, comme le raffinement.

Le convenience yield est alors considéré comme Ieffet total de ses deux aspects, il

reﬂéte genéralement la valeur économique de la détention des commodites.

Le convenience yield, ou I’avantage procuré par la détention de matieres premieres,
est grand au moment ou les matieres premr'éres sont plus consommeées. Prenons | ’exemp]e

du gaz, il est plus consommé en hiver qu’en été ; Les acteurs économiques n’ont donc pas



intérét a vendre leurs stocks, pour en tirer profit des différentiels de prix hiver — été, c’est

ce que on a appelé le cash & carry.

Ces définitions sont relatives aux aspects économiques, passons maintenant a la

formulation mathématique du convenience yield.
Définition :
Notons Fy 1 le prix futures d’une commodité a I'instant t arrivant a échéance en T.

Soit Sy le prix spot a I'instant t, 14 le taux sans risque. Nous définissons alors le

convenience )/ie]d Vi satisfaisant la condition de non—arbitrage comme suit :

FtT = Stef:(rs_YS)dS

Ce qui équivaut a:

ys =1s — = (log

ds .S'_t

Avec t < s <T.

La dé[inition du convenience yie]d d’écrite au-dessus suppose que les prix et ]esfutures
sont continus, c'est-a-dire qu’ils s’échangent sur le marché de fagon continue. Or en
realite ]esfutures ne se tradent que sur des durées bien dérjm't. De cefait on déﬁm’t le

convenience )/ie]d en temps discret :

Soit t =t) <ty <t, <:--<t, =T. Notons Ft,tl- le prix futures a la date t
de maturité t;. Soit Sy le prix spot a la date t. Notons D (t;, tj) un facteur de

réduction entre t; et tj.



Le convenience yield Y. est alors donnée par I’équation suivante :
J s P q

LR (7 1 t,<s<t
ys = ——log Pt < S <ty
Tty — b Fit,,, D(ti,tizq) l l

_ i+l 4s
D(t;, tiv1) =€ e

Cette équation Vérifie en eﬁret la condition de non—arbitrage

II.2 Convenience vield vs dividende

Le convenience yield ou le rendement d’opportunité est la deétention physique
d’une matiére premiére qui confére a son bénéficiaire un avantage qui s’apparente au
versement des dividendes pour le détenteur d’une action. Cet avantage est d’autant p]us

important que le niveau de stock est faible, comme nous I’avons vu précédemment.

Il peut étre modelise par un taux (semblable au taux de dividende) Formellement, on

4 .
peut ecrire :

FtT — SteftT(Ts_ds)dS

Ot dy est un taux de dividende global égal a la somme du « taux d’opportunité de
detention de la matiere premiére » et du taux de dividende négat{f associe au cout de

stockage.



La d{ﬁ(érence avec les dividendes verses au détenteur d une action est que les dividendes
sont déterministes alors que le convenience )/ie]d est stochastjque car dépendant des

conditions de marche, en particulier du niveau de stock.

I1.3 Backwardation vs Contango

Reprenons I ’expressz'on du convenience )/ie]d decrite précédemment :

Fr = SteftT(Ts_J’s)ds

T
Le terme ft (TS - ys)dS peut etre positg'f (respectivement négaty’). On nomme ces

deux cas de figure : contango (respectivement backwardation) ;

T
L Contango ou « report » veut dire que ft (T‘S — ys)ds est positif : ce cas ce
produit généralement quand le niveau de stock est éleve, ce qui correspond a un

rix spot Sy faible et inférieur & celui du future Fy 1. La structure de la courbe
prix sp t t,T

des futures devient alors une fonction croissante

T
® Backwardation ou « déport » veut dire que ft (s — Ys)ds est négatif. Dans

ce cas le prix future Fy p est inférieur a celui du spot St. Cela se produit quand
le taux d’intéret est faible, et le convenience yield est grand. Par exemple lorsque
la guerre du Golfe a vu le jour, les niveaux de stock étaient faibles, lIes
producteurs ne veulent pas courir le risque d’épuiser le stock et interrompre leur
activité de production. Par ailleurs, ils peuvent avoir intérét a garder leur stock
pour tirer profit d’une éventuelle pénurie qui entrainerait une flambée des prix.
Ce phénomene est particulierement important pour les marches pétroliers ou les
situations de backwardation sont trés souvent rencontrées. La courbe des futures

est alors une fonction decroissante



Ci-dessous deux grapbes montrant la forme des courbes de futures en situations de

backwardation et celle en contango, ainsi que les stratégies de « cash & carry ».

Brent IPE: Backwardation vs Contango
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Figure 2 : stratégie de gain et de perte en backwardation et en contango



Le graphe ci-dessous montre la structure des prix par maturité pour le WTI, qui est
négocié sur le Neymex pour une période s’étalent du 22 avril 2013 au 1 mai 2013 et

pour des maturités de 1 a 12 mois.
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Figure 3 : structure des prix par maturité

Par rapport a d’autres marchés de matieres premieres, celui de petrole présente
Genéralement la caracteristique d’étre en Backwardation. Cette caractéristique explique
que le marche du pétrole ait ete intensivement utilisé pour tester la théorie du
Backwardation. Or on constate que pour des maturités courtes ( inférieur a 3 mois ) les
prix sont en contango. Cela pourrai s’expliquer par les situations geopolitiques qui
regnent sur le monde diplomatique, ou par les résultats de croissance de la chine qui

n’étaient pas a la hauteur des attentes.



[I1I- Modele a deux facteurs

II11.1 Modele de Schwartz-Brennan

Le modéle de Schwartz-Brennan est basé sur un modéle a deux facteurs de
diffusions. Le prix spot St est supposé suivre un modeéle log-normale avec un drift

stochastique. Schwartz-Brennan suppose que le convenience yield O, suit un processus
de retour a la moyenne. De ce fait les équations s’écrivent sous la probabilité risque-

neutre sous forme N

ds
<= (r — 8)dt + o,dz,

dé = (k(a — 6) — Aay)dt + 0,dz,

Avec :
T est le taux d’intereét sans risque
04 est la volatilite du prix spot
dZy est un incrément du mouvement brownien standard associé a S
Q est la valeur moyenne a long terme du convenience yield
k est la force de rappel agissant sur le convenience yield
0 est la volatilité du convenience yield
dZ est un incrément du mouvement brownien standard associé a §

Zq et Zy sont deux mouvements Brownien, tel que COTT(21,23) = p



I11.2 Modele de Gabillon

Gabillon a créé ce modéle pour pouvoir faire intervenir la tendance ou le prix a
long terme. Dans son papier il argumente que I’utilisation d’un modéle a deux facteurs
de diffusion est plus profitable pour capturer I'effet a court et a long terme. II stipule
que le prix a long terme pourra influencer sur le convenience yield. Comme pour
Schwartz il assume que le prix spot Sy suit un modéle log-normale avec un drift
stochastique. Contrairement a Schwartz qui considere que convenience yield suit un
processus de retour a la moyenne, Gabillon lui consideére que le convenience yield dépend
du prix a long terme, qui est lui-méme stochastique. Le prix a long terme est note L qui

suit un modele ]og—norma]e.

Les équations s’écrivent alors sous la forme :

ds L
? = klngdt + agdzl

dL
T = ‘LlLdt P O-LdZZ

Avec :
k est Ia force de rappel agissant sur les déviations du prix spot
Oy est la volatilite des variation de prix spot
dZzy est un incrément du mouvement brownien standard associé a S
U, est la tendance a long terme
0}, est la volatilité des variation de prix a long terme
dZ, est un incrément du mouvement brownien standard associé a L

Zq et Zy sont deux mouvements Brownien, tel que COT‘T‘(Zl, ZZ) =p



I11.3 Equivalence entre le modele de Schwartz-Brennan et celui de Gabillon

L’idée de cette partie est de pouvoir trouver une équz’va]ence entre les deux
modeles. Pour ce faz’re nous allons essayer de trouver une équiva]ence entre le modele de
Scwhartz-Brennan et un troisieme modele qui lui-méme sera équiva]ent a celui de

Gabillon. Donc par transitivite les deux modeéles désirés seront équiva]ent.

La signification de cette équivalence est de pouvoir trouver une relation proche
entre deux des modeles les plus populaires en pricing de produits derivés stockable. Par
conséquent ces deux modeles sont mathematiquement équivalents, ce qui permet aux
traders de choisir 'un deux. Le choix d’un des modeéle se fait arbitrairement car
genéralement les agents comprennent mieux le sens économique des parameétres d’un
modele que de I'autre, ce qui leurs garantis une meilleure compréhension et par suite

une meilleure utilisation.

Dans son papier Schwartz a introduit le troisieme modéle nommé Short

term /Long term modele. La définition du modele est comme suit :

M Short term/Lon g term

Notons St le prix spot d’une commodite a la date t. On déﬁ'nit alors :

log(S;) = x¢ +&;

Xt est la variation a court terme du prix au comptant et &y est le niveau d’équilibre a

Iong terme.



Ces deux facteurs ne sont pas directement observables, mais ils sont estimés a
partir de prix a terme de differentes maturités. Plus précisément, ce sont les mouvements
. 4 / 7/ . 4 . . .
des prix des contrats ayant une échéance éloignée qui apportent une information sur le
niveau d’équilibre a long terme, tandis que c’est les différences entre le prix a court et a

]ong terme qui fourm’ssent 1 ’information relative aux variations a court terme.

Le premier facteur a un comportement de retour vers la valeur moyenne, tandis

que le second suit un mouvement brownien géomém’que

dx: = —kx:dt + o,dz,

dft — ,U.gdt + O'gng

Avec :
K est la force de rappel agissant sur les déviations a court terme
Oy est la volatilité des variation de prix a court terme
dZX est un incrément du mouvement brownien standard associ¢ a X¢
Ue est la tendance de niveau de prix d’equilibre
Og est la volatilité des variation de prix d’equilibre
de est un incrément du mouvement brownien standard associé a &

Zy et Zg sont deux mouvements Brownien, tel que COTT‘(ZX, ZE) =p



> Equivalence entre le modeéle de Schwartz-Brennan et le Short-
term/Long-term modele

La pz‘emiére étape est de prouver 1 ’équiva]ence entre le modeéle Short-term/ Long-term
et celui de Schwartz-Brennan. Reprenons le modele de Schwartz-Brennan déﬁ'nit

précédemment.

ds
<= (r —8)dt + o0,dz,

d6 - (k(a - 5) - /10'2)dt + O-ZdZZ
Notons X; = 10g St Ia dynamique des prix est alors

1
dXt == (M_St - EO'SZ) dt + 0'5d21

En utilisant le changement de variable suivant :

1
Xt = E (6 —a)
= dé; = (a — 6,)dt + ko, dz,

Et le changement de variable suivant
1
$t = 1085_E(5t —a)
= dX; = (,uX +a-— St)dt +0,dz, + 0sdz;

En assumant que Zy = PZg + 41— pZZIE tel queZ’g est indépendant de Zg

= dogdz; + 0,dz, = (0; + po,)dz; + /1 — p?o,dz';



On note alors

t
lol2, = f ((0¢ + po,)* + (1 — p?)a? )ds
0

Puis

loll; = o1

dZ’{:

t
oz + poy, V1-=p?o,
z1(t) = | o

dz: +
lolly ¢ lall,

D’apres le théoréme de Levy Zq(t) est un mouvement Brownien donc les deux relations

. 4 .
suivantes sont eCIUIV(JICHtGS N

( 1 5
Xt = K( t— @)
%)
< = (CZ - 6t)dt + ?de
%)
L = _K)(tdt + ?dZZ

Et

1
£ = logS—— (5, ~ )
1, 02
- (u—at - = of ) dt + 0ydz, — (a = 8)dt 2 dz,

1, o)
= (,u—a—§01>dt+01dzl —?dzz



Nous avons ¢liminé dans les deux modeles le taux d’interet. Sous ]’h)/pothése de non

A 4 \ t
arbitrage, le terme en drift devrai étre égal a f oTs ds.En comparant ces deux formes
avec celles du Short term/Long term modele, on en déduit que les deux modeles sont

équi valent.



» Equivalence entre le modéle de Gabillon et le Short-term/Long-

term modele

La deuxieme étape consiste d prouver 1 ’équivalence entre le modele Short-term/ Long-

term et celui de Gabillon. Reprenons le modele de Gabillon definit précédemment :

ds L
~ = kinzdt + ogdz,

dL
T = ‘LlLdt + O-LdZZ

En s’inspirant de la démarche précédente, on peut de méme démontrer

]’équjva]ence entre le modele de Gabillon et celui de Short-term /Long—term modele.

Pour ce faire on va utiliser le changement de variables suivants :

Xe =LogS—LoglL

Donc
= dy =dLog S —dLog L
= —K)(tdt — Usdwl + O-LdWZ

Et Ie cbangement de variable

¢ =loglL

= d&; = dloglL

1
= (,UL - EUf) dt + O-LdWZ



> Equivalence entre Schwartz-Brennan et Gabillon

Maintenant on va mettre les parties ensemble pour pouvoir trouver ) ’équiva]ence
entre Schwartz-Brennan et Gabillon. On peut trouver 1 ’équiva]ence en utilisant les

cbangements de variables suivants :

log$S = X;

1
lOgL =Xt - E(St _a)

Le tableau suivant résume [ ’équivalence entre les deux modéles ainsi que la si(qniﬁcation

de chaque paramétre.

Modele de Gabillon

Symboles Description Equivalent dans le modéle de Schwartz
K force de rappel a court terme K
as Volatilité a court terme 92
K
Tendance a long terme
Uy g f—a— _012
2
oy, Volatilité a long terme (2 o2 ) 0102)1/2
o +—=—-2p—=

1 Kz p K

p Corrélation des incréments 2 010,

92v,.2, 92 1/2
2 2 g2
(poy K)(U1 + 2 AP )

Tableau 3 : Comparaison des parameétres



Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté le marcheé a terme et toutes ses

caracteéristi ques.

Nous avons vu en premiére partie les notions fondamenta]es ala compréhension

du marche a terme, ainsi que ses spécificités tels que I’effet Samuelson.
q P q

Dans la seconde partie, nous nous sommes intéresses d un concept propre aux
commoditeés a savoir le convenience yield, qui est relative aux cotts de stockage et a la
détention de la matiere premiere ; Nous avons vu quelques stratégies comme le carry &

cash pour la gestion d’un portefeuﬂ]e.

Dans la troisieme partie, nous avons vu qu’il y a équivalence entre les modeles de
Schwartz-Brennan et Gabillon. Cette conclusion n’est pas surprenante si I’on considere
que dans le modele de Gibson et Schwartz le convenience)/ie]d apparaft comme un terme

de derive stochastique qui n’est pas loin d’un comportement a ]ong terme comme dans le

modele de Gabillon.



CHAPITRE III : Modelisation

en utilisant les series

tem porell es



Introduction

Dans ce cbapz'tre nous allons introduire la modélisation en utilisant les séries

chrono]ogiques ou tempore]]es.

Dans la premiére partie de chapitre, nous allons donner les fondamentaux de la
modélisation en utilisant les séries temporelles. En effet nous verrons la méthode de
Dickey-Fuller pour rendre une série stationnaire ; Ensuite nous définirons I'une des
meéthodes les plus célebres de modélisation a savoir celle de Box & Jenkins. Finalement

nous verrons des obstacles dans la modelisation précédente ce qui nous amenera d

introduire les modeles ARCH et GARCH dans la modélisation des reésidus.

Apres une partie theorique, nous verrons dans la deuxieme partie, une application
aux prix des matieres premieres et plus précisement au prix du petrole WTI. Cette
modelisation ne pouvant étre realisable par la méthode de Box & Jenkins, nous nous
sommes vu obligés de décomposer la série en utilisant le filtre de Hodrick-Prescott et de

modeliser cbaque composante a part pour ensuite retrouver la série initiale.



[-Modélisation des séries temporelles

Dans cette premiere partie, nous verrons les étapes d’une modélisation d’une serie
temporelles. De la stationnarite de la série a la modeélisation en utilisant les modéles les

plus complexes, nous detaillerons chaque processus de la modélisation.

Nous verrons le test de Dic[ze)/—FuHer ainsi que le modele de Box &jenkins pour la
modélisation de série stationnaire. Finalement nous verrons les modeéles avec résidus
ARCH-GARCH et leurs extensions. Evidemment nous détaillerons toutes ces étapes en

donnant le plus d’explication possible.

Or avant de commencer a modéliser la série, i]faut s’assurer que la serie est bien

stationnaire.

D¢finition :

Une série stationnaire a fondamenta]ement trois caractéristiques :

dans le cas d’une serie stationnaire Yy (t=1,2,...,T) :

E(y;) = u Pour tout t
var(yy) = E(y; — W? =vo Pour tout t
cov(ye, Ye-j) = E(ye = Yye—j — 1) = ¥; j=123...
-corr(yt,yt_j) = ;:—; = pj j=1,23...

Pratiquement pour déterminer si la serie est stationnaire ou non, on a recours soit
au graphique ou au correlogramme de la série soit en utilisant des tests ; Le test le plus

utilisé est celui a racines unitaires Dicke)f — Fuller augmenté.




I.1 Test de Dickev-Fuller :

Les trois modéles utilisés pour effectuer le test sont les suivants :
Modele 3 : AXt = pXt—1 + a + ft + at
Modele 2 : AXt = pXt—1 + o + at .
Modele 1 : AXt = pXt—1 + at .
Qg i.i.d. ~ BB(0,0?)
On effectue les tests suivants : ( Test de Racine unitaire )
Ho : p=10 vs  HI: p<O0
Ho:fp=0 vs  HI: <0
Ho:a =0 vs  Hl:a<0

L’a]gorithme suivant donne la stratégie a suivre pour ]’identy’i'cation de la nature

de la série et ainsi pouvoir la rendre stationnaire.

Etape [ : On test la tendance

Rejet Ho : On differentie la
série et on revient la
'etape 1

Ho:6=0vs H1:6<0

pXt-1+ a + 6t +at

Non Rejet Ho == Modéle 2

Modele 3 : AXt




Etape 2 : on test la constante

Rejet Ho : On differentie la
série et on revient la
'etape 1

Ho:a=0 vs Hl:a<0

Non Rejet Ho == Modéle 2

Modele 2 : AXt = pXt-1 + a + at

Etape 3 :On test la présence de racine unitaire

Rejet Ho :le processus est
stationnaire

Ho:p=0 vs H1:p<O0

Non Rejet Ho == DS

Modele 1 : AXt = pXt-1 + at .

Apres avoir stationnarité la serie, on peut passer a la modélisation en utilisant la

méthode de Box &_ Jenkins.



1.2 Méthode de Box & JenKkins :

Le but de la métbodo]ogie de Box & Jenkins est de pouvoir modeéliser une série

stationnaire et ainsi pouvoir faz’re des prévisions. La méthode repose sur 4 étapes :

Etape I : Identgﬁcation

11 s’agit de deéterminer les p et les q maximaux pour pouvoir ensuite estimer les

équations dans le modele ARMA (p, q).

Les p et les q sont déterminés a partir du corrélogramme : En effet le p-max (resp.

q-max) est [’observation pour laquelle I’autocorrélation partielle PAC  (resp.

autocorrélation AC) s’annule, ou tend a s’annuler.

L’autocorrelation AC est déﬁ'nit par :

AC(K) =

YIor (% = Xp) (X — Xp)

L’autocorrelation partie]]e est déﬁm’t par :

1 pl P2 Pk-2  p,

pp 1 P Pr-3  p,

Pz Prss -1 P

Pk-1 Pk-2 Pr-3 = P1 k

PAC (k) =

(k) 1 pl P2 Pk-2  Pr-1
P1 1 P1 Pk-3 Pr—2

Pr-2 Pk-3 1 P1

Prk-1 Pk-2 Pr-3 = P1 1

VkeN*

Tel que PAC(I) :AC(I)




Il existe une methode autre que graphique pour déterminer p et q, a savoir

—-1,96 1,96
rendre p (resp. q) tel que le PAC (resp. AC) soit en dehors de 'intervalle |—— ; —=
P p (resp. q) tel q (resp. AC) 7 7]
(T étant le nombre d’observation totale).
Exemple :
Pour T= 1000, nous avons le correlogramme suivant :
Corrélogramme
k AC PAC
1 0,691 0,691
2 0,337 -0,271
3 0,16 0,105
4 0,082 -0,028
5 0,046 0,015
6 0,017 0,012
~1,96 1,96

Lespetq possibles sont ceux tels que PAC et AC sont en dehors de [ ] soit

[-0,0196 ; 0,0196]. Doncp = 0,1,2,3,4;q9=0,1,2,3,4,5.

v/1000 " /1000

Etape 2 : Estimation

Aprés avoir deéterminé p et q on passe ensuite a lestimation de ]’équation.
Evidement il ne faut oublier aucune combinaison entre les AR(p) et MA(q). II faut

garder les modeles dont Ies cogﬁrjcients sont statistiquement valables, c'est-a-dire dont le

t - student > |1,96] .

Le modéle ARMA (p , q ) s’écrit sous la forme :

Y = Yh=o Pk Yeor + Z?:o 0, &1




Avec & i.i.d. ~ BB(0,07).

Le vecteur de parametres 6 (p1, -, s Pp) 64,0, ...,Hq,O'z) est estimé

habituellement par la méthode de maximum de vraisemblance.

L(8) = — - log(2m) ~ 7 log(?) igzt
= zog T ZOgO' t_120'2

Le t de student est définit pour la variable i (i € [1, T]) par :

Q | D

o~

ti=

Etape 3 : Validation

Apres avoir garde les equations statistiquement valables, on passe a I’analyse des
résidus. On ne gardera que les modeles dont les residus sont des bruits blancs c.-a-d.

dont p-value > 0,05.

P
T—]

k
Q =T(T +2)

Avec Q ~ )(Zk_(p+q). Donc p-value est la probabilité unilatérale a droite de Q.

Neanmoins si p]usieurs modeles persistent on gardera le modele qui a le p]us faible

AIC (Akaike Citeron).

2
AIC(p, q) =log(a*(, ) += (> + @)




Remargue

Dans le cas ou aucun des residus n’est un bruit blanc, on peut supposer que les

residus suivent un modele Garch. On détaillera par la suite la démarche a suivre.

Etape 4 : Prévision

Enfzn arrive la prévz’sz'on de notre série chrono]ogique qui sera fonction des

observations précédentes.



1.3 Modeles Arch/Garch

Nous avons mentionné auparavant qu'il est possible que les résidus ne soit pas des
bruits blancs ; en effet cela est fréquent quand on est en présence de données
financiéres : la volatilité n’est pas constante et elle varie de maniére non uniforme i.e
période de forte volatilité suivit généralement de période de faible volatilite, ce

phénoméne est appe]é communément le « c]ustering »

Dans le cas ou les residus ne suivent pas un bruit blanc ( p-value < 0,05), il est
possible de les modeliser avec un modele ARCH/GARCH (Auto Regressive Conditional
Heteroscedastik )/ ( Generalize ARCH )

o Modele ARCH

Le modéle ARCH(q) s’écrit sous la forme :

Et = ZA/ ht avec Zt"”N(O, ])

et

Le modéle peut s’ecrire aussi sous la forme suivante :

a

2 .21 _ .2 2

£ = z%hy =z t[‘%"‘ZC‘»’ﬂg t—i |
i=1




Ce modeéle s’apparente a un modele AR (q) avec comme variable Ezt . On va
donc procéder de la méme maniere qu’avec un modele AR(q) pour estimer les parametres

et faire des prévisions.

D’autre part la variance conditionnelle est donnée par :

q
var(Ye\l—1) = E(ef\lt-1) = hy = ag + Z i€’

i=1

Par exemple pour g=1, quand le choc €¢_q est grand (positif ou négatif) Et est
elevee. Si gﬁrectivement &t est obtenu est grand, lel demeure importante. La variance
conditionnelle estimee se stabilise et diminue lorsque I"ampleur des chocs devient petit
jusqu’a ce qu’un nouveau et grand choc se presente. Le modele ARCH(q) permet ainsi de
générer des épisodes de volatilité importante (dés que € positifs ou négatifs grand)
suivis d’épisodes de volatilité plus faible, exactement le phénoméne retrouvé dans les

données empiriques.

De méme que pour les modeles ARMA, il existe une genéralisation du modele

ARCH : le modele GARCH.



o Modele GARCH

Le modele GARCH ( p, q ) s’écrit sous la forme :

gt - Zt‘\/ ht avec Zt"’N(O, ])

et

q p
ht = Qyp + Z aiszt_i + z ﬂ]ht—]
i=1 j=1

Avec les conditions &g > 0, «;, ﬂj >0, 2g=1 a; + 25;1 ﬂj <1

Le modele peut s’ecrire aussi sous Iaforme :

q p

2 _ 2 .2 2

£ = z°%thy =z t[a0+zai£ t—i+z,3jht—j]
i=1 =

Le modele GARCH peut etre représenté comme un modele ARMA avec les erreurs

!/ . . .
au carré comme variable exphcanves.

Le processus GARCH est stationnaire si et seulement si la somme des cogﬁ%ients
est inférieure a 1. En pratique, il est difficile de respecter ces conditions quand le
nombre de retards des residus au carré précedents et des variances conditionnelles passées
est ¢levée. Par ailleurs, les modeles GARCH d’ordre supérieur apportent peu

d’améliorations genéralement. Par conséquent, les représentations GARCH(I1,1),

GARCH(1,2) et GARCH(2,1) sont les plus fréquemment utilisées.



1.4 Modeles avec résidus ARCH/GARCH

Le modele avec résidus ARCH/GARCH se présente dans le cas ou les résidus ne

sont pas des bruits blanc ; On a dit précedemment qu’on pouvait les modeliser par un

modele ARCH/GARCH

Ainsi la formulation du modéle avec residus GARCH ( p,q ) s’écrit sous la forme :

( Y. = BX; + &
&t = Z0¢

q p
2 __ 2 2
o = +2ais t_i+z,8j0' t—j
i=1 j=1

\

Ot X¢ est un vecteur multi-varié (modéle de régression classique : variables

exogénes) ou composé de retard Yy (modéle ARMA)

Avant de commencer a identifier les paramétres p et q¢ du modéle ARCH, il parait
plus judicieux d’effectuer le test ARCH-LM



Test ARCH-IM

Ce test nous permet de trancher quant a la modélisation des résidus par un

processus ARCH ; Nous allons tester ici I’hypothese suivante

Ho:ap =y =+ =Qag = O (absence d’effet Arch) Vs HI: Fitqa; #0

La procédure pour tester I'effet ARCH se fait de la facon suivante

1. Calcul des résidus/ erreurs du modele de régression : &;
2. Calcul du carré des erreurs é‘?

3. A q fixé, on effectue la régression linéaire de étz sur son passe étz_l, e étz_q

q
é\zt - ao + aiézt_i

i=1

4. Calcul de la statistiqgue LM, LM=nR? ou n est le nombre d’observations utilisées

lors de la régression, et R? le coefficient de la régression. Si LM > )(5 .On rejette

Ho : Ierreur est alors modelisée par un processus ARCH (q)

Maintenant qu’on est sir que les résidus suivent un processus ARCH, il est temps de

passer a la modelisation des residus.



Modélisation ARCH/GARCH

Pour modéliser les residus avec un modeéle GARCH, nous allons procéder presque

de la méme maniere que celle utilisee par Box & Jenkins pour la modelisation ARMA.

Etape I : Identification

Afin d’identifier les paramétres p et q on va construire le corrélogramme des
résidus au carrée. La seule difference avec le modéle ARMA est que I'identification du
paramétre q (resp. p) se fait en analysons [I’autocorrélation partielle (resp.

autocorrelation) ;

Etape 2 : Estimation

L’estimation des paramétres se fait en utilisant le maximum de vraisemblance, en

prenant en compte la distribution des erreurs

B Pour une distribution normale

La fonction ]og—vraisemb]ance a la date t est donnée par :

1 1 18,
L, =— Elog(Zn) - Elog(at ) — E?

B Pour une distribution t-Student

Lafonction ]og—vraisemb]ance a la date t est donnée par :




Valable quand le degré de liberté Yy > 2 .Quand Y — Qon se retrouve avec une

distribution gaussienne.

B Pour une distribution Generalized Error Distribution ( GED )

Lafonction Iog—vraisemb]ance a la date t est donnée par :

1\° 3\ .
= F(F) 2 _%log(atz) — (—F (F) EZt)”/Z

r(@) o2r (3)

Etape 3 : Validation

Comme pour le modele ARMA, On ne gardera pour les modeles GARCH que les

modéles statistiquement valables c'est-a-dire ceux dont le t - student > |1,96] .

Etape 4 : Prevision

La prévision du modele Y se fait en fonction des observations précédentes et des bruits

blancs qui sont modelisés par un processus GARCH.



1.5 Extension des modeles ARCH/GARCH.

La méthodologie ARCH contribue a relacher I’hypothése forte de la volatilite
constante a travers le temps. Plusieurs variantes du modele ARCH (q) ont été proposées

qﬁ'n de donner une meilleure description et prévision de la volatilite.

Les premiers regroupent les processus ARCH (q) et GARCH (p,q) decrits
précedemment. D’autres variantes comme le modele GARCH integre (IGARCH), Ie
modele GARCH-in-mean (GARCH-M) et le modéele EGARCH s’ajoutent a la liste des

modeles.

® Modele avec résidus IGARCH :

Le processus IGARCH permet une précision plus 1'nf1'n1'e de la volatilite. L’gﬁret

d’un choc se répercute sur les prévisions de toutes les valeurs futures.

Le modéle IGARCH ( p, q ) s’écrit sous la forme :

( Y, = BX; + &
& = Z0¢

q p
2 __ 2 2
o = Qp +2aie t_i+z,8j0' t—j
i=1 j=1

\

Avec les conditions @g > 0, C(i,,Bj =0



Le Modele IGARCH est similaire au modele GARCH avec une seule spécz'fication est que

q p

Zai+z,8j=1

i=1 j=1

® Modeéle avec résidus GARCH-M

Quant au modele GARCH-M, il introduit la volatilit¢ comme une variable
explicative. Ils supposent que c’est I’ampleur et non pas le signe des chocs qui détermine
la volatilite. Par conseéquent, les chocs posz’tzﬁ et negatifs de méme taille ont un impact

identique sur la variance conditionnelle

Ainsi le modéle GARCH-M s’écrit sous la forme :

f Yt - ﬁXt + 50_1?2 + 8t
€ = Zt0¢

q p
2 __ 2 2
0" = Qg +Zai€ i +Zﬁja t—j
i=1 j=1

\




® Modeéle avec résidus EGARCH

Le modele EGARCH est caractérisé par une spéczﬁcation asymétrique des
perturbations. 11 permet a de bonnes nouvelles et de mauvaises nouvelles d’avoir un

impact d{ﬁrérent sur la volatilite.

Le modele s’ecrit sous ]aforme :

( Yo = BX: + &
gt == ZtO't

q p
log(0:%) = ag + z a;[Yz,_; + 0(|z—i| — Elze—i )] + z Bjlog(c?;_;)
\ i=1 j=1




[I-Application sur le marcheé pétrolier

Dans la premiere partie on a vu les fondements essentiels a la modélisation des séries
chronologiques a savoir celle de Box & Jenkins. D’autre part on a introduit les modéles

ARCH et GARCH pour la modélisation des residus ;

Dans cette seconde partie nous verrons une app]ication de toutes ces meéthodes en vue de

modeéliser le prix du pétro]e et par suite faire des prévisions.

Comme on I’a mentionné précédemment nous allons modéliser le prix du pétro]e. Notre
base de données est donc celle du WTI échangé sur le NEYMEX. Vu que les méthodes de
series chronologiques requierent d’avoir une base de données assez large, nos observations

s’etalent du 1 Avril 1983 au 15 Feévrier 2013 soit 7475 observations. Ces données sont
té]échargeables de la p]ateforme B]oomberg.

Nous utilisons le ]ogicie] Eviews pour le traitement et ]’app]ication du modele.

Nous utilisons le rendement des prix du pétro]e pour la modélisation

Ry = In(P;) — In(P:_1)

Tel que Py est le prix du WTI a Iinstant t.

La série étant stationnaire par trangformation ]o(gan'thmique on peut maintenant passer

a la modelisation en utilisant Box & Jenkins.
» Identification

Dans la premiére partie, on a expliqué comment on peut déterminer les p et ¢ Maximaux

\ . 7/
a partir du correlogramme.

Or on remarque cependant qu’i])/ a un prob]éme a savoir que les seules petq possib]es

sont p = q = 0. On ne peut donc pas appliquer la méthode de Box & Jenkins.
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[ File Edit Object View Proc Quick Options Window Help - 8 X

[ Correlogram of RWTI
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Date: 06/02/13  Time: 14:37
Sample: 17475
Included observations: 7474

Autocorrelation  Partial Correlation AC  PAC Q-Stat Prob

-0.010 -0.010 0.8040 0.370
-0.047 -0.047 17.259 0.000
-0.022 -0.023 20.802 0.000
0.017 0.014 22956 0.000
-0.041 -0.043 35.654 0.000
-0.027 -0.027 41.057 0.000
0.005 0.001 41.227 0.000
-0.029 -0.033 47.307 0.000
-0.016 -0.017 43.225 0.000
10 0.010 0.006 50.017 0.000
11 0.021 0.016 53.236 0.000
12 0.009 0009 53778 0.000
13 0.014 0.014 55195 0.000
14 0022 0.021 58675 0.000
15 0.010 0.011 59.367 0.000
16 0.012 0.016 60.423 0.000
17 -0.008 -0.005 60.925 0.000
18 0.007 0.010 61.289 0.000
19 0027 0.031 66.628 0.000
20 0006 0.010 B6.919 0.000
21 0007 0.014 67.325 0.000
22 0003 0.007 67.399 0.000
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Tableau 4 : Corrélogramme du rendement du WTI

La solution est alors de décomposer la série et d’en extraire les composantes les plus
importantes et de modeéliser cbaque composante et ensuite de retrouver la série d’origine

a savoir le prix du WTI.

Avant d’entamer la procédure de décomposition du filtre de Hodrick-Prescott, il nous

parait judicieux de faire un bref rappel.



Rappel :

La premiére étape a était de décomposer la série orj(gina]e en tendance et en cyc]e en

utilisant le fi]tre de Hodrick-Prescott :

Ye=9t T ¢
— —
Tendance C )/c]e

) o
** La composante Tendancielle :

G = (AF‘I‘IT)_l x Y

% La composante Cvclique :

La deécomposition par construction montre que les deux composantes sont
P p q
orthogonales, donc il n’y a pas de corrélation entre les deux parametres. Ce qui nous
e P q
permet de modéliser chaque composante séparément et ensuite de les regrouper pour

modéliser la série d ’origine.

On utilise le filtre de Hodrick — Prescott pour décomposer la série en tendance et en
cyc]e. La décomposition estfaite sur le ]ogan'thme des prix et non pas sur le rendement

des prix car en utilisant le rendement la tendance s’annule.

Les données étant journaliéres (5 jours par semaine) Le paramétre A=681210
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Tableau 5 : Décomposition de Hodrick-Prescott

On remarque que la tendance retrace de maniere lisse la courbe d’origine (logarithme du

WTI).

Apres avoir decompose la serie, on commence par modeliser le cycle par la méthode de

Box & Jenkins

Pour mieux apprécier notre modélisation, nous allons effectuer notre étude sur une partie
de notre échantillon soit 7470 et ensuite de faire des prévisions sur les 5 jours a suivre et

de les comparer avec les données reelles.



II.1 Modélisation du cycle

La premiére étape de la modélisation est de stationnariser la série. Pour se faire on

applique le test de Dickey-Fuller.
M Tc: de Dickey — Fuller

On commence par le Modele 3 ( modele avec tendance et constante )

® Modele 3 : AXt = pXt—1 + o+ St + at

on test la tendance ~ Ho : f=0 vs  HI: <0

Augmented Dickey-Fuller Test Equation
Dependent Variable: D(CYCLE)

Method: Least Squares

Date: 05/31/13 Time: 10:27

Sample (adjusted): 2 7475

Included observations: 7474 after adjustments

Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.

CYCLE(-1) -0.038574 0.003182 -12.12151 0.0000

C 1.22E-05  0.000549 _0.022263 ~ 0.9822
@TREND(1) 3.34E-10  1.27E-07 0.9979
R-squared 0.019288 Mean dependent var 1.12E-05
Adjusted R-squared 0.019025 S.D. dependent var 0.023938
S.E. of regression 0.023709  Akaike info criterion -4.645523
Sum squared resid 4.199573  Schwarz criterion -4.642746
Log likelihood 17363.32  F-statistic 73.46547
Durbin-Watson stat 1.998202 Prob(F-statistic) 0.000000

Tableau 6 : Test de Dickey-Fuller pour le Modéle 3-Cycle-

D’apres la sortie d’Eviews on remarque que t-statistic = -0,002624 <2,78 issue de la
table de Dickey —Fuller. Donc on accepte f= 0 ; On peut passer au modeéle 2(avec

constante)



® Modele 2 : AXt = pXt—1 + o+ at

On test la constante  Ho : o = 0 Vs Hl:a<0

Augmented Dickey-Fuller Test Equation
Dependent Variable: D(CYCLE)

Method: Least Squares

Date: 05/31/13 Time: 10:28

Sample (adjusted): 2 7475

Included observations: 7474 after adjustments

Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.

CYCLE(-1) -0.038574 0.003182  -1212232  0.0000

C 1.10E-05 0.000274 0.039987 0.9681

R-squared 0.019288 Mean dependent var 1.12E-05
Adjusted R-squared 0.019156  S.D. dependent var 0.023938
S.E. of regression 0.023707  Akaike info criterion -4.645790
Sum squared resid 4.199573  Schwarz criterion -4.643939
Log likelihood 17363.32  F-statistic 146.9506
Durbin-Watson stat 1.998202  Prob(F-statistic) 0.000000

Tableau 7 : Test de Dickey-Fuller pour le Modéle 2 —Cycle-

D’apres la sortie d’Eviews t-statistic = 0,039987 < 2,52 . Donc on accepte 0. =0 ;

On passe au modele 1 ( sans tendance ni constante )

® Modele I : AXt =pXt—I] + at.

Ontest Ho:p=0 vs HI: p<0



Null Hypothesis: CYCLE has a unit root
Exogenous: None
Lag Length: 0 (Automatic based on SIC, MAXLAG=35)

t-Statistic Prob.*

Augmented Dickey-Fuller test statistic <—12.12(E 0.0000

Test critical values: 1% level :
5% level -1.940867
10% level -1.616671

Tableau 8 : Test de Dickey-Fuller pour le Modéle 1 —cycle-

On remarque que t-statistic = -12,12 < -1,94. Donc on Rejette HO = [a série est

donc stationnaire.

Apres avoir Vél’}fié que la série est bien stationnaire, on passe a la modélisation en

utilisant Box & Jenkins.

B Modélisation Box & Jenkins

La premiére étape est evidemment celle de | ’identyrication des paramétres petq.

> Identification
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[ File Edit Object Wiew Proc Quick Options Window Help - 8 X
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Date: 06/02/13  Time: 19:56
Sample: 17475
Included observations: 7475 0

Autocorrelation  Partial Correlation AC  PAC Q-Stat Prob

0961 0.961 69112 0.000
0.924 -0.001 13298. 0.000
0.891 0.037 19238. 0.000
0.860 0.015 24777. 0.000
0.829 -0.022 29920. 0.000
0.802 0.036 34727. 0.000
0.777 0.022 39241. 0.000
0.752 -0.005 43475. 0.000
0.730 0.031 47467. 0.000
0710 0.015 51245, 0.000
11 0.690 -0.007 54812, 0.000
12 0669 -0.016 58165. 0.000
13 0.648 -0.011 61309. 0.000
14 0.626 -0.016 64246. 0.000
15 0.603 -0.023 66975. 0.000
16 0.581 -0.015 69500. 0.000
17 0557 -0.019 71828. 0.000
18 0.535 0.002 73975. 0.000
19 0513 -0.013 75950. 0.000
20 0.490 -0.036 77748. 0.000
21 0.466 -0.015 79379. 0.000
22 0.443 -0.020 80851. 0.000 2
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Tableau 9 : Corrélogramme du Cycle

Visiblement d’apres le corrélogramme les p et q possibles sont p = 0,1 ¢=0,1,2,...

> Estimation

Afin d’estimer le meilleur modéle, on effectue toutes les combinaisons possibles avec les p

et q dispom'b]es. On rejette ceux qui sont statistiquement non valide c'est-a-dire ceux

dont la p-value > 0,05.

> Validation

La validation du modele pose un prob]éme a savoir qu’aucun modele ne Véryqe que les

résidus suivent un bruit blanc (aucune p-value >0,05).



Date: 05/31/13 Time: 11:02

Sample: 2 7470
Included observations: 7469
Q-statistic
probabilities
adjusted for 1 ARMA
term(s)

Autocorrelation Partial Correlation AC PAC Q-Stat Prob

0.001 0.001
-0.036 -0.036
-0.012 -0.012
0.026 0.025
-0.032 -0.033
-0.018 -0.017
0.012 0.011
-0.021 -0.024
-0.009 -0.007
0.017 0.015

—
O ©W O ~NO O~ WN -

Tableau 10 : Analyse des résidus du cycle

Ce qui nous amene &faire ]’b)/potbése selon ]aque]]e les residus peuvent suivre un modele
de type Arch. Pour avoir le cceur net nous gﬁ"ectuons le test Arch-LM. Le test est le

suivant

Ho: Absence d’effet Arch Vs H1: Existence d’effet Arch

ARCH Test:
F-statistic 149.7605 Probability 0.000000
Obs*R-squared 423.9941  Probability 0.000000

Tableau 11 : Test ARCH du Cycle

On remarque que p-value de la F-statistic < 0,05 donc on rejette Ho ; Les résidus

suivent alors un modele Arch.



Apres analyse du AIC et BIC, le modele adequat a la modelisation du cycle est un
modele ARMA(1,0) avec résidus E-GARCH(1,1). Rappelons que I’avantage avec le

modele E-GARCH est qu’i] n’impose pas que les paramétres soit tous positifs.

Le tableau suivant donne en sortie I’estimation des paramétres du modele.

Dependent Variable: CYCLE

Method: ML - ARCH (Marquardt) - Generalized error distribution (GED)

Date: 05/31/13 Time: 11:13

Sample (adjusted): 2 7470

Included observations: 7469 after adjustments

Convergence achieved after 22 iterations

Variance backcast: ON

LOG(GARCH) = C(2) + C(3)*ABS(RESID(-1)/@SQRT(GARCH(-1))) +
C(4)*"RESID(-1)@SQRT(GARCH(-1)) + C(5)*LOG(GARCH(-1))

Coefficient Std. Error z-Statistic Prob.

AR(1) 0.971433 0.002641 367.7989 ( 0.0000 )

Variance Equation

C(2) -0.162144 0.016026  -10.11778
C(3) 0.146034 0.010251 14.24645
C(4) -0.014806 0.006048  -2.447973
C(5) 0.993311 0.001418 700.4799

GED PARAMETER 1.309414 0.023110 56.66062

R-squared 0.924231 Mean dependent var -2.97E-05
Adjusted R-squared 0.924181  S.D. dependent var 0.086202
S.E. of regression 0.023736  Akaike info criterion -5.086561
Sum squared resid 4.204664  Schwarz criterion -5.081003
Log likelihood 19001.76  Durbin-Watson stat 2.015670

Tableau 12 : Modélisation cycle



La modélisation du cycle s’écrit ﬁnalement sous la forme :

Cycle; = aq * Cycle;_1 + &

€1
(]

In(o7) = 1+ B2 *

| + B3 * t:i + B4In(0?_,)

&
O

On peut passer maintenant ala prévisz'on du cyc]e. On gﬁfectue des prévz’sions du

cycle sur 5 jours.
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Tableau 13 : Prévision Cycle

D’aprés le grapbe on peut qﬁrirmer que le g/c]e est en pén’ode baissiere ce qui est normale

vu que la consommation du pétro]e commence a diminuer aprés la saison d’hiver.



I1.2 Modélisation de la tendance

De la méme maniere que celle utiliser pour le cyc]e. On modeélise la tendance

extraire du fi]tre de Hodrick-Prescott.

La serie originale étant non stationnaire de type DS, nous deérivons la série une premiere

fois. La série n’étant toujours pas stationnaire, on deérive la série une deuxieme fois.
Dtendance = (tendance — tendance (-1)) — (tendance (-1) — tendance (-2)). Nous

appliquons maintenant Le test de Diclzey—Fu]ler pour tester la stationnarité.
M 7ot de Dicke)/—Fu]]er

On commence par le Modele 3 ( modele avec tendance et constante )

® Modele 3 : AXt = pXt—1 + o+ Bt + at

on test la tendance ~ Ho : f=0 vs  HI: <0

Augmented Dickey-Fuller Test Equation
Dependent Variable: D(DTENDANCE)
Method: Least Squares

Date: 06/03/13 Time: 14:04

Sample (adjusted): 6 7475

Included observations: 7470 after adjustments

Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.

DTENDANCE(-1)  -2.50E-05  2.53E-06  -9.872108  0.0000
D(DTENDANCE(-1))  1.935684  0.004054  477.5133  0.0000
D(DTENDANCE(-2)) -0.936627  0.004055  -230.9653  0.0000

C 1.12E-12 7.96E-11 0.014109 0.9887
@TREND(1) 3.21E-16 1.84E-14 @ 0.9861

R-squared 0.999927 Mean dependent var 5.95E-12
Adjusted R-squared 0.999927 S.D. dependent var 4.03E-07
S.E. of regression 3.44E-09  Akaike info criterion -36.13853
Sum squared resid 8.82E-14  Schwarz criterion -36.13390
Log likelihood 134982.4  F-statistic 25635861
Durbin-Watson stat 1.997872  Prob(F-statistic) 0.000000

Tableau 14 : Test de Dickey-Fuller pour le Modeéle 3 - D Tendance -



D’apres la sortie Eviews on remarque que t-statistic = 0,017 <2,78 issue de la table

de Dickey —Fuller. Donc on accepte = 0 ; On peut passer au modéle 2(avec constante)

® Modele 2 : AXt = pXt—1 + o + at

On test la constante @~ Ho : o =0 Vs Hl:a<0

Augmented Dickey-Fuller Test Equation

Dependent Variable: D(DTENDANCE)
Method: Least Squares

Date: 06/03/13 Time: 14:13

Sample (adjusted): 6 7475

Included observations: 7470 after adjustments

Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.

DTENDANCE(-1)  -2.50E-05  2.53E-06  -9.872754  0.0000
D(DTENDANCE(-1))  1.935684  0.004053  477.5454  0.0000
D(DTENDANCE(-2)) -0.936627  0.004055  -230.9808  0.0000

C 2.32E-12  3.98E-11 0.9534

R-squared 0.999927 Mean dependent var 5.95E-12
Adjusted R-squared 0.999927 S.D. dependent var 4.03E-07
S.E. of regression 3.44E-09  Akaike info criterion -36.13880
Sum squared resid 8.82E-14  Schwarz criterion -36.13510
Log likelihood 134982.4  F-statistic 34185726
Durbin-Watson stat 1.997872  Prob(F-statistic) 0.000000

Tableau 15 : Test de Dickey-Fuller pour le Modéle 2 - D Tendance -

D’apres la sortie d’Eviews t-statistic = 0,058 < 2,52 . Donc on accepte 0. =0 ; On

passe au modele I ( sans tendance ni constante )

® Modele | : AXt = pXt—1 + at .

Ontest Ho:p=0 vs HI: p<0



Null Hypothesis: DTENDANCE has a unit root

Exogenous: None
Lag Length: 2 (Automatic based on SIC, MAXLAG=35)

t-Statistic Prob.*

Augmented Dickey-Fuller test statistic ( -9.873346 ) 0.0000

Test critical values: 1% level -2.060.2/
5% level -1.940867
10% level -1.616671

Tableau 16 : Test de Dickey-Fuller pour le Modéle 1 - D Tendance -

On remarque que t-statistic = -9,87 < -1,94. Donc on Rejette HO = [a série est

donc stationnaire.

Aprés avoir Vérjfié que la série est bien stationnaire on passe a la modélisation en

utilisant la methode de Box & Jenkins.

La résolution est similaire a celle appliquée pour la modelisation du cycle ; les détails du

calcul sont présentés en annexe 1.

La modélisation de la tendance est un modele ARIMA(3,2,0) avec residus E-

GARCH(1,0).

Le modéle de la dérivée seconde de la tendance s’écrit ainsi sous la

forme :

Dtendance; = a4 * Dtendance;_, + a, * Dtendance;_, + a3z * Dtendance;_3 + &;

€t-1 €t-1
n(o?) = B+ B+ [+ Ba
t—

(]

On peut maintenant gﬂectuer des prévisions sur la Tendance

sur 5 jours.

. Les prévisions sur calcules
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Tableau 17 : Prévision de le Tendance

On remarque que la tendance est haussiere sur les 5 jours de previsions, cela peut
s’exp]iquer par les situations géopo]itiques que traverse le monde. De p]us la
consommation accrue des pays en voie de déve]oppement du pétro]e augmente ]’(Zﬁpre et

par conséquent augmente le prix.

Apres avoir modélise les deux composantes du prix du pétrole, a savoir la tendance et le
cycle. Rappelons que les deux composantes sont orthogonales donc on peut modéliser
chaque composante a part et ensuite de les regrouper. On peut maintenant faire des
prévisions sur le prix du petrole. Le graphique ci-dessous compare le prix du petrole

observé a celui simulé par la modélisation.
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Tableau 18 : Comparaison entre WTI Observé et Simulé

On remarque que le prix est a la hausse ce qui confirme la tendance, mais ]’gﬁet
cyclique par lequel passe le prix a savoir un cycle baissier fait que le prix va baisser apres
quelques jours; Notre modelisation n’etant pas pa{faite, elle nous donnent juste une idée

g]oba]e sur le prix d’ici 5 jours et une tendance baissiere.



Conclusion

Ce Chapitre a eu pour vocation d’introduire la modélisation en utilisant les séries

chrono]ogiques.

Aprés une premiére patrie théorique ou il a etait question de donner les méthodes

les p]us utilisées dans la modélisation a savoir celle des modeles ARMA et p]us ]argement

les modeles ARMA avec résidus ARCH-GARCH.

Nous nous sommes intéressés d un cas plus concret ou nous avons apph'qué toutes
ces methodes. Une modélisation directe du prix du WTI n’étant pas possible, nous avons

eu recours au ﬁ]tre de Hodrick-Prescott pour décomposer la serie en tendance et en c]cle.

Apres avoir modélise chaque composante a part, nous avons gﬁrectué des previsions
sur le cours du petrole pour une période de 5 jours, qu’on a compare avec le cours
observe. La comparaison montre que malgré une tendance a la hausse des prix, la
période sur laquelle I’étude a était faite est caractérisé par un cycle baissier du prix.

Notre modeélisation a en eﬂét demontreé que le cours va baisser sur la période en question.

L’inconvénient avec ce type de modelisation est qu’e]]e nécessite des ajustements
continus des parametres, de plus ce type de modele est de type statique. Ce qui nous
amene a s’intéresser a d autres formes de modélisation comme celle de Kalman qu’on

présentera dans le prochain chapitre.



CHAPITRE 1V : Modelisation

en utilisant les Structures par

terme des prix



Introduction

Dans le chapitre préecédent nous nous sommes interesses aux modeles statiques et a
la modelisation des matieres premieres en utilisant les series chronologiques (ARIMA,
ARIMA avec résidus GARCH, . ..). L’inconvénient avec ce type de demarche et que d’une
part les modeles nécessitent la stationnarité de la serie. D’autre part et comme nous
Iavons signale il s’agit d’un modele statique, donc pour garder un bon modele il est
impératif de faire réguliérement des ajustements. Un autre inconvénient des modéles
précédents réside dans le fait que ces modéles prennent comme variable explicative que
les observations précedentes, alors qu’en réalite il existe d’autres variables mais qui sont
genéralement cachées ou non observables. Pour remedier a ces types de probleme nous

introduisons les modeles dynamiques.

L’émergence des modéles dynamiques a facteurs ou a variables cachées est
relativement récente dans la recherche empirique. Les modeéles dynamiques a facteurs
linéaires ou modeles espace-état en constituent une classe particuliere. De nombreuses
procédures statistiques fréquemment utilisées dans la branche empirique de la recherche

économique peuvent se reformuler dans le cadre des modeéles espace-état, notamment les

modeles ARIMA.

Ce Chapitre a pour objet, d’une part, de détailler et de rappeler les principaux
résultats des modeéles espace-état et du filtre de Kalman et, d’autre part, de montrer
comment ces techniques statistiques peuvent étre utilisées face a diverses problématiques
économiques. Dans une premicre partie, les modeles espace-état sont presentés avec les
algorithmes permettant d’en estimer les variables cachéees et les parametres, notamment
le filtre de Kalman et I’algorithme dit EM. Dans une seconde partie, Nous verrons une

application du filtre de Kalman linéaire pour modéliser le prix spot du pétrole.



[-Modeles espace-état et filtre de
Kalman

I.1- Modeles Espace-Etat

I.1.1 Présentation du modele Espace - Etat.

Les modeles espace-état intégrent la distinction entre les variables observées (le

signal) et les variables cachées (I’etat interne). Ils sont constitués :

® D’une ou plusieurs equation(s) de mesure decrivant la maniere dont les variables

observées sont générées par les variables cachées et les résidus.

® D’une ou plusieurs équation(s) d’état decrivant la maniere dont les variables

cachées sont générées a partir de leurs retards et d’innovations.

Les modéles espace-état peuvent s’écrire sous une forme dite développée qui
implique, sous certaines hypothéses, que la variable de mesure s’écrit sous la forme d’une
moyenne mobile. Ou réside donc I'intérét de recourir aux modeles espace-état pour
décomposer ou prévoir une serie temporelle relativement aux techniques classiques

développées par Box et Jenkins ?

D’une part, on s’épargne ici les problemes de stationnarite et de racine unitaire
qui se posent préalablement a [I'estimation d’un modele ARMA. En particulier, les
résultats du filtre de Kalman restent valides en présence de series non-stationnaires. Par
ailleurs, ce cadre permet également de relacher I’ hypothese d’une distribution gaussienne
pour les bruits. D’autre part, I'estimation optimale prend en compte I'information
disponible a partir de la date initiale t = 0, alors que les estimateurs optimaux ARMA
prennent en compte I'information a partir de t = —00. Finalement, les coefficients du
modele peuvent évoluer et ne sont pas obligatoirement considérés comme invariants au

P P g

cours de la période d’estimation.

Dans leur version élementaire, les modéles espace-état reposent sur un certain
nombre d’hypotheses principales : les équations de mesure et d’etat sont linéaires ; les

bruits d’observation et d’innovation sont des bruits blancs ; les variables cachées suivent



\

a un instant initial donne une loi gaussienne. A ces dernieres, se sont ajoutées des
hypothéses secondaires permettant de déterminer la forme canonique : I'indépendance
entre les bruits d’observation et d’innovation et I’indépendance entre la variable cachée
initiale et ces bruits. Toutes ces hypothéses sont destinées a simplifier les procédures

d’estimation.

I.1.2 Formulation du modele Espace - Etat

Soit un processus multidimensionnel Yk observable. On appe]]e modele espace-

état de ce processus, le systeme (1) decrit par les équations suivantes :

H Equation de Mesure

Yk = Hka + Vk

Avec :

° Yk : est appe]ée observation ou variable de mesure
° Xk : est la variable d’état
® Hy : est la matrice de Mesure

® Vj : est le vecteur d’innovation, Vi, ~ N (0, R,)

N Equation d’Etat ou de transition

Xk+1 = Mka + Bkuk + Gka

Avec :

° Xk : est la variable d’état

® M, : est la matrice de transition



® Uy : est une variable exogéne prédéterminée

o W, : est le vecteur des erreurs de mesures Wy, ~ N (0, Q)

Le systeme d’équation (1) est dit sous forme canonique si et seulement si :
E(W,Q,) = E(QiXy) =EW, Xy) =0 VEks=1...T
Le modele espace-état est alors dit causal et inversible

Le modele espace—état est dit Invariant par rapport au temps si les

matrices Hy,, M}, By, sont indépendantes du temps.

1.1.3 Estimation des variables d’état par le filtre de Kalman

En 1960, Kalman a publi¢ un article 86ntitule “A new Approach to Linear
Fi]tering and Prediction Problems”. Ses recherches le ménent a y decrire un processus qui
sera connu comme ]eﬂltre de Kalman. Leﬂ]tre de Kalman est un ensemble d’équations

matbématiques décrites sousforme d’a]gon'tbme.

Le but de la procbajne partie est de donner une meilleure comprébension duﬁ]tre
de Kalman. Tout d’abord, nous proposons un cas simple et pratique d’utilisation,

app]jqué aux systémes linéaires. Nous verrons par la suite un cas p]us comp]exe celui du

filtre de Kalman étendu ( EKF )

Afin de simplifier I’analyse, les paramétres définissant le modele espace-état vu
précéedemment sont supposés connus et le modele est supposé dépourvu de variables
exogenes. La question consiste alors a estimer a chaque instant k les variables cachées (le
vecteur d’état) Xy, conditionnellement aux variables observées Yy jusqu’a la date T (le

vecteur de mesure).



I.2- Filtre de Kalman

Le Filtre de Kalman est tres puissant grace a [I'utilisation d’un contréle en
feedback : il estime I’état du systéme puis améliore son résultat avec les informations
bruitées fournies par les capteurs. Pour calculer des estimations filtrées du vecteur d’état,
Ialgorithme optimal, appelé filtre de Kalman, est utilisé. L’algorithme est structuré en
deux étapes reprises d’itération en itération : étape de prédiction et étape de correction.

On distingue deux cas : le cas linéaire et le cas non linéaire ou étendu.

1.2.1 Modele linéaire

1.2.1.1 Filtre de Kalman simple

Reprenons le systéme d’équation définit précédemment pour un modele Espace-

etat

{Yk = H,. X; + Vi ( Eq de mesure)
Xk+1 = Mka + Bkuk + Gka (Eq d’Etat)

Rappelons que Yk est une variable observee alors que X [ est non observable.

L'état initial X est supposé étre Gaussien avec une moyenne X est une matrice
de covariance P. Afin d'obtenir I'état optimal du systeme on doit combiner lIes
observations Z}, avec | 'information fournie par le modéle Xj.. Pour résoudre ce probleme
de filtrage on doit déterminer la densité de probabilité conditionnelle de I'état X

sachant I'historique des mesures pris Y, ..., Y}, (on note k/I). Cette densité de

probabilité est Gaussienne (puisqu'on est dans un cas linéaire) et donc

complétement caracteriser par sa moyenne X k1 et sa matrice de covariance Pk /1



L’algon’thme est le suivant :

Etape [ : Initialisation de I'état du s/Vstéme et de sa matrice de covariance

X0/o = Xo

Po/o = var(Xo/O) = PO

Etape 2 : Calcul de I'estimation X /j de I'état du systéme a I'instant k a partir des

mesures dispom'b]es a l'instant k — 1

Xijk-1 = EXi /&k) = My Xy—1/k-1 + Bruy

Etape 3 : Mise a jour intermédiaire de la matrice de covariance de I’état en tenant

compte de I’évolution prévue par ]’équation d’evolution de I’état.

Py k-1 = Var(Xi/Er) = MxPi_1/k-1My + G Qi Gy,

Etape 4 : Calcul de I'erreur

& = Ve = Vigyk—1 = Yo — Hie Xy jie—1

Etape 5 : Calcul du Gain

_ cov(Xy, Vi)
T Var(y)

= Pyji—1Hy, (HyPyjie—1Hy, + R) ™"




Etape 6 : Mise &jour de la matrice de covariance de I’état

Pejk = Var(Xe — Xiji) = Cov((Xie — Xieyi), (Xie — Xiese))
= Py/k—1 — KrCov(er, Xi — X /1))
= Prjk—1 — KxCov(eg, Xi)
= (I — K H )Py k-1

Etape 7 : Réactualisation de I’estimation d’état

Puisque on a

Xk/k—1J—€k

On trouve Xk/k = Xk/k—l + (Xk/gk) = Xk/k—l + Kkgk

Xk = Xisk—1 + K (Ve — Yieyre—1)




1.2.1.2. Algorithme EM

Dans la partie précedente, les matrices, Hy, My, By, G, étaient supposes
connus. En pratique, ces matrices sont inconnues et doivent étre estimées. L’algorithme
EM est couramment utilise pour deéterminer les Estimateurs du Maximum de
Vraisemblance (EMV) des parametres d’un modele espace-état. Cet algorithme iteratif a
le merite d’étre simple, méme s’il est relativement lent a converger par rapport a des
algorithmes plus sophistiques. I a été introduit par Dempster et al. (1977) pour estimer

le maximum de vraisemblance de modeéles stocbastz’ques a variables cachées.

Pour procéder d une estimation par maximum de vraisemblance des paramétres

d’'un modele espace-état, il est nécessaire d’avoir Iexpression de la fonction de
vraisemblance. Pour chaque jeu de parametres O Ia log-vraisemblance associée a un
échantillon Yy, ..., Y7 d’un modéle espace-état s’exprime a partir des valeurs prévues de

Iétat Xk—l/k et des matrices de covariance associées Pk—l/k-

Soit {a), Py, &, 0 € @} un espace de probabilite. La log-vraisemblance pour

estimer un paramétre O étant donnée I'information est donnée par :
P k P

d Py
LYy, ., Ypi0) = E [d—PO %

Et le maximum de vraisemblance est définit par :

~

0 =argmaxL(Yy,..,Yr;0)
6eo

Si PO est la mesure de Lebesgue alors on peut ecrire la ]og-vraisemb]ance en fonction de

la densité conditionnelle f (Y; /Y1, ..., Y;_1) sous la forme :



T
Lt ¥ 0) = | [ rom, v
i=1

Sous la condition d’une distribution normale - cas linéaire - on trouve que :

In L(Yl, 200 g YT, 9)

2
T

1 2 ' ~1
—5/,¢ ke (H P ji—1Hy + Ry)
k=0

T
T 1
= — —ln(ZT[) = Ez ln(det(HkPk/k—lHllc + Rk))
k=0

L’a]gorithme EM est alors un algon’tbme itératg’f qui génére une séquence
d’estimations (Hi)izl,z,... a partir d’une condition initiale 90. Chaque itération se
décompose en deux étapes qui s’écrivent :

— Etape E : InL(Yy.r; 0) se déduit de Xk_l/k(ei) et de Pk_l/k(ei) calcules
par un filtre de Kalman.

— Etape M: la maximisation de In L(Yy.7; 6) par rapport a 0 conduit a Pj 4.

La premiere etape E « Expectation », c’est-a-dire « Esperance » calcule une
vraisemblance a partir de la formule précédente sur la vraisemblance d’un modéle
espace-état. Ces formules mobilisent en particulier I'application d’un filtre de Kalman
pour connditre I'espérance conditionnelle de I’état Xk—l/k et de sa covariance Pk—l/k
a paramétres I et observations Y. fixés.

La seconde étape M « Maximisation », consiste a rechercher un jeu de parametres
maximisant la vraisemblance estimée dans I’¢tape E. Cette maximisation peut-étre
analytique ou numérique selon la complexité du probleme. Apres un cycle « Etape E /
Etape My, on obtient 0;,q et on peut montrer que L(Yk/0i+1) > L(Yk/gi). En
iterant ces etapes E et M, les parameétres estimés par I’algorithme convergent

généra]ement vers le maximum de vraisemblance.



1.2.2 Modeéle non linéaire

1.2.2.2 Filtre de Kalman étendu ( EKF)

Dans le cas non-linéaire la densité de probabilité conditionnelle n'est pas
Gaussienne. Pour comprendre la linéarisation on considere ]'exemp]e Simp]g'ﬁ'é

suivant:
Xk+1 = M(Xk, k) + Bkuk - Gka

Avec M la dynamique non linéaire.

On considere que 1 ’équation d’observation est linéaire
Yk = Hka + Vk

Supposons qu’il est possib]e de générer une trajectoire de réﬁ'rence Xg. On peut donc

écrire le systeme :
Xpr1 = (M(Xy, k) — M(xg, k)) + M(xy, k) + Bruy + G Wy

Si la distance entre Xy, et I'état réel Xy, est suffisamment petite alors il est possible de

faire une approximation du systéme linéaire en utilisant le développement de Tay]or

M(Xkl k) - M(xkl k) ~ Mk(Xk - xk)
Avec

0 (My (X, k)
0 (X))

(My)ij =

Xi+1 = M Xy — Myxy + f (x, k) + Bruy + G Wy

Ce qui peut s’écrire

Xk+1 - Mka + ﬁk + Gka



Avec

u, = —My X, +M(x, k) + Bpuy
Le choix le plus simple de trajectoire de réféerence Xy, est le suivant
Xiy1 = M(xg, k) + Brug, xo = X
Le filtre de Kalman étendu :
Xiy1 = M(xp, k) + Brwg, X = Xy

Supposons un cas plus généra]

Xi+1 = [ (Xpo U1, Wii1)

Avec une équation d’observation non linéaire :
Y = h(Xy, Vi)

On fait donc une linéarisation des fonctions non linéaires :

_

F = X |Xk—1/k—1’uk
Lt
_ dh

kK~ 5% |)?k/k—1



On donne alors ]’algoritbme dufi]tre de Kalman ¢etendu

Etape 1 : Calcul de I'estimation X sj de I'état du systéme a I'instant k a partir des

mesures disponib]es a l'instant k — 1

Xijk—1 = f (Xk-1/k-1, Uk, 0)

Etape 2 : Mise a jour intermédiaire de la matrice de covariance de I’état en tenant

compte de I'évolution prévue par ]’équation d’evolution de I'état.

Py k-1 = Var(Xy/Tr) = MyPy_1/k-1 My, + G Qi Gy,

Etape 3 : Calcul de Ierreur

& = Y — Yiyeo1 = Yo — HeXpe -1

Etape 4 : Calcul du Gain

Ki = Py jie—1Hy (Hi P jie—1Hy + Ri) ™

Etape 5 : Mise &jour de la matrice de covariance de I’état

Pyjw = (I — KxHy ) Prjie—1

Etape 6 : Réactualisation de I’estimation d’état

Xy = Xigjk—1 + Kie (Ve — Hie Xy jie—1)




1.3 Limites du modeéles

Les propriétés statistiques de I'estimateur du maximum de vraisemblance ne sont
pas abordees ici mais certaines d{ﬁ{icu]tés de la pbase d’estimation sont présentées. Trois
problemes sont brievement étudiés : le choix des conditions initiales, I'importance du

ratio Signa]/bruit et les propriétés de convergence de ]’a]gorithme EM.

B Conditions Initiales :

La mise en ceuvre du filtre de Kalman nécessite généralement de spécifier les
conditions initiales du vecteur d’état. En effet, si tous les élements du vecteur d’état
initial X sont exactement connus a priori, alors Xo a une distribution a priori
correcte, c’est-a-dire dont tous les moments sont ﬂm’s, avec une moyenne connue et une
matrice de variance-covariance bornée. Le filtre de Kalman fournit alors la_fonction de
vraisemblance exacte des observations par la decomposition de I’erreur de prevision. Une
telle information a priori est cependant rarement disponible. Dans cette perspective, une
premiére méthode consiste a fixer arbitrairement les valeurs initiales du vecteur
d’étatX. Le probléme est que les estimations vont dépendre de ces valeurs. I s’agit alors
de tester la sensibilité aux conditions initiales et cela d’autant que I’algorithme fournit
des maximas locaux.

Des études ont montré qu’avec des valeurs initiales différentes, I’algorithme converge
vers la solution optimale. La figure ci-aprés montre le phénoméne en question, I'étude a

ete réaliser sur un mobile en déplacement. Afin d’en estimer la position on a utilisé un

filtre de Kalman.



Effect of Different Initial Position Estimates
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Figure 4 : Effets des conditions initiales
M Ratio Signal/Bruit

Un deuxieme probleme concerne le traitement des matrices R et Q, qui représentent
respectivement les matrices de variance-covariance du vecteur des innovations et du
vecteur des erreurs de mesure. En effet, un élément fondamental dans I’estimation des
modeles espace-état est le degre de lissage des variables non observées, qui dépend des
deux matrices précedentes). Par exemple, dans le cas univarié, un ratio Q/R elevé
(appelé ratio signal/bruit) contribue a accroitre le pouvoir explicatif de la variable
latente et I’équation de mesure sera donc mieux estimée. A la limite, pour de grandes
valeurs de R, la variable non observée absorbe toute la variation des résidus dans
Iequation de mesure. Alternativement, si R est une matrice nulle et si M est la matrice
identité, les estimations filtrées (respectivement lissées) correspondront a la méthode des
moindres carrés récursifs (respectivement des moindres carrés). Il est donc

particu]iérement important de déeterminer ce ratio.



N Convergence de l ’algorithme EM

Un troisieme probleme est lie aux proprietes de la vraisemblance et a la

détermination numeérique de la solution. Dans de nombreux cas, la vraisemblance
q
possede malheureusement des maximas locaux dans lesquels I’algorithme peut étre piegé.
Il est alors préferable de fournir a I’algorithme des parametres initiaux « relativement
P g P

proches » du maximum g]oba].

Geéneéralement on utilise la méthode de Newton—Raphson pour calculer le maximum

de vraisemblance. Ci—aprés rappe]ons brievement 1 ’a]gorjthme.

La meéthode de NeWton-Raphson est utilisee pour résoudre les équations de type

f(x) = 0. Nous prenons une condition initiale X et on commence a itérer de sorte

qu’& cbaque étape on puisse se rapprocher le p]us possib]e de la solution. Donc le but est
de pouvoir écrire Xy 41 en fonction de Xy,.

La séquence Xg, X1, X3, ... générée de la maniere decrite ci-dessous doit converger

vers ]a racine exacte.

La tangente de I'équation y = f(x) au point (xo,f(xo)) est

y = f(x0) = f'(x0) (x — xp)

La tangente croise I'abscisse quand Yy = 0 et X = X, alors

—f(x0) = f'(x0) (%1 — x0)

En résolvant ]’équation pour X1 on trouve :

. f(x0)

TN T )

Et plus géne’ralement

f ()

Xn+1 = Xn fl(x )
n




La formule précédente converge, pour une condition initiale Xg, vers la solution

optimale a savoir celle qui résout I’équation f(x)=0.



[I-Application en utilisant le Filtre de
Kalman

Dans cette partie nous verrons des app]ications du filtre de Kalman. On prendra
le prix future pour pouvoir extraire le prix spot. Comme on I’a vu précédemment les deux

sont lies par des relations mathématiques et aussi par des relations économiques ;

On essayera de tran§former les modeéles sous forme espace—état pour ensuite
app]iquer ]eﬁ]tre de Kalman. Nous commencerons donc par des modéles Simp]es qu’on

développera par la suite.

Or sur le marche il n’)/ a pas « ou presque » de prix de pétro]e ]iquide ce qui nous
amenent a utiliser les prix futures de courte durée, soit d’une période 1'13fér1'eur a I mois,
comme prix spot. L’idee est donc de pouvoir estimer les prix spot a partir desfutures et de

les comparer avec les prix futures de courtes durées, ainsi on les aura modelisé

Nous repartirons notre analyse en trois étapes : la premiere en utilisant une
relation directe entre le future et le spot sans convenience yield ; la deuxieme partie nous
introduirons le convenience yield mais de sorte qu’il soit constant. Finalement, nous
utiliserons le modele de Schwartz-Brennan avec un convenience yield qui suit un

processus de retour a la moyenne.



II.1 Modele sans Convenience Yield.

II.1.1 Formulation du modele

Soit Fy 1 le prix du futures a I'instant t a échéance T, St le prix spot a I'instant
t. Ty le taux d’intéret sans risque. Ainsi la relation entre prix futures et prix spot s écrit

sous ]aforme suivante.

T
Fyr = Spele 7

Nous supposons que le taux d’intérét sans risque est indépendant du temps.

La relation devient ainsi :
_ rT
Ft,T = Ste

AvecT = T — t la maturité dufuture

Nous allons exprimer le prjxfuture et le prix spot sousforme espace—état. Soit Yt =

In(Fy 1) et Xp = In(Sy) ; Iéquation précédente devient sous la forme :
Yt - Xt + rtT
D’autre part soit la dynamique des prix spot :

dS = uSdt + g5Sdz,

Avec Zl un mouvement Brownien

1
dX; = (u — EUSZ) dt + agsdz,



En discrétisant la relation précédente on trouve :

1
Xt+1 = Xt + (ﬂ - EO-SZ) At + 91’ AveC Ht""N(O, Js\/A_t)

Le modéle espace—état s’écrit ainsi :

Y =X +1r7+ ¢ Avec £,.~N(0,q)

1
Xt+1 = Xt + (H - EO-'S?) At + Ht AveC 9t~N(O, Us\/A_t)

Remargue :

Dans I'équation précedente on remarque qu’'un terme en & s ajoute au modele, alors
qu’en théorie se terme n’existe pas. Son introduction est purement illustrative puisque
cela nous permet d’écrire notre modéle sous la forme espace-état qu’on a défini
précédemment. De plus en utilisant le filtre de Kalman on va pouvoir tester si notre
algorithme est efficace et converge vers notre modeéle théorique c'est-a-dire que son

espérance et sa variance sont nuls.

I1.1.2 Application du modeéle

> Données du modéle

Dans la deuxieme partie on a vu que pour résoudre le systeme d’équation precédent, on

utilise le filtre de Kalman.

Nous appliquons alors le filtre de Kalman sur nos données. Puisque le filtre de Kalman
PP1q q

prend en compte ]’iqformation dispom'b]e a partir de la date initiale t = O et non pas a

partir de de t = —00 comme les modeles ARMA. Notre base de données ne sera pas aussi

é¢tanche que celle prise dans I’application du modele ARMA.



Nos données sont celles des futures WTI que mon encadrant a bien voulu les télécharger
de la plateforme Bloomberg. Ils s’étalent du 9 avril 2012 au 1 mai 2013, ces futures
sont de maturite allant de 1 a 13 mois. Comme nous I’avons signalé auparavant le
future de I mois est considéré comme le prix spot et le futures 13 mois comme le future
de maturité 1 ans. Nous allons extraire le prix spot du futures 13 mois et les comparer

avec le future 1 mois.

> Résolution du systéme

Reprenons le S)/stéme d’équation définj précédemment

Y =X +1r7+ & Avec £,.~N(0, q)
1
Xeyr1 = Xe + (,u — EO'SZ) At +6, Avec 8,~N(0,a5VAt)

On est dans le cas dufi]tre de Kalman simple, c'est-a-dire le cas linéaire. On appliquera

]eﬁ]tre de Kalman sur Excel pour mieux apprécier les étapes de ]’a]gon'thme.

Avant de commencer L’algorithme, il parait judicieux de rappeler ce qu’on a de ce qu’on

cherche.

Y; : Prix future WTI de maturité 13 mois

X¢ : Prix spot non observable : c’est le prix qu’on essaie de modéliser
T : Taux d’intereét sans risque, on prendra ¥ = 3%

T : Maturité du future a savoir 12 mois donc T = 1

At : représente le temps entre deux observations par rapport da un an. Puisque nos

données sont journaliéres donc At = 1/365
U : Drift du prix spot : variable non observable

O : Ecart type du prix spot : variable non observable

q : Ecart type du vecteur d’innovation : variable non observable



On peut désormais commencer ]’app]jcatjon de notre a]goritbme.

Initialisation :
Comme nous [I’avons précisé auparavant Dinitialisation des paramétres n’est pas
problématique vu qu’au bout du compte les paramétres vont converger vers leurs

maximums lors de I'utilisation de ]’algon'thme EM.

Les autres ¢tapes de I’algorithme de Kalman ne seront pas développées par la suite, car

ce ne sont que des applications directes des formu]es.

Pour estimer les paramétres (U, Os, q)nous utilisons I’algorithme EM ; Sous Excel nous
utilisons la fonction Solver pour le calcul. Pour ce faire le vecteur d’initialisation est fixé
a (0,01 ;0,01; 0,01). La vraisemblance est alors maximisée avec I'algorithme EM et

on trouve le résultat ci-dessous.

P et

aramétres u Og q
Valeur estimée(%) 26 22 0
Log vraisemblance 784,43

I11.1.3 Interprétation des résultats

On remarque que q = 0 ce qui correspond a une variance nul de I’erreur des
innovations. Comme on I'a mentionne précedemment on a ajouteé le terme en &g juste
pour pouvoir écrire notre modele sous forme espace-état. En g%t ce terme s’ annule apres

apph’cation dufi]tre de Kalman ce qui est corgforme a la théorie.




Apres avoir estime les parametres du modele, on peut dorénavant passer a la
comparaison de la serie observe et de la série simule. Rappe]ons que la série observee
correspond au future de maturitée 1 mois et que la série simulée correspond a celle

extraire par le fi]tre de Kalman.

Le grapbe ci-dessous résume le résultat obtenu.
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e Prix Observé === Prix Simulé

Figure 5 : Sans CY

Dans ’ensemble on remarque que les deux séries se concordent malgré un écart
si(qnyricatyp dans les premieres valeurs. Cet ecart est en eﬁret di aux valeurs initiales.
D’autre part le ratio signal/bruit tend vers ]’infim’ ce qui contribue a accroitre le

pouvoir exp]icatyr de la variable latente et donc | ’équation de mesure sera mieux estimée.

Pour mieux apprécier la qualité de notre modéle, nous allons nous focalisé sur les

20 dernieres valeurs.

Le graphe ci-dessous résume le résultat obtenu.
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Figure 6 20 derniéres

On remarque qu’il y a un écart entres les prix observés et les prix simulées. Cet
écart est aux alentours de 0,02 §, ce qui nous amene a penser qu’il y un _facteur qui
1'13ﬂuence sur le prix du pétro]e. Ce facteur n’est nul que le Convenience Yield introduit

dans le deuxieme chapitre.

Dans la partie suivante, nous introduirons le Convenience Yield dans nos

équations mais comme facteur constant.



I1.2 Modele avec le Convenience Yield constant.

Nous avons vu précedemment qu’il y a un écart entre les valeurs observées et les
valeurs prédites, ce qui nous a amené a introduire le convenience yield. Dans cette partie

nous supposerons que le convenience yield est constant, et nous essaierons de modéliser le
prix spot.

I1.2.1 Formulation du modele

Soit F 1 le prix du futures a I'instant t a échéance T, St le prix spot a I'instant
t. Tt le taux d’interét sans risque. Ainsi la relation entre prix futures et prix spot s’ecrit

sous la forme suivante.

F,. = S,ek s=8s)ds

Nous supposons que le taux d’intérét sans risque et le convenience yield sont

indépendant du temps. La relation devient ainsi :
Fer = See(r=0T
Avec T = T — t la maturité du future
Nous allons exprimer le prix future et le prix spot sous forme espace-état. Soit Yy =
ln(Ft,T) et X¢ = ln(St) ; I'équation précedente devient sous la forme :
Y, =X +rv—96t1

D’autre part soit la dynamique des prix spot incluant le convenienceyie]d :



dS = (u— 6)Sdt + 0sSdz,
Avec Z1 un mouvement Brownien
1 2
dX; = (,u ) —Eas>dt + gsdzy

En discrétisant la relation précédente on trouve :

1
Xt+1 == Xt + (‘u - 5 - EO-SZ)AI: + Ht AveC Ht""N(O, Js\/A_t)

Le modele espace-état s’ecrit ainsi :

Vi =X, +(r—90)t+ & Avec ,~N (0, q)

1
Xip1 = X¢ + (,u -6 — 5052) At +6, Avec 6,~N(0,asVAt)

Remarque :

Comme dans la partie précédente on remarque qu’un terme en £t s ajoute au modele,
alors qu’en théorie se terme n’existe pas. Nous rappelons que son introduction est
purement illustrative puisque cela nous permet d’écrire notre modéle sous la forme
espace-état qu’on a défini precédemment. De plus en utilisant le filtre de Kalman on va
pouvoir tester si notre algorithme est efficace et converge vers notre modele théorique

' \ . / .
C est—a—dzre te] que son esperance et sa variance sont HU]S.

I1.2.2 Application du modeéle

» Données du modéle

Nous avons gardé les memes données que celles utilisees dans la partie précédente. Plus

tard cela va nous permettre de comparer entre les modeles.



Nos données sont donc celles des futures WTI. Ils s’étalent du 9 avril 2012 au I mai
2013, ces futures sont de maturité allant de 1 a 13 mois. Rappelons que le future I
mois est considéré comme le prix spot et le futures 13 mois comme le future de maturité I
ans. Nous allons extraire le prix spot du futures 13 mois et les comparer avec le future I

mois.

> Résolution du systéme

Reprenons le systéme d’équation d@Fim’ précédemment

Vi =X +(r—90)t+ ¢ Avec .~N(0,q)

1
Xey1 = X + (,u -0 — EJSZ)At +0, Avec 0,~N(0,osVAt)

On est dans le cas dufi]tre de Kalman simple, c'est-a-dire le cas linéaire. On appliquera

]eﬁ]tre de Kalman sur Excel pour mieux apprécier les étapes de ]’a]gon'thme.

Avant de commencer L’algorithme, il parait judicieux de rappeler ce qu’on a de ce qu’on

cherche.

Y; : Prix future WTI de maturité 13 mois

X¢ : Prix spot non observable : c’est le prix qu’on essaie de modéliser

0 : Le Convenience Yield considéré constant : variable non observable

T : Taux d’interét sans risque, on prendra ¥ = 3%

T : Maturité du future a savoir 12 mois donc T = 1

At : représente le temps entre deux observations par rapport d un an. Puisque nos
données sont journaliéres donc At = 1/365

U : Drift du prix spot : variable non observable

O : Ecart type du prix spot : variable non observable

q : Ecart type du vecteur d’innovation : variable non observable

On peut desormais commencer ]’app]ication de notre algon’tbme.



Initialisation :

Comme nous [I’avons précis¢é auparavant [’initialisation des parametres n’est pas
P P P P

prob]ématique vu qu’au bout du compte les paramétres vont converger vers leurs

maximums lors de I’utilisation de ]’a]goritbme EM.

_ ln(Ft,Tz) - ln(Ft,Tl)
0 T,—T,

Xo/():YO_T'T'I'ST
Pojo =0

Pour estimer les paramétres (8, U, O, q)nous utilisons I’algorithme EM ; Sous Excel
nous utilisons la_fonction Solver pour le calcul. Pour ce faire le vecteur d’initialisation
est fixé a (0,03; 0,01 ; 0,01; 0,01). La vraisemblance est alors maximisée avec

I’algorjthme EM et on trouve le résultat ci-dessous.

Parametres o u Og q
Valeur estimée(%) 2,38 25 22 0
Log vraisemblance 798,27

11.2.3 Interprétation des résultats

Comme dans partie précédente on remarque que = 0 ce qui correspond d une

variance nul de I’erreur des innovations. Comme on [’a mentionné précédemment on a

ajouté le terme en E; juste pour pouvoir écrire notre modele sous forme espace-état. En
effet ce terme s’annule aprés application du filtre de Kalman ce qui est conforme a la
theéorie.

On remarque que la valeur du Convenience Yield O est de I'ordre de 0,0238 ce
qui proche de I'écart entre le prix observé et le prix simule trouve dans la partie

précédente.



Apres avoir estime les parametres du modele, on peut dorénavant passer a la
comparaison de la serie observe et de la série simule. Rappe]ons que la série observee
correspond au future de maturitée 1 mois et que la serie simulée correspond a celle

extraire par le fi]tre de Kalman.

Le grapbe ci-dessous résume le résultat obtenu.
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e Prix Observé === Prix Simulé

Figure 7 CY constant

On retrouve presque les mémes résultats que precédemment. Dans I'ensemble on
remarque que les deux séries se concordent malgré un écart significatif dans les premiéres
valeurs. Cet écart est en effet dii aux valeurs initiales. D’autre part le ratio signal /bruit
tend vers I’infini ce qui contribue a accroitre le pouvoir explicatif de la variable latente

et donc ]’équation de mesure sera mieux estimeée.

Pour mieux apprécier la qualité de notre modéle, nous allons nous focalisé sur les

20 derniéres valeurs.

Le graphe ci-dessous résume le résultat obtenu.
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e Prix Observé === Prix Simulé

On remarque que malgre I'ajout du convenience yield, I’écart entres les prix

persistent ; Nous decidons donc de représenter cet ecart.

0,0500 -
0,0400 -
0,0300 -
0,0200 -

0,0100 i

0,0000 -
-0,0100 -
-0,0200 -

-0,0300 -

-0,0400 -

L’écart oscille autour de sa moyenne a savoir 0,01. D’autre part on a définit
Iécart comme étant le convenience yield, donc on peut affirmer que le convenience yield
suit un processus de retour a la moyenne. Ceci en effet prouve la théorie de Schwartz-
Brennan définit dans le deuxiéme chapitre qui affirme que le convenience yield suit un

processus de retour a la moyenne.



Dans la partie suivante nous introduirons alors le modele de Schwartz-Brennan

en prenant le convenience )/ie]d sous forme Stocbastique.



1.3 Modele avec le Convenience Yield stochastique.

Nous avons vu précédemment que I’écart entre les valeurs observées et les valeurs
prédites est de forme sinusoidale et qu’il oscille autour de sa moyenne, ce qui nous a
amené a penser que le convenience yield suit un processus de retour a la moyenne.
Effectivement cela a était démontré dans la théorie de Schwartz.

Dans le deuxieme chapitre nous avons demontre I’équivalence entre le modele de
Schwartz-Brennan et celui de Gabillon. Dans ce chapitre nous retenons le modele de

Schwartz dans la modélisation de prix spot.
I1.3.1 Formulation du modéle
Soit F 1 le prix du futures a I'instant t a échéance T, St le prix spot a I'instant

t. Tt le taux d’intérét sans risque. Ainsi la relation entre prix futures et prix spot s’écrit

sous Iaforme suivante.

F,. = S,ek s=8s)ds

. . 1 .
La résolution de I’équamon s’écrit sous ]aforme :

—KT

1—e
F(S,6,t,T) =S(t)xexp|—6 T+B(r)

Avec :

%5 O505p 1, 1-e2@
— XT|+|-0%x

2K?2 K 4

~ 0.26 1_e—KT
+ aK+0505p—2K x( » )

B(1)
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ﬁ
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! Voir Annexe 2
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Nous allons exprimer le prix future et le prix spot sous forme espace-état. Soit Yy =

In(Fy 1) et G¢ = In(Sy) ; I'équation précédente devient sous la forme :

_ ,—KT

e
Vi = G — 8 ———+B(®)

L’équation de Mesure s’écrit sous la forme :

D’autre part soit le modele de Schwartz-Brennan s’écrit sous la forme :
dS = (u— 6)Sdt + a5Sdzg

dé = k(a — 6)dt + osdzs
Avec :

Eldzsxdzg] = pdt
DOHC en passant au ]Ogan'tbme on trouve :

1
dG = (u -0 _EUSZ> dt + o¢dz,

dé = K(CK - 5)dt + O'(gdZ(g



Avec :

Eldzsxdzs] = pdt

En discrétisant la relation précédente on trouve :

1
{Gt-l-l == Gt + (,Ll - 6t - EG&) At + Blt Avec BltNN(O, 05\/&)

Or41 = k(a — 8,)At + 0, Avec 0,,~N(0, o5VAL)

Avec :

E[dzsxdzg] = pdt

L’équation d’Etat s’écrit alors sous la forme :

1
Geta (u —=0d)At 1 —At 1[Ge
= 2 = + W,
5t+1 oAt 0 1 — kAt 5t
Avec
JSZAt posasAt
EW,) =0 Qe =Var(W,) =

posasAt U§At




Posons :

G
Xt -
Ot
Le modele espace-état s’ecrit ainsi :
Y; = HX; + B(7) + & Avec e,~N(0, q)
Xt-l-l - MtXt + Nt + Wt AUBC Wt"’N(O, Qt)

Remarque :

Comme precédemment on remarque qu’un terme en £t s ajoute au modele, alors qu’en
theorie se terme n’existe pas. Nous rappelons que son introduction est purement
illustrative puisque cela nous permet d’écrire notre modeéle sous la forme espace-état
qu’on a défini précédemment. De plus en utilisant le filtre de Kalman on va pouvoir
tester si notre algorithme est efficace et converge vers notre modele théorique c'est-a-dire

tel que son espérance et sa variance sont nuls.

I1.3.2 Application du modeéle

» Données du modéle

Nos données sont celles des futures WTI. Ils s’étalent du 9 avril 2012 au 1 mai 2013,
ces futures sont de maturité allant de 1 a 13 mois. Rappelons que le future 1 mois est

considéré comme le prix spot et le futures 13 mois comme le future de maturité 1 ans.

> Résolution du systéme



Reprenons le systéme d’équation déﬁ'nj précédemment

Y; = HX; + B(t) + & Avec ,.~N(0,q)

Xt+1 = MtXt + Bt + Wt Avec Wt"’N(O, Qt)

On est dans le cas du filtre de Kalman simple, c'est-a-dire le cas linéaire. On appliquera

Ieﬂ]tre de Kalman sur Excel pour mieux apprécier les étapes de I’a](goritbme.

Avant de commencer L’algorithme, il parait judicieux de rappeler ce qu’on a de ce qu’on

cherche.

Y; : Prix future WTI de maturité 13 mois

G : Prix spot non observable : c’est le prix qu’on essaie de modéliser

Ot : Le Convenience Yield considéré constant : variable non observable

T : Taux d’intereét sans risque, on prendra ¥ = 3%

T : Maturité du future a savoir 12 mois donc T = 1

At : représente le temps entre deux observations par rapport a un an. Puisque nos
données sont journaliéres donc At = 1/365

U : Drift du prix spot : variable non observable

Os : Volatilité du prix spot : variable non observable

a : Valeur moyenne a ]ong terme du Convenience)/ie]d : variable non observable

k : Force de rappel agissant sur le convenience yield : variable non observable
Og : Volatilite du convenience yield : variable non observable

Q¢ : Ecart type du vecteur d’erreur mesure : variable non observable

A : Prime de risque : variable non observable

q : Ecart type du vecteur d’innovation : variable non observable



Pour estimer les parametres (ﬂ, os, 05, @, K, P, A, q ) nous  utilisons
Ialgorithme EM ; Sous Excel nous utilisons la fonction Solver pour le calcul. Pour ce
faire le vecteur d’initialisation est fixe a (0,01 ; 0,01 ; 0,01 ; 0,01 ; 0,01 ; 0,01 ;
0,01 ; 0,01). La vraisemblance est alors maximisee avec I"algorithme EM et on trouve

le résultat ci-dessous.

Parametres u Og O a K p A q
Valeur estimée(%) 71 16 0 0 45316 7,8 0 0
Log vraisemblance 898,17

I1.3.3 Interprétation des résultats

Comme dans la partie précédente on remarque que q = 0 ce qui correspond a

une variance nul de I’erreur des innovations.

On remarque que la corrélation entre le prix spot et le convenience yield p =

0,078 ; Cela montre que le convenience yield impact le prix spot.

Apres avoir estimé les paramétres du modele, on peut dorénavant passer a la
comparaison de la série observe et de la serie simulé. Rappelons que la serie observée
correspond au future de maturitée 1 mois et que la serie simuléee correspond a celle

extraire par le ﬁ]tre de Kalman.

Le graphe ci-dessous résume le résultat obtenu.
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On retrouve presque les mémes résultats que precédemment. Dans I'ensemble on
remarque que les deux séries se concordent malgré un écart significatif dans les premiéres
valeurs. Cet écart est en effet dii aux valeurs initiales. D’autre part le ratio signal/bruit
tend vers I'infini ce qui contribue a accroitre le pouvoir explicatif de la variable latente

et donc | ’équation de mesure sera mieux estimée.

Aprés avoir resolu les trois modeles et apprécier les avantages et les inconvénients

de chacun, on peut maintenant comparer les modeles entres eux.



II.4 Comparaison des modeles

B Critere de performance

Pour analyser les performances des modéles de structure par terme des prix des
commodites appliqués au marché du pétrole brut, toutes les études realisées dans cette
partie recourent aux deux méme criteres : les erreurs de prix moyennes ( Mean Pricing
Errors) et la racine de la moyenne des carrés des erreurs ( Root Mean Squared Errors).

La définition des erreurs de prix moyennes (MPE), exprimées en Dollar USD, est

la suivante :

N
1 -
MPE == > (Fop = Fop)
n=1

Ou N est le nombre d’observations, Ft est le prix théorique a I'instant t calcule a partir
de chaque modele, et F; Ie prix a terme de maturité t observé. Le MPE mesure le biais
d’estimation. Si cette derniere est correcte, le MPE doit étre proche de zéro.

En retenant les mémes notations, la racine de la moyenne des carrés des erreurs
(RMSE), exprimée en Dollar USD, est calculée pour chaque maturité de la fagon

suivante :

N
1 o 2
RMSE == — (Ft,’l’l - Ft,’l’l)
N
n=1

Le RMSE est une variance empirique, calculée en supposant que les estimations sont non
biaisées. Ce critere permet de mesurer la quah’té des estimations en termes de stabilite. 11
est consideré comme le plus représentatif : les erreurs de prix peuvent en eﬁret se
compenser de telle sorte que I'erreur de prix moyenne soit faib]e malgré la presence

d’écarts importants.

Comme nous I’avons Signa]é auparavant nous essayons de modcliser le prix spot.

Donc pour mesurer la qualité de notre modele, nous prendrons ]efuture de maturite 1



mois comme étant le prix observe et le prix spot issu du processus de Kalman comme ¢tant

le prix estime.

La période d’etude utilisée pour estimer les paramétres de chaque modele est la

A . . / . . / \

méme ce qui va nous permettre de comparer entre le prix observé et les prix simulés a

partir de chaque modele et ainsi etudier la capacite du modele a representer les prix
observes.

Le graphe ci-dessous compare les trois courbes des prix simules a celle de la courbe

du prix observe

I
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e PriX ObS@rvé e Prix Simulé 1 Prix Simulé 2 === Prix Simulé 3

Tel que « Prix Simulé 1 » correspond au prix simulé a partir du modele 1 « Sans

convenience yield », ainsi de suite pour les autres modeles.

On remarque que excepte pour les valeurs initiales, les courbes se superposent presque
parfaitement pour les trois modeéles. Ci étant dit que le graphe n’est pas un facteur clé
pour trancher quant a la performance du modéle ; On compare alors les deux critéres de

pe{formance : MPE et RMSE

Le Tableau ci-dessous mesure le MPE ainsi que RMSE pour chaque modele



\Y (0Ys =) (= Modeéle 2 1\ (0Ys =) (K

MPE (%) 1,905 1,895 1,692
RMSE (%) 2,879 2,860 2,683

Tableau 19: MPE & RMSE

Si Ion se référe au critére du MPE et du RMSE, le filtre de Kalman appliqué au
modele 3 « convenience yield stochastique » permet de représenter plus precisément le

prix spot que ne I’ autorise ]’app]ication aux autres modeles.



Conclusion

Ce cbapitre avait pour vocation la modélisation des prix spot a travers les prix des

futures. Le meilleur moyen a ¢tait d’utiliser les modéles a variables caches.

Nous avons alors présenté dans la premiére partie le modele Espace-Etat ainsi que

sa resolution par ]efi]tre de Kalman comprenant ]’a]goritbme EM.

Dans la deuxieme partie, on a vu une application directe du filtre de Kalman.
On I'a appliqué pour pouvoir modéliser le prix spot du WTI. Pour ce faire on a utilisé
trois modeles : le Modele I « Sans convenience yield » qui nous a donné une bonne
modelisation du prix spot malgré un écart ; Cet ecart nous a amene a adopte le modele 2
qui prend en compte le convenience yield constant. Ceci dit dans le deuxieme modele
Iécart suit un processus de retour a la moyenne. On s’est rabattu donc sur le modéle 3 a

savoir celui de Schwartz-Brennan en prenant un convenience )/ie]d stochastique.

Or malgre I'introduction du convenience yield, I'écart entre les prix observes et les
prix simulés persistent, mais il est néanmoins inférieur aux autres modéles. La
comparaison en utilisant les critéres de performance entre les prix simulés issus des trois
modeles et celui du prix observé, nous a amené a garde le troisieme modele pour la

modeélisation.



Conclusion générale

Tout au long de ce projet, on a essaye de mettre I'accent sur les concepts clés et
essentiels a la compréhension de la modeélisation des matieres premieres plus
particulierement a la modélisation du marché pétrolier. Pour ce faire nous avons
introduit un premier chapitre ou il a était question de donner une vision globale sur Ies

matieres premiére et de montrer | ’importance du cyc]e.

On s’est attaqué dans le deuxieme chapitre au marche a terme. Des lors on a
défini deux modéles de modélisation. Le premier modele considéré celui de Schwartz-
Brennan repose sur I hypothese selon laquelle le prix au comptant et le convenience yield
ont un comportement de retour vers une valeur moyenne. Le second celui de Gabillon
introduit une asymetrie dans le comportement du convenience yield. Nous avons
démontré qu’il a en effet équivalence entre les deux modeles. Cela est cohérent si I'on
remarque que le convenience yield apparait comme un terme de dérive stochastique qui

n’est pas loin d’un comportement a ]ong terme comme dans le modele de Gabillon.

Le troisieme chapitre était concentré sur la modélisation en utilisant les series
temporelles. Une modélisation directe des prix n’a pas etait concluante, on s’est dirige
vers une décomposition de la série en tendance et en cycle. La modelisation ainsi que la
prévision de ces deux composantes nous ont renseigne sur le chemin ou la tendance

globale que le prix allait prendre.

Etant donneé les résultats obtenus dans le second chapitre et I'équivalence entre le
modele de Schwartz-Brennan et celui de Gabillon, seul le modele de Schwartz-Brennan
a été retenu pour la derniére partie de notre projet. En effet trois modéles ont été
développés dans ce dernier chapitre. Le premier a était de supposer que le prix future ne
dépend que des flux générés a partir du prix spot. L’écart entres les prix modélisé et ceux
observé nous a amene a adopté un deuxieme modele comprenant le convenience yield de
tel sorte qu’il représente I’écart entre les prix. Cet écart persiste encore dans le deuxieme
modéle mais cette fois non pas de maniére constante mais de tel facon d’un mouvement

oscillant autour de sa moyenne. Le modele de Schwartz-Brennan a été la solution pour



remedier a ce prob]éme. La pe{formance de ce dernier modele a était de loin la p]us

Satigfaisante dans la modelisation du prix spot.

D’autre modele aurait pu étre developpé pour la modelisation comme celui de la
décomposition en série de Fourier. En effet cette méthode peut étre utilisées en
considérons le prix comme étant un signal. On a signalé plus haut I'importance des
cycles dans la modélisation, ils sont comparable a des fonctions périodiques, mais de
forme quelconque. On peut considérer ces signaux comme la superposition de fonctions
périodiques simples que sont les fonctions sinus et cosinus. Le signal apparait alors
comme la somme d'une série trigonométrique appelée série de Fourier. En modelisant
chaque composante et en utilisant la transformée inverse on peut modéliser le prix et

ainsi faire des prévisions.
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Annexe I : Modélisation de la tendance

M /éthode de Box & Jenkins

Nous allons app]iquer la méthode de Box & Jenkins sur la série Dtendance qui est

stationnaire.

> Identification

T3 EViews - [Series: DTENDANCE Workfile: TENDANCEWntitled] (=13
[C] File Edit Object Wiew Proc Quick Options Window Help - 8 X

[view] [Proc) [Obiect) Properties) [Print)[Name][Freeze) [Sample)(Genr) Sheet) Stats) (ident) [Line) (Bar)
Correlogram of DTENDANCE

| >

Date: 06/03/13 Time: 15:46
Sample: 17475
Included observations: 7473

Autocorrelation Partial Correlation AC PAC Q-Stat Prob

1.000 1.000 7473.1 0.000
0.999 -1.000 14935. 0.000
0898 0.927 22390. 0.000
0.997 0.056 29322. 0.000
0995 0.022 37223. 0.000
0993 0.019 44604. 0.000
0.990 -0.032 51943. 0.000
0.867 0.050 59239. 0.000
0.984 0.043 66433. 0.000
0.980 -0.023 73683. 0.000

D WO ~O0)O &= WA —

—
]
1
|
|
|
|
|
|
1

—_

Tableau 20 : Corrélogramme — D Tendance -

Visiblement d’apres le corrélogramme les p et q possibles sont p = 0,1,2,3 ¢=0,1,2, ...
> Estimation

Afin d’estimer le meilleur modéle, on effectue toutes les combinaisons possibles avec les p

et g dispom'b]es. On rejette ceux qui sont statistiquement non valide c'est-a-dire ceux

dont la p-value > 0,05.
» Validation

La validation du modele pose un prob]éme a savoir qu’aucun modele ne Véryrie que les

reésidus suivent un bruit blanc (p-value >0,05).



Date: 05/31/13 Time: 09:15

Sample: 6 7470
Included observations: 7465

Q-statistic
probabilities
adjusted for 3 ARMA
term(s)
Autocorrelation Partial Correlation AC PAC Q-Stat Prob

| | | | 1 0.001 0.001
| | | | 2 -0.036 -0.036
| | | | 3 -0.012 -0.012
| | | | 4 0.025 0.024
| | | | 5 -0.033 -0.034
| | | | 6 -0.020 -0.018
| | | | 7 0.011 0.010
| | | | 8 -0.022 -0.025
| | | | 9 -0.010 -0.008
| | | | 10 0.015 0.014

Tableau 21 : Analyse des résidus - D Tendance -

Ce qui nous amene &faire ]’b)/potbése selon ]aque]]e les residus peuvent suivre un modele

de type Arch. Pour avoir le cceur net nous gﬁ%ctuons le test Arch-LM. Le test est le

suivant

Ho: Absence d’effet Arch Vs H1: Existence d’effet Arch

ARCH Test:
F-statistic 165.9103  Probability 0.000000
Obs*R-squared 466.8420 Probability 0.000000

Tableau 22 : Test Arch - D Tendance

On remarque que p-value de la F-statistic < 0,05 donc on rejette Ho ; Les residus

suivent alors un modéle Arch.



Apres analyse du AIC et BIC, le modele adequat a la modelisation du cycle est un
modele ARIMA(3,2,0) avec résidus E-GARCH(1,0). Rappelons que I’avantage avec le

modele E-GARCH est qu’i] n’impose pas que les paramétres soit tous positifs.

Le tableau suivant donne en sortie I’estimation des paramétres du modele.

Dependent Variable: TENDANCE-2*TENDANCE(-1)+TENDANCE(-2)

Method: ML - ARCH (Marquardt) - Generalized error distribution (GED)

Date: 05/31/13 Time: 09:25

Sample (adjusted): 6 7470

Included observations: 7465 after adjustments

Convergence achieved after 68 iterations

Variance backcast: ON

LOG(GARCH) = C(4) + C(5)*ABS(RESID(-1)/@SQRT(GARCH(-1))) +
C(6)*"RESID(-1)/@SQRT(GARCH(-1))

Coefficient Std. Error z-Statistic

AR(1) 1.528023 0.000201 7598.975
AR(2) -0.057740 0.000198  -292.2615
AR(3) -0.470847 3.42E-05  -13774.26

Variance Equation

C(4) -37.55476 0.015335  -2448.932
C(5) 0.993257 0.012797 77.61374
C(6) -0.026199 0.012439  -2.106200

GED PARAMETER 2.663296 0.030773 86.54777 0.0000

R-squared 1.000000 Mean dependent var 2.12E-08
Adjusted R-squared 1.000000 S.D. dependent var 2.03E-05
S.E. of regression 1.42E-08 Akaike info criterion -33.88875
Sum squared resid 1.51E-12  Schwarz criterion -33.88227
Log likelihood 126496.8 Durbin-Watson stat 0.072426

Tableau 23 : Modélisation - D Tendance

Le modéle de la dérivée seconde de la tendance s’écrit ainsi sous la

forme :

Dtendance; = a4, * Dtendance;_, + a, * Dtendance;_, + a3 * Dtendance;_3 + &;

-1 €1

n(o?) = B+ B+ [+ Ba

(]




Annexe II : Résolution analytique du
modele de Schwartz

1- Résolution de I'équation aux dérivées partielles

Le prix a terme F est une fonction du temps t, des variables d’état S et O, et de
Iéchéance T du contrat considéré :F(S, o,t, T) = F(S, 0, T). Si la fonction
associant le prix a terme F aux variables d’état et a la maturité est deux fois
continiment deérivable, il est possible de decrire le comportement du prix a terme pour

une echéance T a I’aide du lemme d’Ito :

dF 1 1 1
= F{Ft + Fo(dS) + Fy(d6) + Fis(dS)? + —Fos(d0)? + Fig (dads)}

En utilisant les propriétés du calcul stochastique, les termes intermédiaires suivants

peuvent étre déterminés
Fs(dS) = (,u — S)SFsdt + O-SSFSdZS

F5(d6) = K(C{ - S)Fé‘dt + 0'5F5dZ5

1 2 1 2C2
EFss(dS) = EO_S S Fssdt

1 1
> Fas (d6)? = > 05°Fssdt

FS5 (deS) = po'so'gstgdt



En remplacant ces termes par leur valeur, et en séparant les termes deterministes des

termes aleatoires, I’expression du rendement instantanée du prix a terme est obtenue.

L’équation a résoudre est alors la suivante :

1
EFSSO'SZSZ + F55O'52 + O-SO-(S'SFS(‘; + SFS(T' - 6) + Fg[K(a - 6) - /1] - FL- =0

Avee  F(S,8,T,T) = S(T)

Pour résoudre cette equation, on cherche a obtenir une solution de type Feynman-

Kac. A partir de la dynamique des états, en univers risque-neutre, on peut exprimer le

prix a terme F(S, o,t, T) comme I’espérance, a la date t et sous la probabilité Q, du

prix au comptant en T
F(S,8,t,T) = EZ[S(T)]

Initialement, la dynamique des variables d’état est la suivante dans le modele de

Schwartz :
dS = (u— 6)Sdt + o4Sdzg
dé = k(a — 6)dt + gsdzs
Eldzsxdzg] = pdt
S est le prix spot

O est le Convenience Yield associé aux stocks

U est le rendement instantane anticipé pour la variable S



Oy est la volatilite du prix spot

dZS est un incrément du mouvement brownien standard associe a S
Q& est la valeur moyenne a long terme du convenience yield

k est la force de rappel agissant sur le convenience yield

O est la volatilite du convenience yield

dZg est un incrément du mouvement brownien standard associé a §

Zg et Zg sont deux mouvements Brownien, tel que COT‘T(ZS, Z(g) =p

En L’absence d’opportunité d’arbitrage, cette dynamique des états, sous la probabilite

risque-neutre Q est la suivante :

dsS = (T' - 6)Sdt + O-SSdZ*S
dé = [k(a — 6) — A]dt + o5dz" 5
Eldz*s¢xdz*s] = pdt

Avec
T est le taux d’intéret a court terme, supposé constant

Z"g et Z" § sont deux mouvements Brownien, tel que COrT(z*,2%5) = p

On pose G=InS

La dynamique de G est obtenue en app]iquant le lemme d’It6 a cette relation :

1
dG == tht + Gsds + EGSS(dS)Z
Avec :

Gs=1/S

GSS - —1/52



1
dG = Gg[S(r — 8)dt + 0,Sdzs] + EGss[aszszdt]

@dG = (r—6—302)dt + osdz’s

En integrant I'équation précedente entre t et T, on obtient

T T T

1
G(T) = G(t) _EO-S?(T —t) + f r(v)dv — f S(v)dv + oy f dz*s(y)

t t t

Dans ce modele, on fait I'hypothése que les taux d’intérét sont constants. On a donc :

r(v) = r . Par ailleurs, on pse T —t =71

T T
G(T) = G(t)—%afr+rr—j5(v)dv+asjdZ*S(y)

t t

La solution de type Feynman-Kac conduit a calculer I’espe’rance et la variance

de G(T), afin d’en déduire celles de s(T)

1.1 Calcul de I'espérance de G

La valeur de I'esperance de G, sous probabilité Q, est la suivante :

T
E,?[G(T)] G(t) ——TO'S +rTt — jE,? [6(v)]d (D
t

Pour résoudre cette équation, il faut connaitre la solution de I’équation differentielle

stocbastique exprimant la dynamique de & en univers risque-neutre.

ds = [k(a — 8) — Aldt + o5dz" s



A~ A
Soit X = & — =
K
48 = (@ — 8)dt + o5dz" 5
Sachant que (d& = 0)

d(8 — &) = k(@ — 8)dt + o5dz"

Détermination de la solution sans second membre :

d(8 — &) = k(@ — 8)dt + osdz" 5

d(s—a)
S§—a

—Kdt
In(6 — @) = —kdt + A (avec A constante)
§—a=Ae™ ™
Considérons que la constante est une fonction du temps A = A(t)

§—a=A)e™

dié —a
% = Ace™" — [A(D)x(ke™" )]

Par identzﬁcation avec I'équation on peut ecrire
(Ace™ — A(D)) x (ke T"))dt = —k(6 — @)dt + g5dz” 5

Ate"‘tdt = O'(gdZ*(g



t
A(t) =B+ fO'geKSdZ*g(S)

to

5(t) —a=A(t)e ™

50— = ([ rstzrys) + By

to

et [5(t) — &] = jage’csdz*(g(S) +B

to

VIS(v) — @l = fO'(geKSdZ*(g(S) + B

to

La différence entre ces deux équations permet d’obtenir § v)

v

S(V) =&+ [6(t) —ale VD 4 e~*Vg f e®Sdz*5(S)

t
EQ[6()] = @ + [8(¢) — @le <=0

On reintegre cette solution dans I'équation (1) :

T
EZ[G(T)] = G(t) ——ws +r7 — f EC[6(v)]d
t



T
E[G(T)] = G(t) — %wg + 77 — f @+ [6(t) — @le =gy
t

T
EZ[G(T)] = G(t) — %TJSZ +rt—ar—[(6(t) — @) f e <(v=0qy]

1_e—KT

En posant = , on obtient :

EP[G(T)] = G(t) + rr — %wg — @t — [(6(t) — @)xH]

1.2 Calcul de la variance de G

T

j d(v)dv

t

Var[G(T)] = Var

T T
+ 10§ — 2cov [f 5(V)dv,05j dZ*s()’)]
t

t

Car Var[dz] =dt =1

En remplagant § v) par la partie aléatoire, on obtient :

T 1%

fa(g e"“’dvfe"sdz*(g(S)

t t

Var[G(T)] = Var + 102

T v T
— 2cov lj os e“"vdvjeKSdZ*a(S);Usde*S(Y)]
t

t t




= Calcul du premier terme de la variance de G :

T 1%

Var fO'g B_deerKSdZ*a(S)

t t

T v
A=Var fO'g e"“’dvfe"sdz*g(S)

t t

> A= (ftT dv, ftT dv, (ose " (V1tvaly ftvl e®S1dz* s(S))x ftvz eS2dz*5(S,)))

=> A = (ftT dv, ftT dv, (oge*V1+v2) ftmin(vl'VZ) e?%5dS) )

Car [ F(SDdz(Sx [? f(S)dz(S;) = [ f2(5)ds

> A = (ftT dv, {(ftvl a(ge_"("1+"2)dv2)x%x[ez""z — 2%t +

(fvrl; 0.6€—K(v1+v2)dv2) xix[emcvl _ eZKt] })

D> A = Z—:ﬁf: dv, {(ftvl e (Vamv1) — gk(2t=Vi—V2) gy, )

(fvi ek(Vi—v2) _ eK(Zt—V1—V2)dV2)}

= A = icng dv, [1 _ ek(t=Vv1) 4 o2Kt-vy) _ ok(t-vi) _
2K -t

ef(vi-T) 1 1 — eZK(t—Vl)]



— 2 T 1 okt 1 _ _—KT 1 2kt _—kT
E>A—05x< (e 1) 2K2(1 e )+2K2(e e ))

2K2 2K2

2 2 2
> A= 7;6 — GKZ‘SH — ‘Z’K;f (1 —e™T 4 g2KT _ gKT)
K2 2K K

Calcul du second terme de la variance de G :
T —KV V kS g% T 5«
= B = cov [ft gse”Vdv [ e*dz"5(S), 05 [, dz S(y)]
T — * T *
= B = ([, dv(osase™" ftve"SdZ s())x [, dz*s(y))
> B = a0 [ dv (e [V e5dz"5(S) x [ dz"5(S))

Avec E[dZ*SXdZ*(g] = pdt
T v
B = (o504p) x lJ dv e"’“’Je"SdS
t t

0s

T
:pr f[l — e""(t"")]dv
¢



050
B = 50spP

La variance de G(t) s’écrit donc :

2 2 2
Var[G(T)] = <—(H —T)x UK25 _2 leH ) + 1025 — 2 (0'5:5px[1_ — H])

Si le prix a terme F(S,6,t,T) est I ‘espérance sous la probabilite risque-neutre, de

S(T), on peut poser :

F(S,8,t,T) = E[S(T)] = E2[eS(™]

Donc

Q 1
F(S,8,t,T) = E2[S(T)] = et [6MI+zvarlG(D]

Le résultat final est obtenu en remplagant I’espérance et la variance de G (T) par leur

valeur :

= EZ[G(T)] +%var[G(T)] =LnS(t)+rt—ar —%TO'ZS —H(S(t) —

A 1 o? 10%2sH? 1 050sp
(Z)—E[(H—T)K—Za _Z i +ETO'ZS— SKS X[T—H]

> EZ[G(T)] +2var[G(T)] = Ln S(t) + (H — 1) [@ — 28 4 22%2]
Ho(t) — 7o

+1rT



&K2—0,5025+K0505p] _

Q 1
= bt [6(M]+zvarl6(D)] _ S(t) x exp [(H —T)x [

1025H?

4

K2

] x exp(—H x 6(t) x exp(rt)

F(S,8,t,T) =S(t) x A(t) x e HO® x 7T

Sachant que pour une obligation zéro-coupon de prix P(T,T) = 1 & I’échéance on

a:

T
P(t,T) = exp —Jr(S)dS = exp(—17)

t

La solution du modéle est :

1
F(S,6,t,T) = S(t) x A(t) x e HS(®)
( ) t)xAt)xe xP(t,T)
Avec : H = 1-e™®
K
H—1)x |@x? — 0,50%; + kos0 g% sH?
A(T)=exp( )x | i s0sp] 0?5
K 4k
~ A
A=a——
K

Cette solution peut également étre écrite :



Avec :

F(S,6,t,T) =S(t) xexp|[—H6 + B(1)]

B(7)

0%s 050 1 1—
Kr—&+ 5 _% Sp)xr]+[—025x—

2K2 K

2
N )
+ ch + os05p — )x




Annexe III : Table de Dickey-Fuller

Modele 3 : AXt = pXt—1 + a + ft + at

Modele 3

Constante Trend

T |1 1% | 5% | 10% || 1% 5% | 10 %

100 | 3.78 | 3.11 | 2.73 | 3.53 | 2.79 | 2.38

250 | 3.74 | 3.09 | 2.73 || 3.49 | 279 | 238

500 | 3.72 | 3.08 | 2.72 || 3.48 | 2.78 | 2.38

oo | 3.71]3.08 | 272 || 3.46 | 2.78 | 2.38

Modele 2 : AXt = pXt—1 + o + at .

Modele 2
Constante
T | 1% | 5% | 10%
100 | 3.22 | 254 | 2.17
250 | 3.19 | 253 | 2.16
500 | 3.18 | 2.52 | 2.16
oo | 3.18 | 252 | 2.16




Modele 1 : AXt = pXt—1 + at .

T 1% 5% | 10 %

Modele 1

100 | -2.60 | -1.95 | 1.61

250 | -2.58 | 1.95 | -1.62

500 | -2.58 | -1.95 | -1.62

oo | -2.58 [ -1.95 | -1.62

Modele 2

100 | -3.51 | -2.89 | -2.58

250 | -3.46 | -2.88 | -2.57

500 | -3.44 | -2.87 | -2.57

oo | -3.43 | -2.86 | -2.57

Modele 3

100 | -4.04 | -3.45 | -3.15

250 | -3.99 | -3.43 | -3.13

500 | -3.98 | -3.42 | -3.13

oo | -3.96 | -3.41 | -3.12




