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Résumé : 
 

Les nouvelles normes prudentielles imposent aux organismes assurantiels, une 
évaluation à la «Juste valeur» de leurs placements et de leurs engagements vis-à-vis des assurés. 

Cette évaluation nécessite la mise en place d’une approche stochastique qui s’appuie sur 
un générateur de trajectoires financières. Il intègre notamment les risques liés à la chute du 
cours des actions, à la variation du taux d’intérêt ou encore à l’inflation.  

Ce générateur permet de quantifier l’impact des scénarios les plus pessimistes sur la 
stabilité financière de l’assureur et de piloter les deux compartiments du bilan. 

En vue de répondre à ces nouvelles exigences réglementaires, les assureurs ont de plus 
en plus recourt à ce type de générateurs. 

Ce mémoire propose la mise en œuvre d’un générateur de scénarios économiques qui 
s’appuie sur la structure proposée par Ahlgrim et al. pour la projection des engagements et des 
placements d’une caisse de retraite.  

 

 

Mots clés : Générateur, scénarios, modèle d’Ahlgrim, projection du passif, Structure 
par terme, modèle Orstein Uhlenbeck, taux d’inflation, Indice des Prix des Actifs Immobilier.  
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Introduction : 
La nature de l’activité assurantielle nécessite une parfaite maitrise des risques et une gestion 

efficace des deux compartiments du bilan. 

En particulier, dans le cas des engagements du long terme où l’assureur augmente son 
exposition au risque et se retrouve confronté à l’incertitude des évolutions des différents risques 
inhérents à son activité. 

Souhaitant garantir le respect des nouvelles normes prudentielles et piloter efficacement 
leur portefeuille, les assureurs ont de plus en plus recourt aux générateurs de scénarios 
économiques (GSE). 

Ces GSE servent à projeter les trajectoires futures de grandeurs économiques et financières 
sur un horizon donné. Il s’agit notamment de l’inflation, du rendement des actions, de 
l’évolution du taux d’intérêt et du prix de l’immobilier. 

De par son utilité, la réflexion sur les GSE connait un véritable essor surtout face à des 
normes règlementaires de plus en plus pointues mettant en avant des modèles stochastiques 
pour la gestion des risques.  

C’est dans ce contexte que s’inscrit notre mémoire qui vise à mettre en œuvre un GSE 
construit sur la base du modèle d’Ahlgrim, et ce pour des besoins de projection des flux relatifs 
à un produit de retraite. 

Pour ce faire, notre étude comportera deux principaux volets :  

- Un premier qui vise à implémenter un GSE couvrant les principaux risques 
auxquels est exposé le portefeuille d’un assureur ou d’une caisse de retraite 
à savoir : le risque de taux, le risque action, le risque inflation et le risque 
immobilier. 

- Un deuxième volet pratique qui consistera à concevoir un outil sous VBA-
Excel qui intègrera l’ensemble des risques cités précédemment et leur 
interaction avec les différents flux projetés d’un produit de retraite 
complémentaire. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

Chapitre Préliminaire:  

Présentation de 

l’organisme d’accueil 

Dans ce chapitre, nous présentons l’organisme 
d’accueil « Mazars » à l’international et au Maroc, et nous 

listons ses différentes activités et son organisation. 
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1. MAZARS à l’International   
MAZARS est une organisation internationale d’origine française spécialisée, intégrée 

et indépendante, spécialisée dans l’audit, le conseil et les services comptables, fiscaux et 
juridiques. Elle a considérablement accéléré son développement dans le monde au cours des 
dernières années, et conforté son positionnement d’acteur international indépendant de premier 
plan.  

La présence mondiale de MAZARS aujourd’hui est structurée autour de plateformes 
géographiques : l’Europe, l’Asie Pacifique, l’Afrique, le Moyen Orient, l’Amérique Latine et 
les Caraïbes, l’Amérique du Nord. Le Partner hip intégré de MAZARS est aujourd’hui présent 
dans 77 pays et fédère 17 000 professionnels. Une particularité saillante de ce groupe tient à 
son origine française dans un marché de l’audit largement dominé par les cabinets anglo-saxons 
tels Deloitte, Ernst & Young, KPMG et PricewaterhouseCoopers. Mazars occupe en Europe la 
cinquième place derrière ces derniers, communément appelés les Fat Four. 

 

 
Figure 1: Mazars à l'international. En bleu: pays intégrés / En gris: pays correspondants 
Mazars a une forte présence au niveau des instances européennes et internationales 

relative à ses métiers notamment IASB (International Accounting Standars Bord), l’IFRIC 
(International Financial Reporting Committee), l’EFRAG (European Financial Reporting 
Advisory Group …etc. 

2. MAZARS Maroc 
En développant des solutions et des services innovants, Mazars Audit & Conseil peut se 

targuer d'être un acteur différent de l'audit, de la comptabilité, de la fiscalité et du consulting. 
Le Cabinet figure aujourd'hui parmi les cinq plus importants cabinets d'audit et de conseil du 
Royaume. Mazars accompagne l'entreprise, de grande ou de petite taille, privée ou publique, 
opérant dans tous les secteurs d'activité dans toutes les étapes de son développement, offrant 
des services à haute valeur ajoutée dans divers domaines :  

 
� ACCOMPAGNEMENT COMPTABLE ET FINANCIER: consolidation et 

reporting, expertise comptable, conseil comptable et réglementaire, externalisation, 
process outsourcing (BPO), payroll/HR Admin, financement & trésorerie d'entreprise, 
centre de services partagés (CSP) 
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� ACTUARIAT: modélisation et évaluation actuarielle, mesure de capital et gestion des 
risques financiers, valorisation d'instruments financiers, rémunération, retraite et 
avantages sociaux, modélisation statistique et analyse des données. 

� AUDIT: commissariat aux comptes, audit contractuel, audit de projets, audit des 
marchés publics, audit IT. 

� CONSULTING: accompagnement des politiques publiques, stratégie-gouvernance-
organisation, veille et intelligence économique, management des risques et contrôle 
interne, AMOA des projets IT, IFRS, Bâle 2/3. 

� FINANCIAL ADVISORY SERVICES: transactions services, due-diligence 
acquéreur/vendeur, modélisation & évaluation, litiges et fraudes, retournement et 
restructuration, conseil en fusions et acquisitions, accompagnement juridique. 

� FISCALITE: fiscalité des entreprises, contrôle et contentieux fiscal, fiscalité indirecte, 
fiscalité immobilière, fusions-acquisitions, mobilité internationale-fiscalité 
patrimoniale, restructuration. 

 
Mazars compte aujourd'hui plus de 150 collaborateurs, répartis dans deux bureaux à 

Casablanca et Rabat et encadrés par 10 Associés opérationnels. Avec une démarche qui repose 
sur une matrice combinant les offres de services et les secteurs d'activités: immobilier, tourisme, 
banque, assurance, gestion des actifs, télécoms, industries et services et secteur public. 

 

 

 

 



 

 

 

 

 
  

Chapitre 1 : 

Présentation des 

générateurs de scénarios 

économiques 

Dans ce premier chapitre, nous définissons les 
générateurs de scénarios économiques en diffusant 
plusieurs modèles qui existent dans la littérature. Comme 
nous précisons leur utilité et leurs étapes de 
constructions. 

 



 

 

La nouvelle réglementation a conduit les compagnies d’assurance à revoir leur 
exposition réelle au risque et à la communiquer au public. La mesure d’une telle exposition 
passe par l’évaluation à la « juste valeur », qui est l’espérance de la somme actualisée des flux 
futurs d’un actif ou d’un passif.  D’ailleurs, durant les dernières années, l’économie a connu 
un ralentissement prononcé, entrainant une diminution des résultats financiers des compagnies 
qui se voient obligées de piloter leurs investissements et leur activité avec plus de précision.  

En particulier, dans le référentiel Solvabilité II, l’utilisation d’un générateur de 
scénarios économiques paraît indispensable. Dans ce chapitre nous allons répondre aux 
questions suivantes : 

�x Qu’est-ce qu’un générateur de scénarios économiques ? 
�x Quelle est son utilité au sein d’une compagnie d’assurance ?  
�x Quelles sont ses étapes de construction ? 

 

1. Définition et valeur ajoutée d’un GSE : 
Selon Planchet, Thérond, et Kamega : « Un scénario économique correspond à une 

projection de grandeurs économiques et financières sur un horizon d’intérêt ». En d'autres 
termes, un générateur de scénarios économiques est un outil développé, servant à réaliser des 
projections dans une optique de gestion des risques.  

En effet, un générateur de scénarios incorpore les évolutions futures d’un ensemble de 
variables tel que l’inflation, les taux d'intérêts, le prix des actions, permettant  ainsi de mettre 
en place une stratégie de gestion efficace pour faire face aux situations critiques. Ces évolutions 
sont représentables sous la forme d'une table de scénarios économiques contenant les évolutions 
des risques selon plusieurs trajectoires et pour différents horizons de projection. 

En plus de la projection et la gestion de risque, le générateur de scénarios économiques 
pourrait être utilisé pour des fins de valorisation de produits financiers (Pricing). 

            Il est donc important de signaler que le GSE présenté dans ce mémoire, ne sera 
pas utilisé pour des fins de scalping ou de trading mais pour gérer les risques relatifs à un produit 
de retraite. Dans ce sens, son principal objectif sera de retourner des scénarios potentiels et 
plausibles sur le long terme.  

Aussi, il convient de noter que dans un tel contexte, les GSE permettent de prendre en 
compte l’horizon d’investissement des sociétés d’assurance et des fonds de retraite ainsi que 
l’impact de l'évolution des variables macro-économiques et financières sur le choix de leurs 
paramètres techniques, tel que le taux de rendement garanti. Un tel outil, offre donc la 
possibilité aux assureurs de gérer leur exposition aux risques et piloter de manière prudente, 
réaliste et optimale les deux compartiments du bilan de la société : l'actif (placements) et le 
passif (provisions techniques, dettes financières,..). 
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2. GSE et cadre réglementaire : 
Dans ce paragraphe, nous nous intéressons à mettre l'accent sur l'utilité d'un GSE dans 

un cadre réglementé, en particulier sous la norme Solvency 2 et IFRS 4. 

2.1. Solvabilité 2 et l’approche Market consistent :  
Face aux limites de Solvabilité I, la nouvelle directive (Solvabilité II) privilégie une 

approche responsable de la gestion des risques du point de vue de l’assureur. Ces risques 
concernent notamment le risque de marché, de souscription, de crédit et le risque opérationnel. 

 

 
Figure 2 : Les différents risques que doit couvrir un assureur. 

Par rapport au mode de comptabilisation et l’évaluation du passif exigé, la nouvelle 
réglementation prône une comptabilisation en « market consistent » de l’ensemble des postes 
du bilan, contrairement à la réglementation actuelle qui se base sur la valeur historique. Notons 
que ce mode de comptabilisation cohérent avec l'approche de l’IASB1 et celle de la 
réglementation bancaire actuelle, vise à retenir une approche économique du bilan. 

Selon la comptabilisation en « market consistent », les provisions techniques doivent 
être calculées sur la base de l’espérance des engagements futurs actualisés, augmentés d’une 
marge de risque définie de manière réglementaire. 

Compte tenu de cette nouvelle philosophie apportée par les nouvelles normes 
règlementaires, l'usage d'un GSE s'avère indispensable pour cadrer avec l'approche économique 
imposée. 

2.2. La norme IFRS 4 et test de suffisance de passif (LAT) 
Dans les articles 15 et 16 de la norme IFRS 4, il est précisé que tout assureur à 

l'obligation d'évaluer à la fin de chaque exercice, la suffisance de ses passifs comptabilisés en 
se basant sur les estimations actuelles de flux de trésorerie futurs générés par ses contrats 
d’assurance. Si cette évaluation indique que la valeur comptable de ses passifs d’assurance est 
insuffisante au regard des flux de trésorerie futurs estimés, l’insuffisance totale doit être 
comptabilisée en résultat net. 

Ainsi, pour répondre à cette norme comptable, il s’avère nécessaire de recourir à un 
GSE pour modéliser  les différents flux futurs sur une base stochastique. 

                                                 
1 IASB: International Accounting Standard Board. 
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3. Littérature sur les GSE : 
Les modèles de générateurs de scénarios économiques présents dans la littérature 

peuvent être classés en fonction de leur finalité (projection et gestion des risques/pricing), et 
selon la structure de dépendance qui existe entre les risques sélectionnés. Nous retrouvons deux 
grandes catégories : 

a) Les modèles composites :  
Ces modèles consistent d'une part à décrire la dynamique de chaque actif par un 

processus stochastique, et de définir d'autre part,  une structure de dépendance entre les actifs 
pour en déduire le comportement global du portefeuille. Ainsi, le lien entre les actifs est 
synthétisé par une matrice de corrélation destinée à faciliter leur implémentation. Néanmoins, 
ces modèles présentent des limites dans le sens où ils peuvent produire des résultats incohérents 
avec la réalité économique. 

b) Les modèles intégrés :  
Ces modèles se basent sur une variable de référence (ou explicative) qui permet de 

décrire toutes les autres variables d’intérêts, afin d'assurer une structure plus cohérente. Il est à 
noter que la plupart des modèles intégrés s’appuient sur l’inflation comme variable explicative.  

Nous présentons dans ce qui suit des exemples de ces modèles, dans un ordre 
chronologique. 

En 1986, Wilkie a mis en œuvre le premier GSE intégré, dans lequel il a modélisé 
diffèrents actifs financiers en se basant sur des données entre 1919 et 1994 du Royaume-Uni. 
Dans son GSE, il proposa comme variable de référence le taux d'inflation qui servira à 
modéliser le reste des actifs. Le schéma ci-dessous illustre le modèle de Wilkie : 

 

                         

Figure 3 : Structure schématique du modèle de Wilkie [1986]  
Ce 1er modèle est critiquable de point de vue statistique et économique selon 

Haberman2. En effet, le principal reproche fait au modèle tient à sa surparamétrisation, sa 
sensibilité aux valeurs aberrantes, et la difficulté d’interprétation de ses résultats. Tous ces 
éléments, réduisent le pouvoir prédictif du modèle. 

Pour remédier à ces critiques, « Brennan et Xia » proposent en 2000  un modèle avec 
un nombre de paramètres inférieurs à celui de Wilkie et économiquement interprétables. La 

                                                 
2 Rambaruth [2003] met en évidence les limites du modèle dans "A comparaison of Wilkie-type 
Stochastic investment Models". 
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structure choisie par ce modèle repose sur deux variables de référence à savoir, l’inflation et le 
taux d’intérêt court terme réel. 

Le schéma ci-dessous décrit la structure du modèle de « Brennan et Xia » : 

 

Figure 4 : Structure schématique du modèle de Brennan et Xia [2000] 
Comme nous pouvons le remarquer, le modèle de Brennan et Xia n’intègre pas les biens 

immobiliers sachant que cet actif peut occuper une part importante dans le portefeuille d’un 
assureur.  

En 2005 Ahlgrim, propose un modèle qui complète son précédant en prenant en 
considération l'ensemble des actifs standards qui composent le portefeuille d’un assureur. 

Le modèle d'Ahlgrim se résume dans le schéma suivant :  

         

Figure 5 :STRUCTURE SCHEMATIQUE DU MODELE D'AHLGRIM  [2005] 
 

Il convient de préciser que cette approche est le résultat d’une demande de deux 
associations professionnelles reconnues aux Etats-Unis : Society of Actuaries (SOA) et la 
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Casualty Actuarial Society (CAS). L'idée étant de mettre en oeuvre un modèle de référence 
pratique utilisable par les professionnels en vue de répondre aux besoins de projections. 

           En 2009, tous ces modèles sont repris et développé par Planchet, Thérond et 
Kamega qui élaborent une étude comparée entre les différents modèles théoriques et précisent 
leurs champs d’application. Comme résultat de cette étude, le modèle d’Ahlgrim est jugé 
comme le plus adéquat dans la gestion des actifs.  

4. Phases de l’implémentation d’un GSE : 
Selon le contexte dans lequel l’implémentation du GSE s’inscrit, il existe plusieurs 

étapes essentielles dans sa mise en place. Nous présentons dans ce qui suit, les principales 
phases pour la mise en œuvre d'un GSE: 

Phase 1 : Identification des variables du GSE (les sources de risques).  

Dans cette phase, il est question d'identifier les variables financières et économiques à 
modéliser. Par exemple: les taux d’intérêt, les rendements des indices actions et immobilier, la 
courbe des taux zéro-coupon, le taux d’inflation, etc. 

Phase 2 : Choix d’un modèle de projection pour chaque variable. 

Le choix de modèle est crucial, dans le sens où il devrait être en mesure de capter tous 
les scénarios envisageables, même les plus extrêmes.  

D'un autre côté, il convient de préciser que les modèles stochastiques peuvent être 
divisés en deux catégories, selon que leur modélisation s’effectue en monde réel ou en univers 
risque-neutre : 

 

 

1- Approche Monde réel :  

Cette approche consiste à projeter les trajectoires des actifs le plus fidèlement possible 
par rapport à l’environnement observable sur les marchés. Le calibrage de ces modèles se base 
sur un historique de données représentatif.  

Dans cet univers, le rendement de certains actifs excède le taux sans risque. Cette 
différence de rendement est appelée la prime de risque, elle traduit le caractère risqué de l’actif. 
Cette prime doit être prise en considération dans les taux d’actualisation utilisés. 

2- Approche Risque neutre : 

Dans l'univers risque neutre, les agents économiques sont indifférents au risque. De ce 
fait la prime de risque dans cet univers théorique est nulle lors de l'évaluation des actifs. En 
outre cette approche présente l'avantage de respecter le mode de comptabilisation en Market-
consistent du passif d’assurance. Ainsi, les résultats obtenus sont cohérents avec la réalité des 
prix observés sur le marché.  

Phase 3 : Choix d’une structure de dépendance entre les variables du GSE. 

La méthode standard de l’identification des interactions entre les risques est la 
construction des matrices de corrélation. Une deuxième approche est possible : l’utilisation des 
copules pour déterminer les dépendances entre les actifs, de manière à ce que les scénarios 
projetés soient plus cohérents. 
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Phase 4 : Calibration.  

Dans cette étape, il est nécessaire de respecter les contraintes qu’impose le contexte 
d’implémentation du GSE en vue de reproduire des scénarios économiques réalistes. 

Il donc est important de bien choisir le pas temporel en fonction de l’horizon de la 
projection afin d’avoir les mêmes tendances. En outre, la profondeur de l’historique et le choix 
de la période de calibrage doit être compatible avec l'horizon de la projection. 

Phase 5 : La projection. 

Il existe différentes structures schématiques de projection pour l’évolution d’une 
variable dans le temps. Une structure schématique de projection se définit par un schéma des 
transitions entre deux valeurs successives séparant les dates t et t + 1. Ce point de transition 
appelé un nœud de schéma est défini comme une réalisation possible de la variable à une date 
donnée. Ainsi, l’ensemble des nœuds successifs forme une trajectoire qui représente un scénario 
futur possible.  

Les deux structures principales de projection :  

1. La structure linéaire : une seule trajectoire est dérivée à partir de chaque nœud. C’est le 
cas du modèle de projection d’Ahlgrim. 

2. La projection par arbre : dans cette projection, chaque nœud possède des nœuds enfants 
et donc différentes trajectoires possibles. 

 
Figure 6 : Structure schématique du modèle d'Ahlgrim  [2005] 

 

La difficulté de l’implémentation d’une structure par arbre réside dans le fait qu'il est 
nécessaire de déterminer les lois de transitions existantes entre les différents nœuds. Pour 
simplifier, nous allons considérer pour les besoins de construction du GSE, une structure de 
projection linéaire. 

En se référant à la  littérature et aux différentes phases de construction d'un GSE, nous 
détaillerons dans le chapitre suivant la démarche suivie pour la mise en œuvre de notre GSE 
qui sera conduite dans un univers risque-neutre, et selon un schéma de projection linéaire. Nous 
précisons que la conception de notre GSE repose en grande partie sur le papier publié en 2005 
par Ahlgrim D'Arcy et Gorvett, qui détaille les modèles et les méthodes d'estimations utilisée



 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Chapitre 2 : 

Modélisation de l’Actif 

Dans ce deuxième chapitre, nous 
présentons et nous modélisons les sources de 
risques identifiées à savoir le risque taux, action, 
immobilier et inflation. Notons que les mêmes 
étapes d'implémentation ont été appliquées pour 
l'ensemble des risques inventoriées.. 
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Dans ce chapitre, nous nous intéresserons dans un premier temps à définir les variables 
de notre GSE ainsi que les modèles retenues pour décrire leur dynamique. Dans un second 
temps, nous détaillerons la phase du calibrage qui sera suivi d'un back -test. Enfin, et après 
validation du modèle, nous procéderons à une projection sur un horizon à long terme de chaque 
risque considéré avec une simulation Monte Carlo. Il convient de préciser qu'aucune 
corrélation entre les différentes variables n'a été prise en compte. Faute de temps, nous n’avons 
pas pu établir une structure de dépendance. 

Pour les besoins de construction de notre GSE, nous retenons  les variables suivantes :  

1. La courbe des taux Zéro-Coupon 
2. Le prix des Actions 
3. Le rendement Immobilier 
4. Le taux d’Inflation 

Ainsi, le portefeuille des actifs considérés sera composé des obligations à taux fixe, des 
actions et des biens immobiliers.  

Présentation de la méthode de Monte Carlo : 

La méthode de Monte-Carlo consiste à calculer une valeur numérique en utilisant des 
procédés aléatoires, c’est à dire des techniques probabilistes. La méthode de Monte-Carlo est 
une méthode d’approximation, au sens statistique du terme. 

Concrètement, la méthode de Monte Carlo consiste à approcher l’espérance d’une 
variable aléatoire par la moyenne empirique des simulations obtenue de celle-ci. Cette 
expérience repose sur la loi forte des grands nombres. 

 

Risque de Taux  
Dans cette partie  nous présenterons d’abord le risque de taux et ses principales sources, 

ensuite nous passerons en revue les différents modèles proposés par la littérature. Enfin, nous 
expliciterons la démarche adoptée pour estimer la structure par terme. 

1. Présentation du risque de taux :  
Le risque de taux d’intérêt global (RTG) d’un établissement financier est défini par le 

CRBF4  comme le risque encouru en cas de variation des taux d'intérêt du fait de l'ensemble des 
opérations de bilan et de hors-bilan, à l'exception, le cas échéant, des opérations soumises aux 
risques de marché5. 

Le risque de taux peut causer des problèmes similaires à ceux du risque crédit, à l’image 
de la crise des caisses d’épargnes américaines (Saving and loan crisis) au début des années 90.Il 
s’agit d’un risque indissociable de l’activité de transformation dans le secteur bancaire et par 
conséquent de l’activité des assureurs et des caisses d’épargne. 

                                                 
4 Comité de la réglementation bancaire et Financière  
5 Arrêté du 3 novembre 2014 relatif au contrôle interne des entreprises du secteur de la banque, des 

services de paiement et des services d'investissement soumises au contrôle de l'Autorité de contrôle prudentiel et 
de résolution (CRBF n 97-02 arrêté 2014  site officiel Legifrance)  
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1.1. Les principales sources du risque de taux :  
Il existe trois principales sources du risque de taux :  

�x La présence d’un décalage en terme de volume et d’échéance entre ressources et emplois 
à taux fixe ou un décalage des dates de réajustement du taux d’intérêt pour la 
valorisation des actifs sensibles au taux (repricing)6.Par exemple, si un organisme 
financier finance un prêt à long terme à taux fixe par un emprunt à taux variable, une 
hausse brutale des taux constituera un danger pour l’organisme d’autant plus si le terme 
de l’emprunt est éloigné ou si la proportion de l’actif financé à taux fixe est importante. 
 

�x Existence de décalage dans l’adossement7 entre actif et passif à taux variable indexé sur 
des taux de marché (LIBOR, EURIBOR..) ou sur le même taux mais avec des dates de 
repricing différentes (LIBOR 3 mois et 6 mois). Pour illustrer, prenons le cas d’un 
organisme financier qui finance un prêt au taux 𝑡1 = 𝐿𝑖𝑏𝑜𝑟 + 𝑀𝑎𝑟𝑔𝑒1 et rémunère un 
compte dépôt au taux 𝑡2 = 𝐸𝑢𝑟𝑖𝑏𝑜𝑟 − 𝑀𝑎𝑟𝑔𝑒2 . En comptabilisant les flux nous 
retrouvons que l’organisme encaisse  𝐿𝑖𝑏𝑜𝑟 − 𝐸𝑢𝑟𝑖𝑏𝑜𝑟 + 𝑀𝑎𝑟𝑔𝑒1 + 𝑀𝑎𝑟𝑔𝑒2 . Il est 
clair que l’organisme est exposé aux fluctuations du spread 𝐿𝑖𝑏𝑜𝑟 − 𝐸𝑢𝑟𝑖𝑏𝑜𝑟. 

 
 

�x Les options cachées ou implicites présentes dans certains éléments du passif ou de l’actif 
peuvent être source du risque de taux. En effet, ces options donnent le droit à leur porteur 
de contrôler les flux financier de son contrat à un moment donné, comme le cas du rachat 
par exemple ou encore un remboursement anticipé du l’emprunt. Ce point sera abordé 
plus en détails dans le cas particulier de l’assureur. 

1.2. Cas particulier de l’épargne assurance vie (contrats mono support) :   
Dans un contrat mono support, l’assureur s’engage à garantir au moins le capital 

constitué par l’assuré et un rendement minimal sur ce fond. En plus l’assureur garantit la 
parfaite liquidité de ces contrats avec l’option rachat qui peut être exercée à tout moment par 
l’assuré. 

Ceci mène l’assureur à prendre des précautions, d’une part pour rencontrer ses 
engagements et être compétitif et d’autre part, se protéger contre un risque de désadossement 
de la valeur de ses engagements et de son actif dû à un rachat massif des contrats. 

Pour expliciter la relation qui existe entre le risque de taux d'une part, et le phénomène 
de désadossement, ou de rachat d'une autre part, nous allons étudier les cas possibles. 

�x Cas de la hausse des taux : Une hausse des taux impliquera la baisse de la valeur 
liquidative du portefeuille obligataire. L’assureur subira des moins-values latentes car 
son engagement composé du capital et de la revalorisation garantie (passif), n’as pas 
changé alors que son actif a subi une baisse. 

                                                 
6 Révision du taux d’intérêt pour  la revalorisation des actifs « interest-sensitive assets » en minimisant 

les écarts de taux entre les actifs et passifs (exemple : Entre le taux rémunérateur d’un placement à terme et le taux 
d’emprunt immobilier) 

7 L’action qui consiste  à lier une opération bancaire telle que le placement avec une opération de sens 
inverse. Exemple adosser un crédit accordé à un client à un emprunt de même montant, de même taux et de même 
terme. 
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�x Cas de la baisse des taux : Cette situation peut s’avérer délicate  si l’assureur anticipe 
prématurément les rachats de sa clientèle. En effet son anticipation va le conduire à 
prendre position sur des obligations de maturité inférieure à l’échéance du contrat, ce 
qui implique une duration du passif supérieure à celle de l’actif. L’assureur se retrouvera 
avec un excès de liquidités à placer sur un court terme (échéance qui se rapproche) avec 
des taux moins rémunérateurs, la valeur réelle de l’actif peut se retrouver inférieure au 
passif.   

Illustration : 

 
Les variations du taux associées au phénomène de rachat conjoncturel8 peuvent aussi 

avoir un impact négatif sur les assureurs de longue date. En effet en cas de hausse du taux, ce 
type d’assureur, compte tenu la structure de son portefeuille pourra avoir des difficultés à 
répercuter immédiatement cette hausse de taux  et par conséquent les affiliés seront tentés de 
basculer vers un nouvel assureur proposant des taux plus intéressants.  

En cas de baisse des taux, ce type d’assureur bénéficiera un avantage concurrentiel 
compte tenu de son portefeuille qui a profité d’une période où les taux avaient une meilleure 
rémunération. 

2. Modélisation de la structure par terme :  
Les modèles de taux ont pour objectif de décrire l’évolution de la structure par terme 

des taux d’intérêt. Il s’agit d’une courbe associant à l’instant « t »  à chaque maturité « T » un 
taux généralement noté 𝑅(𝑡, 𝑇) d’une obligation zéro coupon.  

2.1. Caractéristiques de la courbe des taux :  
Ces courbes selon Rogers (1995) doivent être « réalistes » en prenant en considération 

les propriétés empiriques de la courbe des taux à savoir :  

�x La positivité des taux nominaux :  

En effet, les taux réels peuvent être négatifs, mais les taux nominaux sont 
nécessairement positifs. Cette hypothèse peut être remise en question car très récemment   et 

                                                 
8 Le rachat induit par le comportement des assurés en réponse à l’écart constaté entre le taux qu’ils se sont 

vu servir par l’assureur et les taux offerts sur marché. 
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même aujourd’hui, il est possible de trouver des obligations à taux négatif ou encore des taux 
de dépôt9 négatifs comme était le cas en 2012 en France10 et aujourd’hui au Japon11. 

�x Effet de retour à la moyenne (mean reversion) : 

En suivant la loi de l’offre et la demande, dans une période où les taux sont élevés, la 
demande s’affaiblit ce qui a pour conséquence de baisser les taux. Dans une situation 
symétrique, des taux faibles créeraient une forte demande de la part des emprunteurs et par suite 
les taux auront tendance à remonter. 

Le schéma suivant décrit ce mécanisme :  

 
Bien que cette thèse soit économiquement plausible, elle est critiquée par l’étude menée 

par Chapman et Pearson (2001) qui affirme que cette thèse reste valable seulement si les taux 
atteignent des valeurs extrêmes.  

�x Les taux d’intérêt n’ont pas une évolution parfaitement corrélée : 

Dans la suite, nous allons remarquer que la matrice de corrélation des taux d’intérêt de 
différentes maturités vérifie bien cette propriété. 

�x Les taux courts sont plus volatiles que les taux longs :  

Une étude publiée dans le « Business Review »  en Janvier 1996 par Keith Sill12 portant 
sur les obligations américaines de 1951 à 1991, montre  que la volatilité est une fonction 
décroissante avec la maturité.  

                                                 
9 Il s’agit du taux de rémunération des dépôts au sein de la banque centrale. Un taux négatif signifie que 

les banques commerciales payent la banque centrale pour garder leur argent. 
10 En 2012, 6 milliards d’euros d’obligations de 3 et 6 mois ont été placé par l’état français à -0.005% et 

-0.006% respectivement. 
11 Le taux de dépôt a été fixé à -0.1%  le 29 janvier 2016. 
12 Economiste au département de recherche à la réserve fédérale de la Philadelphie 
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Figure 7 : Graphe de variation de la volatilité en fonction des taux d'intérêts 

�x Le niveau, la pente et la courbure sont à l’origine de plus de 95% des variations de 
la courbe :  

L’étude réalisée par Litterman et Sheinkmann en 1988 a montré que 90% des variations 
de la courbe des taux d’intérêts pouvaient être expliqués par des translations parallèles de la 
courbe (niveau). Si le facteur pente est rajouté, alors 95% des variations de la courbe sont 
expliquées par ces deux variables.  

2.1. Modèles proposés par la littérature :  
Pour modéliser la structure par terme des taux d’intérêts, la littérature propose deux 

principaux modèles : les modèles d’équilibre et les modèles fondés sur l’absence d’arbitrage  

2.1.1. Les modèles d’équilibre : 
Dans les modèles d’équilibre, le processus risque neutre des taux courts est défini par la 

forme suivante :  

𝑑𝑟 = 𝜇(𝑟)𝑑𝑡 + 𝜎(𝑟)𝑑𝑊𝑡 

�x 𝜇(𝑟) ∶ 𝐷𝑟𝑖𝑓𝑡 𝑑𝑢 𝑝𝑟𝑜𝑐𝑒𝑠𝑠𝑢𝑠  
�x 𝜎(𝑟) ∶ 𝐸𝑐𝑎𝑟𝑡 𝑡𝑦𝑝𝑒 𝑖𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡𝑎𝑛é 
�x 𝑊𝑡 ∶ 𝑀𝑜𝑢𝑣𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡 𝐵𝑟𝑜𝑤𝑛𝑖𝑒𝑛 𝑠𝑡𝑎𝑛𝑑𝑎𝑟𝑑 

 

Il existe 3 principaux modèles d’équilibre entièrement déterminés par la forme du drift 
et de la volatilité instantanée :  

 

 𝜇(𝑟) 𝜎(𝑟) 

Vasicek (1977) 𝑎 (𝑏 − 𝑟) 𝜎 

Cox-Ingersoll-Ross (1985) 𝑎 (𝑏 − 𝑟) 𝜎√𝑟 

Rendleman et Bartter (1979) 𝜇𝑟 𝜎𝑟 

Tableau 1: Les différents modèles d'équilibre 
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2.1.2. Les modèles sans arbitrage :  
Le défaut majeur des modèles d’équilibre cités, est qu’ils ne s’ajustent pas de manière 

exacte avec la courbe des taux observée au moment du calibrage, même si les paramètres sont 
estimés de manière précise. Pour y remédier, les modèles sans arbitrage utilisent la structure 
initiale comme input contrairement aux modèles d’équilibre qui donnent la structure initiale 
comme output. 

�x Modèle de Ho et Lee (1986) 

Il s’agit du premier modèle sans arbitrage pour modéliser la structure à terme. Le taux 
court suit un processus de la forme :  

𝑑𝑟 = 𝜃(𝑡)𝑑𝑡 + 𝜎𝑑𝑊𝑡 

𝐴𝑣𝑒𝑐 ∶    𝜃(𝑡) = 𝐹𝑡(0, 𝑡) + 𝜎2𝑡 

Où 𝐹𝑡(0, 𝑡) est la dérivée partielle par rapport à 𝑡  du taux forward instantané à la date 
0 pour l’horizon 𝑡. 

�x Modèle de Hull and White mono factoriel (1990)  
𝑑𝑟 = [𝜃(𝑡) − 𝑏𝑟]𝑑𝑡 + 𝜎𝑑𝑊𝑡 

𝐴𝑣𝑒𝑐 ∶    𝜃(𝑡) = 𝐹𝑡(0, 𝑡) + 𝑏𝐹(0, 𝑡) +
𝜎2

2𝑏
(1 − 𝑒−2𝑏𝑡) 

A la différence des modèles d’équilibre, le drift dans les modèles sans arbitrage est 
souvent en fonction du temps.  

 

2.1.3. Avantages et inconvénients des deux types de modèles : 
 

 Modèles sans arbitrage Modèles d’équilibre 

+  
Avantages  

9 Très utiles pour le pricing des 
options de court terme. 
(Jagdeesh en 1998 et Hull en 
2003). 

9 Simulation aisée 

 

9 Formules explicites pour les 
prix des obligations et les taux 
zéro coupon. 

- 
Inconvénients  

- Etroitement lié à la courbe 
forward qui à son tour est liée à  
la« courbure »  de la structure 
des taux. Ceci peut conduire à 
des taux forward trop grands ou 
même négatifs dans la partie 
décroissante de la courbe. 
(McNatt 1997). 

- Hypersensibilité aux 
inefficiences du marché 

- Endogénéité du modèle. 

 

- Certaines formes de courbes 
ne peuvent pas être 
reproduites par le modèle 
(formes inversées). 
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(liquidité suspecte des 
obligations de très long terme). 

Tableau 2 : les Avantages et Les Inconvénients des modèles des taux 

Dans la suite, notre modélisation de la structure à terme s’appuiera sur le modèle de 
Vasicek. Ce choix est justifié d’une part par le contexte temporel où nous nous situons 
(projections sur le long terme) et d’autre part par le nombre de scénarios générés par notre 
générateur.  

D’ailleurs, John Hull rappelle que dans le cadre d’une analyse de scénarios sur une 
longue période pour un assureur par exemple, les modèles d’équilibre sont plus utiles. 

3. Modèle de Vasicek : 
3.1. Présentation du modèle :  
On se situe dans un espace de probabilité (Ω, ℱ, 𝑃) muni d’une filtration ℱ𝑡. 

Sous la probabilité risque neutre ℚ on suppose que le processus des taux courts s’écrit 
de la forme :  

{𝑑𝑟𝑡 = 𝑘 (𝜃 − 𝑟𝑡)𝑑𝑡 + 𝜎𝑑𝑊𝑡
𝑟(0) = 𝑟0         ℚ 𝑝𝑠

 

�x 𝑘 ∶ 𝑉𝑖𝑡𝑒𝑠𝑠𝑒 𝑑𝑒 𝑟𝑒𝑡𝑜𝑢𝑟 à 𝑙𝑎 𝑚𝑜𝑦𝑒𝑛𝑛𝑒  
�x 𝜃 ∶ 𝑀𝑜𝑦𝑒𝑛𝑛𝑒 𝑎𝑢 𝑙𝑜𝑛𝑔 𝑡𝑒𝑟𝑚𝑒  
�x 𝜎 ∶ 𝑉𝑜𝑙𝑎𝑡𝑖𝑙𝑖𝑡é 𝑑𝑢 𝑡𝑎𝑢𝑥 𝑐𝑜𝑢𝑟𝑡 

 

Par l’application du lemme d’Itô, la solution de l’équation différentielle est donnée pour 
 0 ≤ 𝑠 ≤ 𝑡 : 

𝑟𝑡 = 𝑟𝑠𝑒−𝑘(𝑡−𝑠) + 𝜃(1 − 𝑒−𝑘(𝑡−𝑠)) + 𝜎𝑒−𝑘𝑡 ∫ 𝑒𝑘𝑢𝑑𝑊𝑢
𝑡

𝑠
 

Avec                                 E(𝑟𝑡|ℱ𝑠) = 𝑟𝑠𝑒−𝑘(𝑡−𝑠) + 𝜃(1 − 𝑒−𝑘(𝑡−𝑠)) 

Et                                       𝑉(𝑟𝑡|ℱ𝑠) =
𝜎2

2𝑘
(1 − 𝑒−2𝑘(𝑡−𝑠)) 

Cette solution peut être discrétisée de manière exacte ou à l’aide du schéma d’Euler : 

�x Discrétisation exacte :  

𝑟𝑡+𝛿 = 𝑟𝑡𝑒−𝑘𝛿 + 𝜃(1 − 𝑒−𝑘𝛿) + 𝜎𝜀√
1 − 𝑒−2𝑘𝛿

2𝑘
 

Avec 𝜀 une variable aléatoire suivant 𝑁(0,1)  

�x Discrétisation suivant un schéma d’Euler :  

𝑟𝑡+𝛿 = 𝑘𝜃𝛿 + (1 − 𝑘𝛿)𝑟𝑡 + 𝜎𝜀 
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Remarque :  

Lors de nos estimations, nous avons pu tester les deux discrétisations. Il n’y a pas de 
différence significative au niveau des valeurs (différence à 6 chiffres après la virgule) et de la 
convergence. 

3.2. Calibrage et résultats : 
3.2.1. Données : 
Pour calibrer le modèle de Vasicek, nous avons utilisé les taux de référence des bons de 

trésor fournis par Bank Al-maghrib qui donnent un taux moyen pondéré avec sa date de valeur 
et son échéance.  

Ces taux fournis par Bank Al-Maghrib, contiennent des taux monétaires ayant une base 
annuelle de 360 jours (taux de maturité inférieure à 1 an) et des taux non monétaires avec une 
base annuelle de 365 jours (taux de maturité supérieure à  1 an). De plus ces taux fournis ne 
possèdent pas de maturité exacte.  

Pour constituer l’historique des taux fournis par Bank Al-Maghrib, nous avons créé une 
application sous VBA qui a pour objectif de télécharger les taux de référence des bons de trésor 
sur une période fixée. Ces fichiers téléchargés et stockés sous format "xls", sont taillés pour ne 
garder que la valeur des taux moyens pondérés et la maturité résiduelle (en jours) et convertis 
sous format "csv" plus compact, afin d’accéder plus aisément à l’information sous le logiciel 
R. 

 
Figure 8 : Application pour télécharger et stocker les taux sous format csv 

 
Figure 9 : Format du fichier téléchargé à partir du site www.bkam.ma 
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Figure 10 : Résultat final de l'Application 

Après avoir constitué l’historique des taux moyens pondérés s'étalant du 01/01/2010 au 
19/15/2016, notre démarche consistera dans un premier temps à traiter séparément les taux 
monétaires et non monétaires, puis à interpoler les taux obtenus avec des splines cubiques afin 
de calculer des taux à maturité exacte dans un deuxième temps. 

 
 

�x Obligations de maturité < 1 an : 

 Les obligations de maturité inférieure à 1 an, sont assimilables à des zéro coupons car 
ils ne génèrent qu’un seul flux à maturité. Quoique, ces taux nommés "taux monétaires" sont 
calculés sur une base annuelle de 360 jours14 alors que les taux zéro coupon sont calculés sur 
une base actuarielle de 365 jours. 

(1 + 𝑡𝑥𝑚𝑜𝑛é𝑡𝑎𝑖𝑟𝑒
𝑛
360

) = (1 + 𝑡𝑥𝑎𝑐𝑡𝑢𝑎𝑟𝑖𝑒𝑙)
𝑛
365 

⇒  𝑡𝑥𝑎𝑐𝑡𝑢𝑎𝑟𝑖𝑒𝑙  = (1 + 𝑡𝑥𝑚𝑜𝑛é𝑡𝑎𝑖𝑟𝑒
𝑛
360

)
365
𝑛 − 1 

�x Obligations de maturité > 1 an :  

Les taux de maturité supérieure à 1 an, ne correspondent pas à des taux zéro coupon 
mais à des taux actuariels. Il est à noter que les taux publiés par Bank Al-Maghrib correspondent 
à un échange au pair. En d’autres termes, le prix de l’obligation est égal à sa valeur nominale 
et le taux de coupon est égal au taux de rendement à l’échéance (taux actuariel). 

Pour retrouver les taux zéro coupon associés au taux actuariel, nous utilisons la méthode 
du Bootstrap. Cette méthode permet de reconstituer la courbe zéro coupon pas à pas, à partir 
des prix des obligations.  

Pour expliciter cette méthode, supposons que nous disposons des taux actuariels qui 
permettent de retrouver les prix des obligations et que nous voulons calculer le taux zéro coupon 
de maturité 2 ans.  

𝑃2 𝑎𝑛𝑠 = 𝐶 (1 + 𝑡𝑧𝑐1)
−1 + (100 + 𝐶)(1 + 𝑡𝑧𝑐2)

−2 

                                                 
14 Appelée également Annual Money Market. 
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On se retrouve avec une seule variable à calculer vu que le 𝑡𝑧𝑐1 correspond exactement 
au taux actuariel à 1 an. 

On réitère l’opération précédente pour une maturité supérieure jusqu’à obtenir tous les 
taux zéro coupons disponibles. La formule générale pour des taux en composition annuelle 
devient :  

𝑡𝑧𝑐𝑛 = [
100 + 𝐶𝑛

100 − 𝐶𝑛 ∑ (1 + 𝑡𝑧𝑐𝑖)
𝑛−1
𝑖=1

]
1
𝑛 − 1 

�x 𝑡𝑧𝑐𝑛 : Taux zéro coupon de maturité n 
�x 𝐶𝑛 : Taux Coupon versé par l’obligation ZC (dans le cas de l’émission au pair il 

correspond au taux actuariel) 

Comme nous pouvons le remarquer, la formule requiert des maturités exactes afin de 
procéder au calcul des taux, or les maturités fournies ne sont pas exactes. Il est alors nécessaire 
de procéder à une interpolation. 

Nous utiliserons une interpolation par des splines cubiques. 

 

 

 

�x Aspect théorique des splines :  

Une spline est une fonction définie par morceaux par des polynômes. Pour la 
construction d’une spline, 3 étapes sont nécessaires : 

1) Définir les de la variable étudiée en K intervalles. Ces intervalles sont séparés par des 
"nœuds". 

2) Modéliser la relation entre la variable expliquée et explicative par un polynôme de degré 
n. 

3) Estimer les coefficients du polynôme de manière à ce que la courbe soit continue et 
dérivable (n-1) fois (lisse sans rupture). 

La fonction spline s'écrit sous la forme suivante :  

 𝑎 = 𝑡0 < 𝑡1 < ⋯ < 𝑡𝑘 = 𝑏                                𝑆(𝑡) = {
𝑃1
(𝑛)(𝑡),      𝑡0 ≤ 𝑡 < 𝑡1  

⋮
𝑃𝑘
(𝑛)(𝑡),      𝑡𝑘−1 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡𝑘 

   

𝐴𝑣𝑒𝑐 𝑃𝑘
(𝑛)(𝑡) 𝑝𝑜𝑙𝑦𝑛ô𝑚𝑒 𝑑𝑒 𝑑𝑒𝑔𝑟é 𝑑  

Les splines cubiques ont un excellent rapport entre la complexité et la flexibilité de la 
courbe. Ils sont très utilisés pour l'interpolation des taux zéro coupon.  

La mise en œuvre est faite sous R avec la fonction "bs" du package "Spline". Les nœuds 
sont placés aux quantiles 25,50 et 75. 
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En associant le traitement des taux (monétaires et non monétaires) à cette interpolation, 
nous obtenons une courbe pour chaque jour ouvrable.15  

 
Figure 11 : Exemple de courbe interpolée du 26/01/2011 

Ainsi, il est possible de reconstituer l'historique des taux zéro coupon de 2010 à 2016 
pour toutes les maturités. 

 

Figure 12 : Evolution des taux zéro coupon entre 2010 et 2016 

                                                 
15 Quelques jours exceptionnels étaient marqués par un nombre très limité de transactions. Ces jours n'ont 

pas été pris en considération lors de la constitution des courbes. 
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Figure 13 : Corrélation des taux zéro coupon de différentes maturités 

Comme nous pouvons le remarquer à travers la matrice  de corrélation, les taux zéro 
coupon n'évoluent pas de manière parfaitement corrélée et vérifient bien la 3é𝑚𝑒 propriété de 
Rogers. 

3.2.2. Calibrage :   
Á partir de la discrétisation exacte citée en 2.3.1, nous estimons les paramètres du 

modèle par une régression linéaire en posant :  

𝑟𝑡+1 = 𝛼 + 𝛽𝑟𝑡 + 𝜀𝑡 

Avec 𝜀𝑡 𝑠𝑢𝑖𝑡 𝑢𝑛𝑒 𝑁(0, 𝜎𝜀) 

Par identification nous obtenons :  

{
 
 

 
 

𝑘 = − ln(𝛽)

𝜃 =
𝛼

1 − 𝛽

𝜎 = 𝜎𝜀̂√
−ln (𝑘2)
1 − ln (𝑘2)

 

�x Autocorrélation partielle du processus :  

Nous vérifions si la série des taux courts (de maturité 1 an) est bien une AR(1) par le 
diagramme d'autocorrélation partielle :  
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Figure 14: Diagramme d'autocorrélation partielle de la série des taux courts 

Le diagramme indique que les autocorrélations ne sont plus significatives à partir du 
second ordre, donc il s'agit bien d'un processus autorégressif d'ordre 1. 

�x Stationnarité du processus :  

 
Le test de Dickey-Fuller 16indique que la série des taux courts n'est pas stationnaire. Vu 

que les prévisions du taux court ne s'appuieront pas sur la formule du processus AR(1) mais sur 
une simulation Monte-Carlo ainsi que sur les formules des prix d'obligations. L'absence de cette 
propriété n'affectera pas les résultats des projections obtenues. En plus, le modèle de Vasicek 
impose à taux court de tendre vers la moyenne 𝜃 avec une vitesse k comme nous allons le voir 
lors des projections.  

�x Estimation des paramètres :  

L'estimation des paramètres est effectuée  par la fonction "arima" du package "stats". 

 
𝑟𝑡+1 = 0.9995 ∗ 𝑟𝑡 + (1 − 0.995) ∗ 0.0335 

 
Les deux coefficients sont bien significatifs. 

                                                 
16 Voir Annexe A 
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Synthèse des résultats (Période de calibrage 01/01/2010-16/05/2016): 

Paramètres 𝑘̂ 𝜃 𝜎̂ BIC AIC 

Valeur 0.0005439 0.033509 0.00066564 -21794.98 -21811.1 

Tableau 3 :  Les valeurs des paramètres estimés du modèle des taux 

Le résultat du test Jarque-Bera 17indique que l'hypothèse de la normalité des résidus n'est 
pas vérifiée, c’est généralement le cas dans l'univers réel. D'ailleurs cette hypothèse n'est pas 
vérifiée dans les résultats de l'étude d'Ahlgrim sur les taux court.18 

 

 
Il est à noter que les paramètres estimés avec la régression linéaire, correspondent à une 

approche dans l’univers réel (ajustement par des données historiques).En effet, l'une des 
finalités de l'outil construit, est l’évaluation de l’actif détenu par l'organisme. Pour cela, nous 
allons utiliser les valeurs des obligations à chaque année de la projection. Il est alors nécessaire 
d’estimer le prix de marché du risque taux qui sera intégré dans le drift. La volatilité quant à 
elle restera inchangée. 

𝜃∗ = 𝜃 −
𝜎𝜆
𝑘

 

�x 𝜃∗:𝑀𝑜𝑦𝑒𝑛𝑛𝑒 𝑠𝑎𝑛𝑠 𝑟𝑖𝑠𝑞𝑢𝑒 𝑎𝑢 𝑙𝑜𝑛𝑔 𝑡𝑒𝑟𝑚𝑒  
�x 𝜆: 𝑃𝑟𝑖𝑥 𝑑𝑒 𝑚𝑎𝑟𝑐ℎé 𝑢𝑛𝑖𝑡𝑎𝑖𝑟𝑒 𝑑𝑢 𝑟𝑖𝑠𝑞𝑢𝑒 𝑑𝑒 𝑡𝑎𝑢𝑥  

Cette prime de risque reflète le "Fear Factor19" qui existe sur le marché. Elle sera 
calculée à partir de la minimisation de l'écart quadratique entre le prix marché et le prix 
théorique20 . En utilisant le solveur d'Excel et la courbe des taux observée du 15/05/2016  nous 
obtenons :   λ = - 0.011863. 

                                                 
17 Voir Annexe A 
18 Mathématiques financières et actuarielles – Partie II, Aymric Kamega  
19 Ce facteur augmente considérablement en valeur absolue si le marché passe par une crise. 
20 Le prix théorique d'une obligation zéro coupon par le modèle Vasicek sera explicité dans la section 

suivante.  
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3.2.3. Projections :  
Sous R, nous implémentons les paramètres estimés du modèle pour simuler 5000 

trajectoires des taux courts avec un pas annuel. 

Nous obtenons le graphique suivant :  

 
Figure 15 : 100 scénarios simulés. En bleu la moyenne au long terme, en jaune 

l'espérance du taux court, en blanc résultat de la simulation monte Carlo, En noir et rose les 
bornes de l'intervalle de confiance  

�x Prix des obligations et courbe des taux:  

Dans le modèle de Vasicek, le prix à la date 𝑡 d'un zéro coupon de maturité 𝑇 est donnée 
par21 :  

𝑃(𝑡, 𝑇) = 𝐴(𝑡, 𝑇)𝑒−𝐵(𝑡,𝑇)𝑟𝑡 

Avec  

{
 
 

 
 𝐴(𝑡, 𝑇) = exp [(𝜃∗ −

𝜎2

2𝑘2
) (𝐵(𝑡, 𝑇) − (𝑇 − 𝑡)) −

𝜎2

4𝑘
𝐵(𝑡, 𝑇)²]

𝐵(𝑡, 𝑇) =
1 − 𝑒−𝑘(𝑇−𝑡)

𝑘

 

La fonctionnelle des taux est déduite de :  

𝑅(𝑡, 𝑇) = 1
𝑇−𝑡

ln(𝐵(𝑡, 𝑇))  ⇒ 𝑅(𝑡, 𝑇) = 𝑅∞ + (𝑟𝑡 − 𝑅∞)
1−𝑒−𝑘(𝑇−𝑡)

𝑘(𝑇−𝑡)
+ 𝜎2

4𝑘3(𝑇−𝑡)
(1 −

𝑒−𝑘(𝑇−𝑡))²  

                                                 
21 La démonstration est disponible en annexe 
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Où  𝑅∞ =  𝜃∗ −
𝜎2

2𝑘2
 

Avec les 5000 scénarios simulés, nous obtenons des courbes de taux très variées, 
croissantes et pour la majorité concaves. 

 
Figure 16 : Courbe des taux pour l'année 2017 
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Risque Action  
 

1. Présentation du risque d’Action : 
L’action est sans doute l’instrument financier le plus connu du grand public compte tenu 

de sa place prépondérante dans l'information quotidienne relayée par les médias. Une action est 
un titre de propriété correspondant à une faction du capital d'une société. 

1.1. Principales sources du risque : 
Un actionnaire s'engage avec l'entreprise pour le meilleur et pour le pire. En d'autres 

termes, il ne perçoit pas de revenu si l’entreprise passe par une période difficile et en cas de 
liquidation, l’actionnaire passe après le créancier dans la répartition du produit de la vente des 
actifs. En contrepartie, l’action donne droit au bénéfice (dividende) et à la participation à la 
gestion de l’entreprise (le droit de vote).  

L'attractivité d'un tel investissement est expliquée par la notion de couple rentabilité-
risque. Cette notion postule qu'il est impossible pour un investisseur d'obtenir une forte 
rentabilité sans prendre plus de risque.  

Le risque induit par l’achat d’une action est essentiellement lié à la variation négative 
du cours du titre. Cette variation peut être expliquée soit par une composante globale traduisant 
une baisse générale des marchés des actions (risque systémique), soit par une composante 
spécifique à la valeur de l’action, du fait de sa propre activité (risque non systémique) par 
exemple : une baisse du chiffre d’affaire, contraintes juridiques, etc. Ce risque spécifique peut 
être réduit au minimum en détenant un portefeuille d’action diversifié et identique à la 
composition d’un indice de marché (gestion par benchmark).  

 Enfin, il est à noter que le prix de l'action suit un processus aléatoire reflétant les 
incertitudes futures de l'évolution du marché et les appréciations des opérateurs. 

1.2. Le Risque Action chez les assurances : 
Afin d'augmenter la rentabilité de leur portefeuille pour offrir des taux rémunérateurs 

très compétitifs sur le marché, les assureurs placent dans le marché actions et par conséquent 
s’exposent fortement au risque de perdre une partie du capital investi compte tenu de la forte 
volatilité de cet instrument financier. 

1.3. Modèles Proposés par la littérature : 
Il existe plusieurs modèles dans la littérature qui décrivent la dynamique d’un actif 

risqué de type action. L’un des modèles les plus utilisés dans la pratique est le modèle Black & 
Scholes [1973]. Dans ce qui suit, nous allons exposer les modèles les plus utilisés dans la 
littérature pour modéliser ce type d'actif et nous détaillerons le calibrage du modèle choisi pour 
le prix des actions.   
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¾ Modèle Black & Scholes (B&S): 

Black & Sholes supposent que le cours d’une action peut être représenté par un 
mouvement brownien géométrique (loi log normale). Soit St le cours de l’action, son équation 
de diffusion donnée par B&S est la suivante : 

𝑑𝑆𝑡 =  𝑆𝑡 ( µ 𝑑𝑡 +  𝜎 𝑑𝐵𝑡) 

Avec :  

- µ : rendement attendu de l’action 
- σ : Volatilité de l’action 
- Bt : un mouvement brownien  

Cette formule implique que le rendement de l’action suit une loi normale et que sa 
volatilité est constante. Toutefois, ces hypothèses ne sont pas toujours respectées. 
Effectivement, l'étude réalisée par Campbell, Lo et MacKinlay en 1997 montre que les queues 
de distribution des rendements sont plus épaisses que celle d’une loi normale, ceci a pour effet 
de sous-estimer l'incidence des évènements extrêmes comme les crises ou les krachs. 

� Hypothèses du modèle B&S : 

Ce modèle suppose principalement que le marché est efficient à travers les hypothèses 
suivantes : 

� Pas de coûts de transactions. 
� Aucune restriction sur le volume de transactions. 
� Pas d’opportunité d’arbitrage.  
� Les rendements des actions sont gaussiens, stationnaires et indépendants.  
� Le placement à la banque est supposé sans risque et le taux d’intérêt est constant.  

Ces hypothèses en eux-mêmes illustrent les limites de ce modèle, puisqu’il n’est pas 
toujours possible de les observer sur un marché réel. 

¾ Modèle de Heston (à volatilité stochastique) : 

Ce modèle est une généralisation du modèle B&S. L’équation de ce modèle s’écrit 
comme suit:    

𝑑𝑆𝑡 = µ 𝑆𝑡 𝑑𝑡 + √𝜎𝑡𝑆𝑡 𝑑 𝑊𝑡
𝑠 

Dont l’équation de diffusion de la volatilité est régie par un modèle CIR22 

𝑑𝜎𝑡 = 𝑘 (𝜃 − 𝜎𝑡) 𝑑𝑡 +  𝜗√𝜎𝑡 𝑑 𝑊𝑡
𝜎. 

L’avantage de ce modèle est qu’il permet de calculer explicitement les prix des options 
dont le cours du sous-jacent est décrit ci-haut. 

¾ Modèle CEV (Constant Elasticity of Variance) : 

Le modèle CEV à son tour remet en cause l’hypothèse de la volatilité constante de 
l’actif. Dans ce modèle la volatilité du processus s'écrit en fonction du prix de l’actif. Ce résultat 
est utilisé notamment pour expliquer le « Smile de volatilité23 ». 

                                                 
22Le modèle Cox-Ingersoll-Ross (CIR). 
23Smile de volatilité représente le graphe de la variation de la volatilité implicite avec le prix d’exercice.  
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Il existe dans la littérature d’autres modèles qui s'intéressent moins à la volatilité de l’actif, 
mais qui prennent en compte d’autres caractéristiques. Il s’agit notamment, du modèle de 
Merton qui prend en compte les sauts boursiers sous forme d’un processus de « Poisson » qui 
s'additionne à la diffusion de base du modèle B&S. Le modèle proposé par Hardy figure aussi 
dans cette liste, c'est un modèle de changement de régime fondé sur l’hypothèse que les taux de 
rendements peuvent être reproduits à partir de l’une des deux distributions distinctes : un régime 
dit de « haute volatilité », et un régime de « basse volatilité ». Les passages d’un régime à un 
autre sont dictés par des probabilités de transition. 

2. Choix du modèle des rendements des actions : 
2.1. Choix d’indicateur du risque et son modèle : 
Pour le choix d'un indicateur traduisant le risque action, nous proposons d’étudier les 

rendements d’un indice général représentatif de la performance du marché des actions au Maroc 
à savoir les indices  MASI24 et MADEX25. Partant du fait que la compagnie applique une 
stratégie de Benchmarking26 pour gérer son  portefeuille d’actifs, elle optera alors pour les titres 
les plus liquides et les plus rentables du marché. Ceci justifie notre choix pour le MADEX qui 
apporte une information sur les valeurs les plus actives de la place boursière respectant ainsi la 
stratégie de gestion de portefeuille choisie. 

 
Figure 17 : Variation du cours du MADEX entre 2007-2016 

La première motivation du choix du modèle est l’horizon de la projection des risques 
inventoriés dans notre GSE. Comme nous nous intéressons à des projections à long terme, nous 
nous baserons sur des données historiques à fréquence mensuelle. Ceci nous assurera la 
réalisation des hypothèses du modèle B&S qui reste simple à implémenter.  

Les modèles CEV ou Heston auraient été plus utiles dans le cas de produits dérivés, or 
le portefeuille mis à notre disposition ne contient pas de tels actifs, il est donc inutile d'utiliser 
ces modèles.  

Le principal avantage du modèle B&S réside essentiellement dans la simplicité de sa 
calibration sur des données historiques et la possibilité d’avoir des formules explicites du prix 
de l’actif sans erreur de discrétisation (existence d’une discrétisation exacte). 

                                                 
24Le MASI (Moroccan All Shares Index) est le principal indice boursier de la Bourse de Casablanca. Il 

est composé de toutes les valeurs cotées sur la place casablancaise. 
25Le MADEX (Moroccan Most Active Shares Index) est un indice boursier composé des valeurs les plus 

actives sur la place de Casablanca. 
26 Benchmarking : méthode de gestion qui se base sur une analyse comparative, et s’inspire des 

performances d’une autre entité dans un domaine donné. 
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Dans un premier temps, nous allons supposer une volatilité constante. Ensuite, nous 
étudierons la variation de la volatilité en fonction du temps par un modèle GARCH (1,1). Nous 
verrons par la suite que cette étude servira à valider l'hypothèse d'une volatilité constante, 
ensuite elle permettra de confirmer que l’effet saut ainsi que les phénomènes de « volatilité 
clustering » 27 ont plus d’impact sur les chocs à court terme et non à long terme. 

2.2. Choix et description des données : 
L'évolution des taux de rendements rt de l’indice MADEX sur l’intervalle du temps 

[Janvier-2007 jusqu’au Avril-2016] est calculée directement à partir de la base des données 
historiques selon la formule suivante : 

𝑟𝑡 = ln (
𝑆𝑡
𝑆𝑡−1

) 

Avec : 

St : Le cours de l'indice MADEX à fréquence mensuelle de l’année t. (ce cours 
correspond au prix de clôture du dernier jour du même mois). 

 

 
Figure 18 : Variation des rendements de l'indice MADEX entre 2007 et 2016 

Le tableau ci-dessous résume les statistiques descriptives de notre série temporelle : 

Moyenne -0.0009 

Ecart-type 0.0389 

Médiane 0.12 % 

Maximum 10.3 % 

Minimum -11.7 % 

Coefficient d’asymétrie 0.12 

Coefficient d’aplatissement 3.4 

                                                 
27 Les grands rendements (positifs ou négatifs) ont tendance à se suivre, et les petits rendements 

également. La volatilité se produit en ”grappes” (volatilité clustering). 
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P-value du test Jarque-Bera 0.5964 

 Tableau 4: Statistiques descriptives des rendements du MADEX 

La p-value du test de normalité Jarque-Bera28 indique que les rendements sont distribués 
selon une loi normale, ceci est confirmé graphiquement avec l'histogramme des rendements et 
le QQ-plot ci-dessous.  

      
Figure 19 : Distribution, histogramme et QQ plot des rendements du MADEX 

Les tests de Ljung-Box et de Dickey-Fuller retournent que les rendements du MADEX 
sont bien indépendants et qu'il s'agit bien d'une série stationnaire. 

     

Tous ces éléments indiquent que nous sommes bien en conformité avec les hypothèses 
du modèle B&S, ce qui justifie notre choix du modèle. 

3. Calibrage du modèle : 
3.1. Estimation des paramètres : 
Comme nous avons précisé auparavant, notre GSE effectue la valorisation de l’actif 

dans un monde risque-neutre, il alors nécessaire d'exprimer le modèle de B&S sous la 
probabilité risque neutre Q. Le passage d'une probabilité réelle P à la probabilité Q est assuré 
par le théorème de Girsanov, dans le but d’éliminer la prime de risque de notre modèle. 

Sachant que dans l’univers risque neutre, la tendance de l'évolution du prix actualisé 
doit être nulle, la dynamique du modèle B&S s'écrit comme suit : 

𝑑𝑌𝑡 = (µ − 𝑟)𝑌𝑡 𝑑𝑡 +  𝜎 𝑌𝑡 𝑑𝑊𝑡
𝑃 

                                                 
28Le test de Jarque-Bera est un test d'hypothèse qui cherche à déterminer si des données suivent une loi 

normale, dont l’hypothèse nulle à valider est la normalité de l’échantillon. (Voir Annexe  A des Tests des 
hypothèses). 



44 
 

                    =  𝜎 
(µ − 𝑟)
𝜎

𝑌𝑡 𝑑𝑡 + + 𝜎 𝑌𝑡 𝑑𝑊𝑡
𝑃 

          =  𝜎 𝑌𝑡 𝑑 (
(µ − 𝑟)
𝜎

 𝑡 +𝑊𝑡
𝑃) 

   = 𝜎 𝑌𝑡 𝑑𝑊𝑡
𝑄 

Où 𝑊𝑡
𝑄 =  𝑊𝑡

𝑃 +  (µ−𝑟)
𝜎

 𝑡 

Avec 𝑌𝑡 l'évolution du prix actualisé. 

En posant la prime de risque  𝜆 =  (µ−𝑟)
𝜎

𝑡 , nous pouvons déduire la formule suivante : 

𝑑𝑆𝑡 = µ 𝑆𝑡 𝑑𝑡 +  𝜎 𝑆𝑡 𝑑𝑊𝑡
𝑃 

                                        =  µ 𝑆𝑡 𝑑𝑡 +  𝜎 𝑆𝑡 𝑑 (𝑊𝑡
𝑄 −  

(µ − 𝑟)
𝜎

 𝑡) 

𝑑𝑆𝑡  = 𝑟 𝑆𝑡 𝑑𝑡 +  𝜎 𝑆𝑡 𝑑𝑊𝑡
𝑄 

Dans ce qui suit 𝑊𝑡
𝑄 sera noté Wt.  

La solution de ce modèle d’après l’application de la formule d’Itô 30est la suivante : 

𝑝𝑜𝑢𝑟 𝑡 ∈ ℝ+𝑆𝑡 =  𝑆0 exp((𝑟 −
1
2
𝜎2)  𝑡 + 𝜎 𝑊𝑡) 

∀ 𝑆𝑡 > 0      ln(𝑆𝑡) = ln(𝑆0) + (𝑟 −
1
2
𝜎2)  𝑡 +  𝜎 𝑊𝑡 

Pour tout k = 1, 2, …. 

ln(𝑆𝑡𝑘) = ln(𝑆𝑡𝑘−1) + (𝑟 −
1
2
𝜎2) (𝑡𝑘 − 𝑡𝑘−1) +  𝜎 (𝑊𝑡𝑘 −𝑊𝑡𝑘−1)   ∀ 𝑡𝑘 ∈ ℝ

+ 

Avec [𝑊𝑡𝑘 −𝑊𝑡𝑘−1] distribué selon une loi normale de moyenne 0 et de variance 
[𝑡𝑘 − 𝑡𝑘−1]. 

Alors [ln(𝑆𝑡𝑘) − ln(𝑆𝑡𝑘−1)]~𝑁 ((𝑟 −
1
2
𝜎2) (𝑡𝑘 − 𝑡𝑘−1); 𝜎2(𝑡𝑘 − 𝑡𝑘−1)) aux points 

discrets tk . 

Donc on a  𝐸[𝑆𝑡] = 𝑆0𝑒𝑟𝑡  𝑒𝑡    𝑉𝑎𝑟[𝑆𝑡] = 𝑒2𝑟𝑡𝑆02 (𝑒𝜎
2 − 1) 

      Pour simuler ce processus, nous utilisons la solution de l'équation différentielle stochastique 
aux instants  𝑡0 < ⋯ < 𝑡𝑛 t: 

𝑆𝑡𝑘 = 𝑆𝑡𝑘−1exp ( (𝑟 −
𝜎2

2
)Δ𝑡 + 𝜎 √Δ𝑡𝑍𝑘) 

Avec Δ𝑡 = (𝑡𝑘 − 𝑡𝑘−1) et 𝑍1, 𝑍2, …… . 𝑍𝑛 𝑖𝑖𝑑 𝑠𝑒𝑙𝑜𝑛 𝑁(0,1). 

                                                 
30 Voir Annexe B. 
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Les paramètres à estimer sont donc θ = (r, σ). Pour ce faire nous utiliserons la méthode 
de maximum de vraisemblance. Etant donné que les rendements sont indépendants et 
normalement distribués, la fonction de vraisemblance s’écrit : 

ℒ(𝜃) =  ∑ 𝑙𝑛(𝑓𝜃(𝑟𝑡𝑘))
𝑛

𝑘=1

 

Tel que la fonction de densité 𝑓𝜃 est donnée par : 

𝑓𝜃(𝑟𝑡𝑘) =  
1

𝑆𝑡𝑘𝜎√2𝜋Δ𝑡
exp (−

[𝑟𝑡𝑘 − (𝑟 −
𝜎2

2⁄ ) Δ𝑡]
2

2𝜎2Δ𝑡
) 

Ainsi, la moyenne et la variance sont identifié par : 

             𝑚̂ = (𝑟̂ − 1
2
𝜎̂2) Δ𝑡                                            𝑟̂ = 1

2
𝜎̂2 + 𝑚̂

Δ𝑡
 

            𝑣 =  𝜎̂2Δ𝑡                                                            𝜎̂2 = 𝑣̂
Δ𝑡

 

L’estimation des paramètres du modèle B&S est conclue de l’estimation des paramètres 
m et v. La dérivée de la fonction de vraisemblance égalée à zéro nous permet d’avoir :  

𝑚̂ = ∑
𝑟𝑡𝑘
𝑛

𝑛

𝑘=1

       ;      𝑣 = ∑
(𝑟𝑡𝑘 − 𝑚̂)

2

𝑛

𝑛

𝑘=1

 

Nous calculons par la suite l’intervalle de confiance à 95% de ces paramètres, ce dernier 
nous l’utiliserons lors du choc des paramètres de notre modèle plus tard dans notre GSE.  

𝑚 𝜖 [𝑚̂ ± 1.96
√𝑣
√𝑛
]  𝑒𝑡 𝑣 𝜖 [𝑣

𝑛
𝜒𝑛,𝛼−1/22 ; 𝑣

𝑛
𝜒𝑛,𝛼/22 ] 

Avec 𝜒𝑛,0.0252  𝑒𝑡 𝜒𝑛,0.4752  les quantiles de la distribution khi-deux avec n degré de liberté 
qui correspond au seuil 5%. 

3.2. Résultats du calibrage : 
Pour calibrer notre modèle, nous avons choisi les cours de chaque mois entre 2007 et 

2016. Compte tenu de la périodicité de nos données, il est possible d'utiliser un pas mensuel 
pour estimer nos paramètres égal à 1/12, comme nous pouvons choisir un pas égal à 1 avec une 
unité de temps égale à une année pour la projection. 

Le tableau suivant résume les résultats obtenus : 

 Paramètres du modèle ∆t = 1 Paramètres du modèle ∆t = 1/12 

𝒓̂ -0.00014 -0.00178 

𝝈̂ 3.89 % 13.48% 

Tableau 2-Valeurs des paramètres du modèle Black&Scholes 
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L’intervalle de confiance pour n= 111 et ∆t = 1 : 

𝑚 𝜖 [−0.0081; 0.0063]  ;  𝑣 𝜖 [0.15 % ; 0.20%] 

𝑟 𝜖 [−0.007; 0.007] ;  𝜎 𝜖 [3.87 % ; 4.47%] 

 

4. GARCH(1,1)31 pour la volatilité : 
4.1. Présentation du modèle : 
Dans ce paragraphe, nous allons remettre en question l’hypothèse de la constance de la 

volatilité. Nous allons supposer dans la suite que la volatilité est dépendante du temps. En effet, 
pendant certaines périodes, la volatilité atteint des pics, alors que pendant d'autres, son niveau 
est relativement faible. Ce phénomène de la volatilité « clustering » se produit quand les carrés 
des rendements ont tendance à être élevés.  

Ce modèle développé en 1986 est utilisé quand les taux de variance présentent une 
tendance au retour à la moyenne.  

La volatilité est exprimée par l’équation suivante : 

𝜎𝑡2 = 𝛾𝑉𝐿 + 𝛼𝑟𝑡−12 + 𝛽𝜎𝑡−12  

Où : 

¾ 𝛾 : le poids attribué à VL 
¾ VL : le taux de variance moyen de long terme. 

Comme la somme des pondérations doit être égale à l’unité,  𝛾 + 𝛼 + 𝛽 = 1 

Si nous remplaçons 𝜔 = 𝛾𝑉𝐿, le modèle GARCH(1,1) se réécrit sous la forme : 

𝜎𝑡2 = 𝜔 + 𝛼𝑟𝑡−12 + 𝛽𝜎𝑡−12  
Dans ce modèle aussi, nous utiliserons la méthode de maximum de vraisemblance pour 

estimer les paramètres.  

En posant, 𝑣𝑡 = 𝜎𝑡2 la variance estimée pour le temps t. La distribution de probabilité 
de rt conditionnelle à la variance est supposée normale. En procédant toujours de la même façon, 
il apparaît que les meilleurs paramètres sont ceux qui maximisent : 

𝐿(𝜃) =  ∏[
1

√2𝜋𝑣
exp (

− 𝑟𝑡2

2𝑣𝑡
)]

𝑛

𝑡=1

 

Par passage au logarithme, cela revient à la maximisation de : 

∑[− ln(𝑣𝑖) −
𝑟𝑡2

𝑣𝑡
]

𝑛

𝑡=1

 

 

4.2. Calibrage du modèle : 
Le calibrage, le calcul des paramètres et les tests seront effectués sous le logiciel R.  

                                                 
31 GARCH : General Autoregressive Conditionnal Heteroscedasticity (hétéroscédasticité conditionnelle 

autorégressive généralisée). 
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4.2.1. Choix et description des données : 
Afin de calculer la volatilité des rendements sur un mois, nous utilisons des données 

journalières comme le suggère la théorie de ce modèle 

L'’historique utilisé pour le calibrage du modèle débute de l’année 2009. 

       

Figure 20 : Cours et Rendements Journaliers du MADEX entre 2009 et 2016 
Pour les rendements journaliers considérés, nous retrouvons une série qui ne suit pas 

une distribution normale mais vérifie l'hypothèse de stationnarité.Ci-dessous, les résultats des 
tests de normalité et de stationnarité fourni par le logiciel R: : 

                   

Nous poursuivons nos tests, et nous vérifions maintenant l’hypothèse qui suppose 
l’existence d’une autocorrélation entre les rendements ou le carré du rendement ; Nous 
utiliserons alors le test statistique Ljung-Box dont l’hypothèse nulle est l’indépendance des 
rendements. 

 
 

Le diagramme d’autocorrélation partielle ci-dessous nous confirme que les rendements 
rt et rt-1 sont fortement corrélés.  
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Figure 21 : Diagramme d’Autocorrélation partielle des rendements journaliers du 
MADEX 

Après vérification des hypothèses, nous pouvons conclure que nos données, s’ajustent 
correctement à notre modèle et nous pourrons procéder à l’estimation des paramètres (ω, α, β). 

4.2.2. Résultats du calibrage : 
D’après les sorties ci-dessous, nos paramètres sont bien significatifs et respectent la 

contrainte (α+β <1). Le tableau suivant présente une synthèse des résultats obtenus : 

γ = 1-α-β 27,91% 

VL= ω/γ 4,4 .10-5 

Α 25,46% 

Β 46,63% 

Tableau 3 : Résultats de l'estimation du modèle GARCH                           

 

 Figure 22 : Modèle GARCH pour la volatilité du MADEX 
 

Pour tester l’adéquation du modèle, nous testons tout d’abord l’autocorrélation des 
résidus, puis la significativité  de chaque coefficient indépendamment. Nous retrouvons les 
résultats suivants : 
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Figure 23 : Tests de validation du modèle GARCH (1,1) 
Nous retenons qu’il n’existe pas de corrélations entre les carrés des résidus, et que 

chaque paramètre du modèle est indépendamment significatif. 

 

D’après le graphe ci-haut, nous remarquons que la volatilité est asymptotiquement 
constante. Ce résultat justifie  en grande partie l'hypothèse d'une volatilité constante formulée 
dans le modèle B&S. 

Par conséquent, les projections du portefeuille action seront faites sur la base du modèle 
B&S avec volatilité constante. 

5. Validation du modèle : 
5.1. Backtesting du modèle B&S : 
Etablir un backtesting pour notre modèle, revient à vérifier si ce dernier est capable de 

faire des prévisions réalistes qui suivent la tendance des données observées.  

Pour réaliser ce back test, nous allons dans un premier temps estimer le modèle avec 
75% de l'historique, ensuite nous allons comparer ces estimations avec les données observées.  

Une fois les paramètres sont estimés, une simulation Monté Carlo est réalisée pour 
obtenir les trajectoires possibles du cours du MADEX dans l’horizon de projection. Ensuite, on 
trace le scénario moyen et on la compare aux données observés en calculant la somme des carrés 
des écarts. Le but derrière ce backtesting, est de choisir le pas ∆t qui donne la meilleure 
estimation des paramètres, puis nous aider à choisir entre un modèle avec une volatilité 
constante ou une volatilité en fonction du temps. 

Figure 24 : Résultats des  Prévisions de la volatilité des cours du MADEX 
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Le graphe ci-dessous illustre le résultat du backtesting de notre modèle : 

 
Figure 25 : Résultats des  Prévisions de la volatilité des cours du MADEX 

 

 ∆t = 1 ∆t = 1/12 Estimation avec la moyenne 

Erreur d’estimation 1.57 % 7,22 % -14,85 % 

Tableau 4 : Résultats du BackTest du modèle B&S 

D’après ces résultats, nous choisissons un ∆t = 1 puisqu’il possède une erreur moyenne 
d’estimation la plus faible.  

Le résultat de notre backtest est en faveur du modèle B&S qui prévoit les cours de 
l’indice MADEX avec une erreur ne dépassant pas les 2%.  

5.2. Projection du risque Action : 
Le résultat de la simulation de 5000 trajectoires des cours du MADEX selon le modèle 

B&S est représenté sur le graphe qui suit : 

 
Figure 26 : 500 scénarios simulés des cours du MADEX sur 30 ans. En jaune le scénario 

central 
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Le scénario central résultant des 5000 simulations est présenté sur le graphe qui suit. 

 
Figure 27 : Scénario central des cours du MADEX sur 30 ans 

5.3. Rendement de dividende : 
Comme indiqué dans le premier chapitre, les investissements seront réalisés sur le long 

terme, il est donc nécessaire de prendre en considération les dividendes versés par les actions.  
Pour ce faire nous allons nous baser sur les dividend yields33 fournis par la bourse de 
Casablanca. 

Ce taux ne sera pas modélisé, néanmoins un intervalle sera retenu à partir des données 
observée à la date du 10-06-2016 pour estimer les dividendes qui seront versés. 

 

Entreprise Poids Dividend yield 

ITISSALAT AL-MAGHRIB 22% 5,70% 

ATTIJARIWAFA BANK 16% 3,29% 

BMCE BANK 9% 2,34% 

BCP 8% 2,67% 

LAFARGE CIMENTS 8% 5,32% 

DOUJA PROM ADDOHA 5% 9,46% 

HOLCIM (Maroc) 4% 5,99% 

CIMENTS DU MAROC 3% 5,37% 

WAFA ASSURANCE 3% 4,89% 

BMCI 2% 4,69% 

AUTO HALL 1% 6,26% 

Tableau 5 : Taux de dividende de 80% des entreprises composant le  MADEX 

D'après ce tableau qui représente plus de 80% de la composition du MADEX, nous 
prendrons un rendement de dividende compris entre 4,5% et 6,5% pour le scénario central des 
projections. 

                                                 
33 Rapport dividende/cours de l’action  
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Risque Immobilier  
Dans cette partie nous allons définir le risque immobilier, les données et méthodes 

utilisées pour le quantifier ainsi que les résultats des projections réalisées. 

1. Définition et mesure du risque immobilier : 

1.1. Le risque immobilier : 
Partant du fait que les actifs immobilier occupent une place importante dans le 

portefeuille des assureurs, il est nécessaire de mettre en place un modèle évaluant les valeurs 
futures de ces actifs afin de prendre en considération toute dépréciation ou plus-value du 
portefeuille. 

Ahlgrim et.Al [2005], modélise le rendement immobilier par le même processus utilisé 
précédemment à savoir le processus d’Ornstein-Uhlenbeck. Nous utiliserons la même 
approche pour modéliser le rendement immobilier. 

1.2. Indicateur du risque immobilier : 
Pour calibrer notre modèle, nous nous sommes basés sur l’IPAI34. Initié en 2006 et 

publié conjointement par Bank Al-Maghrib et l’Agence Nationale de la Conservation Foncière, 
du Cadastre  et de la Cartographie (ANCFCC), l’IPAI est constitué d’un indice global des prix 
du marché secondaire des biens immobiliers et fait l'objet d'une publication à fréquence 
trimestrielle. 

Il est à noter que les seuls indicateurs du secteur immobilier publiés de manière régulière 
au Maroc, sont l’IPAI et l’indice IMMO publié par la bourse de Casablanca. Comme nous nous 
intéressons plus à un indice qui retrace l’évolution du prix du bien immobilier en lui-même 
plutôt qu’à la performance des sociétés cotés rattachés au  secteur immobilier, nous avons 
décidé de choisir l’IPAI qui convient plus à la philosophie de notre modèle. D’ailleurs notre 
référence qui est le générateur d’Ahlgrim et.Al[2005], s’appuie sur l’indice publié 
trimestriellement par la NCREIF35 qui mesure la performance des investissements en biens 
immobiliers à caractère commercial. 

Les graphiques ci-dessous permettent de constater que les deux indices n'ont pas la 
même tendance :  

 
Figure 28  – Comparaison entre l’indice immo et ipai 

                  

                                                 
34 Indice des Prix des Actifs Immobilier 
35 National Council of Real Estate Investement Fiduciaries  
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2. Modélisation et calibrage du modèle :  
2.1. Choix des données :  
Nous utilisons les données des variations de  l’indice global (en glissement annuel) 

publiées par Bank Al-Maghrib et ANCFCC du 1er trimestre 2006 (date de mise en place de 
l’indice) au 4é𝑚𝑒 trimestre 2015. Le graphique ci-dessous retrace l’évolution des variations de 
l’IPAI en glissement annuel :  

 
Figure30 : Graphe d'évolution des variations d'IPAI en glissement annuel entre 2007 et 

2015 
�x Statistiques descriptives de la série :  

Moyenne 0.265% 

Ecart-type 1.91% 

Médiane 0.05% 

Maximum 2.4% 

Minimum -3.3% 

Coefficient d’asymétrie 0.299 

Coefficient d’aplatissement -0.422 

P-value du test Jarque-Bera 43.82% 

Tableau 6 : Statistiques descriptives des variations d'IPAI 

D’après la p-value du test Jarque-Bera, la série des rendements immobiliers suit bien 
une loi normale. 
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�x Test de stationnarité :  

 
Le test de stationnarité retourne qu’il s’agit bien d’une série stationnaire.  

�x Diagramme d’autocorrélation partielle :  

 
Figure 31 : Diagramme d'autocorrélation des variations de l'IPAI entre 2007 et 2015 

Ce diagramme Les variations de l'IPAI suivent un processus autoregressif d'ordre 1. 

2.2. Calibrage du modèle :  
Le processus d'Orstein-Uhlenbeck appliqué aux rendements immobiliers suppose la 

dynamique suivante :  

𝑑(𝑟𝑖)𝑡 =  𝑘𝑖𝑚𝑚𝑜(µ𝑖𝑚𝑚𝑜 − 𝑟𝑖𝑡) 𝑑𝑡 + 𝜎𝑖𝑚𝑚𝑜 𝑑𝐵𝑖𝑚𝑚𝑜,𝑡 

Avec :  

�x 𝑘𝑖𝑚𝑚𝑜 : Vitesse de retour à la moyenne du rendement immobilier 
�x µ𝑖𝑚𝑚𝑜 : Le rendement immobilier moyen sur le long terme  
�x 𝜎𝑖𝑚𝑚𝑜 : Volatilité du processus  
�x 𝐵𝑖𝑚𝑚𝑜,𝑡 : Mouvement Brownien Standard  

La version équivalente en temps discret devient:  

𝑟𝑖𝑡+1 = 𝑘𝑖𝑚𝑚𝑜 ∆𝑡 µ𝑖𝑚𝑚𝑜 + (1 − 𝑘𝑖𝑚𝑚𝑜) 𝑟𝑖𝑡 + 𝜎𝑖𝑚𝑚𝑜 𝜀𝑖𝑚𝑚𝑜,𝑡 √∆𝑡 

Pour estimer les paramètres du modèle, il suffit d'écrire notre processus sous la forme 
d'une AR(1):  

𝑟𝑖𝑡+1 =  𝛼𝑖𝑚𝑚𝑜 + 𝛽𝑖𝑚𝑚𝑜𝑟𝑖𝑡 + 𝜖𝑖̌𝑚𝑚𝑜,𝑡 

Avec 𝜖𝑖̌𝑚𝑚𝑜,𝑡 le terme d'erreur de la régression linéaire simple 

𝛼𝑖𝑚𝑚𝑜 =  µ𝑖𝑚𝑚𝑜 𝑘𝑖𝑚𝑚𝑜∆𝑡   𝑒𝑡   𝛽𝑖𝑚𝑚𝑜 = (1 − 𝑘𝑖𝑚𝑚𝑜∆𝑡) 

𝜎𝑖𝑚𝑚𝑜2 =  𝜎2 
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Nous obtenons les formules suivantes pour les paramètres du modèle :  

𝑘𝑖𝑚𝑚𝑜 =
1 − 𝛽𝑖𝑚𝑚𝑜

∆𝑡
   𝑒𝑡  µ𝑖𝑚𝑚𝑜 =

𝛼𝑖𝑚𝑚𝑜
1 − 𝛽𝑖𝑚𝑚𝑜

 

 

�x Synthèse des résultats obtenus :  
 
Période de calibrage 𝑲̂𝒊𝒎𝒎𝒐 µ̂𝒊𝒎𝒎𝒐 𝝈̂𝒊𝒎𝒎𝒐 BIC AIC 

2006-2016 1.094 0.0027 0.012 -1969.81 -1980.94 

 

�x Résidus du modèle :  

 
Le test Jarque-Bera pour la normalité renvoi une p-value de 29,95%. L’hypothèse de 

normalité des résidus est donc acceptée.  

2.3. Backtest du modèle :  
Nous effectuons un backtesting sur 25% des observations de la base (8 observations). A 

partir de la moyenne des simulations effectuées (5000 simulations), nous obtenons la courbe 
suivante : 

 
Figure 31 : Résultat du Backtest du modèle des rendements de l'immobilier 

D’après le résultat du backtest effectué, nous constatons que le modèle fourni une assez 
bonne estimation de la variation de l’indice IPAI. 
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2.4. Projections :  

Le graphique suivant présente le résultat des 5000 trajectoires issues du modèle estimé: 

 
Figure 32 : Résultat de la simulation Monté Carlo des rendements des actifs 

immobiliers 
La valeur maximale observée pour une année est de 6% et la valeur minimale est de -

4,8% avec une moyenne autour de 0,3%.  

 
Figure 33 : Scénario Central de l'évolution des rendements de l'immobilier sur l'horizon 

de 30 ans 
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Nous remarquons que le scénario central relatif l’évolution de la valeur mobilière selon 
l’IPAI est assez faible par rapport à certains résultats publiés par d’autre entités, tel que le site 
« Mubawab » qui situe par exemple la hausse des prix immobiliers en 2015 à 7%. 

Cette faiblesse de la variation des prix immobiliers, peut s’expliquer en partie par la 
méthode de calcul de l’IPAI qui ne prend en considération que les biens ayant fait l’objet d’au 
moins deux transactions au cours de la période concernée. 

Afin d’avoir une approche plus réaliste du rendement immobilier qui doit se situer entre 
les rendements moyens du marché obligataire et ceux du marché des actions, nous allons 
intégrer le rendement locatif des biens immobiliers. 

Malheureusement, il n’existe pas d’informations officielles publiées par un organisme 
de référence au Maroc. Néanmoins, pour mesurer ces rendements locatifs, nous allons nous 
appuyer sur les estimations fournies par le SMAP Bruxelles 201636 qui estiment la rentabilité 
d’un investissement locatif entre 5% et 6% annuels pour le résidentiel principal.  

L’évolution de cette rentabilité sera fixée à 5% tous les 3 ans. En effet la loi n°67-12 
(contrat de bail) régissant les rapports contractuels entre bailleur et locataires, impose que la 
révision du montant de location ne peut avoir lieu  avant un délai de 3 ans avec un seuil maximal 
de 8% pour les locaux à usage d’habitation et à 10% pour les locaux à usage professionnel. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                 
36 Salon de l’Immobilier et de l’art de vivre marocain à Bruxelles : Salon organisé par SMAP group dans 

plusieurs villes en Europe et Moyen orient afin de promouvoir l’immobilier et l’art de vivre marocain, il est 
fréquenté par un grand nombre de promoteurs , constructeurs ,notaires et autres professionnels européens et 
marocains. 
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Risque Inflation  
Tout d’abord,  nous allons rappeler la définition de l’inflation et ses principales mesures, 

puis par une démarche similaire à celle exposée dans la partie précédente, nous allons procéder 
à l’estimation des paramètres. 

1. Définition et mesure de l’inflation : 
1.1. Définition de l’inflation : 
L’INSEE37 définit l’inflation comme la perte du pouvoir d’achat de la monnaie se 

traduisant par une augmentation générale et durable des prix. Elle ne doit pas être confondue 
avec l’augmentation du coût de la vie, qui évalue uniquement le coût moyen des biens et 
services habituellement consommés par les ménages dans une région donnée. Il existe diverses 
explications à la hausse des prix : 

�x Inflation par la demande : L’inflation est due à un excès de demande par rapport à 
l’offre. Afin de rétablir l’équilibre, les prix augmentent (l’école Keynésienne). 

�x Inflation par les coûts : Le prix d’un produit augmente  car son coût de fabrication 
augmente, ceci est généralement dû à une hausse des salaires ou encore à une hausse 
des matières premières qui le compose. 

�x Théorie monétaire : Pour l’école monétariste de Milton Friedman, l’inflation est 
expliquée par un excès  de la création monétaire comparée à la production. 

�x Inflation structurelle : L’inflation n’est qu’un symptôme des déséquilibres de 
l’économie. Ces déséquilibres seraient provoqués par tous les éléments qui éloignent 
l’économie du modèle théorique où le prix est unique et stable. Par exemple l’existence 
de systèmes de protection sociale, les marchés monopolistiques ou oligopolistiques. 

1.2. Mesure de l’inflation : 
Pour évaluer le taux d’inflation, on utilise souvent l’indice des prix à la consommation 

(IPC). Ce dernier mesure les variations, dans le temps, des prix des biens de consommation et 
des services acquis, utilisés ou payés par les ménages et pondérés par leur part dans la 
consommation moyenne des ménages. 

 L’IPC vise à couvrir toute la palette des biens et services consommés par la population 
d’un pays donné. Il se base sur un panier représentatif qui se compose des biens et services 
faisant l’objet d’achats fréquents, voire d’une consommation quotidienne.  

L’IPC au Maroc n’est calculé et publié mensuellement qu’à partir de l’année 2007, pour 
remplacer l’indice du coût de la vie (ICV) initié en 1991. Les deux indices n’ont pas le même 
ordre de grandeur, vu que l’IPC possède un panier plus représentatif que son prédécesseur, mais 
en termes de variations, les deux indices sont équivalents.  

Preuve avec le graphe dans la page suivante repris du rapport  publié par l’HCP38 : 

                                                 
37 L’Institut national  de la statistique et des études économiques. 
38 IPC - méthodologie et principaux résultats (8 décembre 2009) 
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Figure 34 : Graphe de comparaison entre les indices IPC et ICV entre 2007 et 2009 

Comme nous pouvons le remarquer, les variations de l’IPC s’inscrivent dans une 
certaine continuité des variations de l’ICV. 

2. Calibrage du modèle de l’inflation : 
2.1. Choix des données :  
Pour modéliser le taux d’inflation, Ahlgrim et Al. [2005] suppose que l’inflation suit un 

processus d’Ornstein-Uhlenbeck calibré sur les données du marché américain (CPI39). Le 
modèle que nous allons utiliser sera calibré sur la variation logarithmique de l’IPC fourni par 
le Haut-Commissariat au Plan  noté 𝑖𝑡. 

Avec : 

𝑖𝑡 = 𝐿𝑛 (
𝐼𝑃𝐶𝑡
𝐼𝑃𝐶𝑡−1

) 

Le taux d’inflation est calculé en glissement annuel. Dans ce qui suit 𝐼𝑃𝐶𝑡 représente 
l’Indice de Prix à la Consommation de l’année t  pour un mois donné et 𝐼𝑃𝐶𝑡−1 celui de l’année 
t-1 du même mois. Ceci permet donc d’obtenir un historique de taux d’inflation annuel à 
fréquence mensuelle. 

Le taux d’inflation entre Janvier-1991 et Février-2016 est présenté dans le graphe ci-
dessous. 

 
Figure 35 : Variation du taux d'inflation entre 1991 et 2016 

                                                 
39 Consumer Price Index fourni par bureau of labor and statistics. 
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Nous étudierons deux périodes possibles pour notre historique, la première 2007-2016 
qui comprend l’IPC seul et une deuxième plus longue entre 1991-2016 qui considère l’ICV et 
l’IPC. 

�x Tests et Statistiques descriptives des deux séries :  

 

1991-2016 2006-2016 

Moyenne 2,53% 1,6% 

Ecart-type 2,24% 2,45% 

Médiane 1,99% 1,68 

Maximum 9,59% 5,22% 

Minimum -1,68% -1,57% 

Coefficient d’asymétrie 0.09281 0,2206 

Coefficient d’aplatissement 0.5553 -0,403 

P-value du test Jarque Bera 3.75 10-11 0.4362 

 

Nous remarquons que la stationnarité n’est pas rejetée pour la série 1991-2016 
contrairement à la série 2006-2016. 

D’après les fonctions d’autocorrélation partielles, les deux séries correspondent bien à 
un processus autorégressif d’ordre 1. 

 
Figure 36 : Diagramme d'Autocorrélation partielle de la série du taux d'inflation 
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2.2. Calibrage du modèle : 
Le processus d’Ornstein-Uhlenbeck suppose la dynamique suivante : 

𝑑𝑖𝑡 =  𝑘𝑖𝑛𝑓(µ𝑖𝑛𝑓 − 𝑖𝑡) 𝑑𝑡 + 𝜎𝑖𝑛𝑓 𝑑𝐵𝑖𝑛𝑓,𝑡 

Avec :  

�x 𝑘𝑖𝑛𝑓 : Vitesse de retour à la moyenne du taux d’inflation  
�x µ𝑖𝑛𝑓 : Le taux d’inflation moyen sur le long terme  
�x 𝜎𝑖𝑛𝑓 : Volatilité du processus  
�x 𝐵𝑖𝑛𝑓,𝑡 : Mouvement Brownien Standard  

La version équivalente en temps discret devient :  

∆𝑖𝑡 = 𝑖𝑡+1 − 𝑖𝑡 = 𝑘𝑖𝑛𝑓(µ𝑖𝑛𝑓 − 𝑖𝑡) ∆𝑡 + 𝜎𝑖𝑛𝑓𝜀𝑖𝑛𝑓,𝑡 √∆𝑡 

𝑖𝑡+1 = 𝑘𝑖𝑛𝑓∆𝑡µ𝑖𝑛𝑓 + (1 − 𝑘𝑖𝑛𝑓)𝑖𝑡 + 𝜎𝑖𝑛𝑓𝜀𝑖𝑛𝑓,𝑡 √∆𝑡 

Nous remarquons à partir de cette équation que l’inflation attendue est une moyenne 
pondérée entre la plus récente observation et le taux d’inflation moyen sur le long terme. 

La démarche utilisée pour estimer les paramètres des rendements immobiliers est reprise 
pour estimer les paramètres du taux d'inflation.  

�x Pour la série 1 (1991-2016) :   

 

�x Pour la série 2 (2006-2016) :  

 
 

�x Synthèse des résultats obtenus :  
Période de calibrage 𝐾̂𝑖𝑛𝑓  µ̂𝑖𝑛𝑓  𝜎̂𝑖𝑛𝑓 BIC AIC 

1991-2016 0.0876 0.0256 0.0244 -1969.81 -1980.94 

2006-2016 0.1634 0.0166 0.0197 -845.70 -854.09 
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Remarque :  

L'inflation revêt une importance capitale pour notre générateur dans le sens ou l'assureur 
cherche en permanence à appréhender la rémunération réelle de son investissement et à pouvoir 
mesurer l'érosion monétaire que pourrait subir son portefeuille. 

Il est à noter que l’impact de l’inflation diffère selon la nature du portefeuille. En effet 
dans le cas de titres de type action, l’inflation n’aura pas d’effet majeur ou dangereux car les 
résultats (et par suite les dividendes) des entreprise iront dans le même sens de l’inflation. 
Cependant, dans le cas de titres versants des coupons fixes tel que les bons de trésor,  le pouvoir 
d’achat de l’investisseur sera bien érodé à la maturité de placement et dans ce cas il serait plus 
judicieux d’évaluer le rendement réel de son investissement et non le rendement nominal.  

2.3. Backtest du modèle :  
Afin de tester notre modèle, nous utilisons une projection sur les 76 derniers mois à 

partir des deux séries. La projection est le résultat de 5000 simulations (Monte-Carlo). 

Voici le graphique qui résume le backtesting effectué :  

 
Figure 37 : Résultat du BackTest du modèle de l'évolution du taux d'inflation 

A partir des résultats du Back test, nous remarquons que la série comprenant uniquement 
la variation de l’IPC (2007-2016) approche mieux les données observées. Ceci s’explique 
principalement par la logique du modèle d’Ornstein-Uhkenbeck  basée  sur une dynamique de 
retour à la moyenne. En effet, la variation moyenne de la deuxième série est faible comparé à 
celle qui couvre la totalité de l’historique.  

Rappelons que le début des années 90 a été marqué par de fortes variations de l’inflation 
(allant jusqu’à 10%). Ceci a pour effet d’accroitre la moyenne estimée du modèle et par 
conséquent les résultats de la projection s’écarteront de la tendance générale observée durant 
les dernières années. 

Ainsi, nous retiendrons les résultats de la deuxième série pour les besoins de projection. 
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2.4. Projection de l’inflation : 
Le résultat de 5000 simulations Monte-Carlo donne le graphique suivant :  

 
Figure 38 : Trajectoires simulés du taux d'inflation sur un horizon de 30ans. En Jaune le 

scénario central. En Tirets la borne inférieur et supérieur de l'intervalle de confiance au seuil  
5% 

Nous obtenons des niveaux d’inflation très variés allant de -13% à +15% avec un 
scénario central autour de 1.6%. 

 
Figure 39 : Scénario central de l'évolution du taux d'inflation sur 30ans 

 

Maintenant que nous avons construit notre GSE selon les différentes phases 
d'implémentation exposées ci-haut , nous procéderons dans la suite du travail à une application 
concrète. Il s'agit de la projection des flux de l'actif et du passif liés à un produit de retraite 
complémentaire. 
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Chapitre 3 :  

Projection du Passif et de 

l’Actif 
 

 

Dans ce troisième chapitre, nous exposerons la 
démarche suivie pour effectuer la projection du passif d’une 
caisse de retraite et les règles de gestion des placements de 
l'actif. 
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La première partie de ce chapitre sera consacrée à la présentation du produit sur lequel 
nous allons travailler et le démarche suivie pour projeter les différents flux du passif. La 
deuxième partie s'intéressera à la valorisation des placements ainsi qu'aux règles de gestion 
de l'actif. 

Projection du Passif  
1. Présentation du produit :  

Le produit sur lequel nous allons travailler, est un produit de retraite complémentaire. Il 
offre aux affiliés de cette caisse de retraite, la possibilité de bénéficier d'un revenu 
complémentaire à partir de 60 ans (âge légal du départ en retraite) avec un âge maximal à la 
liquidation fixé à 65 ans. 

Les affiliés ont le droit de liquider leur retraite sous forme de capital ou de rente viagère 
trimestrielle à terme échu41. De plus, la caisse garanti la parfaite liquidité de chaque contrat: 
tout affilié a le droit de racheter son contrat à tout moment moyennant une pénalité. 

En cas de décès de l'affilié, un capital calculé sur la base de la rente trimestrielle acquise 
à 60 ans sera versé aux ayants droit42. 

Ce produit de retraite complémentaire est décliné en deux tarifs :  

�x Tarif 1 : Table de mortalité PF60-64 et taux minimal garanti de 4,5%  
�x Tarif 2 : Table de mortalité RF40-49 et taux minimal garanti de 3,5% (en arrêt). 

Seul le tarif 1 est toujours en commercialisation.  

1.1. Base de données :  
1.1.1. Présentation des données  
La base dont nous disposons, comporte 470 326 affiliés, agrégés par âge (entre 30 et 59 

ans) et par sexe pour chaque tarif. 

Elle comporte aussi, les rentes acquises pour chaque effectif43 et pour chaque tarif. 

1.1.2. Fiabilisation des données : 
Un ensemble de retraitement a été opéré sur la base source avant l'agrégation. Ces 

retraitements ont consisté à : 

- Eliminer les doublons  
- Corriger les sexes invalides  
- Retraiter les données manquantes à partir d'autres fichiers44 
- Remplacer les dates de naissance non conformes  

1.2. Statistiques de la base de données  
1.2.1. Pyramide des âges des affiliés :  
La population des affiliés est dominée par le sexe masculin qui constitue 71,6% avec 

336 572 hommes. 

                                                 
41 Versée en fin de trimestre. 
42 Membre de la famille du bénéficiaire de la retraite (ses enfants ou son conjoint)  
43 Effectif d'affiliés du même sexe et du même âge. 
44 Pour des raisons de confidentialité, nous n'allons pas citer en détail la procédure des retraitements 

effectués. 
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Au niveau de l'âge moyen, la population féminine est légèrement plus jeune avec un âge 
moyen de 42,5 ans alors que celle des  hommes possède un âge moyen de 44,3 ans. 

 
Figure 40 : Pyramide des âges de la population actuelle de la caisse de retraite 

Les pics à 50 ans et à 45 ans pour les hommes et pour les femmes respectivement, sont 
issus du retraitement des âges au niveau de la base de données source. En effet, un âge moyen 
a été affecté aux affiliés n'ayant pas de date de naissance ou ayant un âge invalide. Ces pics ne 
correspondent pas aux moyennes d'âge calculées car les affiliés ayant un âge supérieur à 60 ans 
ou inférieur à 30 ans ne sont pas pris en compte dans la base de données avec laquelle nous 
avons travaillé. 

1.2.2.  Répartition par tarif des affiliés :  

 
Figure 41 : Répartition des affiliés de la caisse par Tarif  

Une minorité des affiliés dispose toujours de contrats sous le tarif 2 (1411 affilié). Ceci 
est justifié par l'arrêt de la commercialisation de ce tarif dû à l'obsolescence de la table de 
mortalité RF datant des années 40 qui sous-estime fortement l'espérance de vie. 
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1.2.3. Rentes acquises   
Afin de réduire le temps de calcul et simplifier les projections réalisées, nous avons 

attribué pour chaque âge une rente moyenne acquise à 60 ans. Cette rente est calculée à l'aide 
d'un tableau croisé dynamique sur Excel à partir de la base agrégée.   

Dans la suite, cette rente servira au calcul des engagements de la caisse et des différents 
flux de sortie. 

2. Hypothèses actuarielles :  
Les hypothèses actuarielles représentent l'ensemble des hypothèses fixées au départ 

d'une projection où d'un calcul des engagements, en vue d'estimer et de quantifier les différents 
évènements futurs affectant la population soumise au risque (mortalité, rachat, types de sorties 
…). 

2.1. Table de mortalité  
La table de mortalité est un tableau décrivant la façon dont la mortalité évolue avec 

l’âge. Son principe est de suivre une cohorte de la naissance jusqu’à la disparition totale. 
La table retenue pour suivre le décès des affiliés dans le scénario central est la table  

française PF 60-64. 

2.2. Rachat  
Le rachat est défini comme le retrait partiel ou total45 de l'épargne constituée par l'affilié. 

La prise en compte du phénomène de rachat est primordiale à la caisse de retraite.  En 
effet, elle permet le réajustement de la stratégie de gestion actif\passif ainsi que l'optimisation 
du stock de réserve. 

Il existe deux types de rachat :  

- Rachat conjoncturel : Lié à la conjoncture économique du pays. 
- Rachat structurel : Lié au comportement de l'assuré. 

Dans une étude interne menée par cette caisse de retraite, le taux de rachat est estimé 
annuellement à 0,7%. 

Tout rachat est assorti d'une pénalité s'élevant à 10% du solde racheté. 

2.3. Prorogation : 
La prorogation est l'action d'étendre la durée du contrat au-delà du terme imparti. Elle 

permet en particulier à l'affilié de continuer à fructifier la retraite constituée. 

Dans notre cas, l'affilié peut choisir de rester dans le régime jusqu’à 65 ans. Pour bonifier 
sa retraite, sa rente acquise à 60 ans est multipliée par un coefficient de prorogation fourni par 
la table ci-dessous :  

 

 

 

 

 

                                                 
45 Seul le rachat total sera pris en considération dans l'étude. 
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Age à la liquidation Coefficient 

60 1,00 

61 1,05 

62 1,1 

63 1,15 

64 1,20 

65 1,25 

Tableau 7 : Tableau des coefficients à appliquer en cas de prorogation 

2.4.  Liquidation  
Mis à part les sorties par rachat, l'affilié a le choix entre 60 et 65 ans de liquider sa 

retraite sous forme de capital ou sous forme d'une rente viagère trimestrielle. 

La différence entre ces deux formes de sorties, réside dans la réglementation46 en 
vigueur qui prévoit en cas de sortie en rente viagère, le recalcul de l'engagement en utilisant la 
table TV 88-90. Effectivement, un engagement calculé par les tables PF 60-64 ou RF 46-49 
sous estimerait l'espérance de vie, ce qui a pour conséquence de sous-estimer l'engagement de 
la caisse de retraite vis-à-vis de ses affiliés. 

En cas de décès avant le terme du contrat, la caisse versera aux ayants droit l'intégralité 
de la retraite constituée sous forme de capital, sans pénalité. 

Le schéma dans la page suivante résume l'ensemble des sorties possibles :  

                                                 
46 Circulaire N° DAPS/EA/06/04 DU 13 février 2006 
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Les statistiques rapportées par la caisse de retraite, estiment que 83,4% des affiliés choisissent 
une sortie sous forme de capital. Par prudence, nous retiendrons la valeur de 50% dans les 
simulations. 

Age de sortie Probabilité de sortie 

60 75% 

61 8% 

62 3% 

63 3% 

64 3% 

65 5.5% 

Tableau 8 : Table des probabilités des sorties 

2.5. Frais de gestion  
Les frais de gestion désignent l'ensemble des frais liés à la gestion administrative d'un 

contrat.  

Ces frais sont fixés à 0,6% annuels de l'engagement total de la caisse de retraite à 
l'instant initial de la projection. Ils seront ensuite indexés sur l'évolution de l'inflation.  

Décès Rachat 

Affiliés 

Capital 
constitué sans 

pénalité 

Capital 
constitué + 

pénalité de 10% 

Capital + prorogation 
si >60 ans 

Rente viagère + 
prorogation si >60 ans + 

recalcul de 
l'engagement avec la TV 

88-90 

Liquidation 

Capital Rente 
viagère 
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3.  Projections actuarielles :  
Les projections actuarielles réalisées supposent que la caisse de retraite est en run-off. 

En d'autre terme, il y a arrêt de toute nouvelle souscription sur le portefeuille de risque actuel. 
Les réserves seront projetées jusqu'à disparition totale de la cohorte initiale.  

3.1.  Etape 1 : Projections des effectifs  
Cette première étape consistera à projeter le nombre d'affiliés par âge en s'appuyant sur 

les effectifs agrégés de la base de données initiale et les probabilités des différents risques cités 
dans les hypothèses actuarielles (décès, rachat, liquidation). 

𝐷é𝑐è𝑠 𝑥,𝑖
𝑡𝑎𝑟𝑖𝑓 = 𝐸𝑓𝑓𝑒𝑐𝑡𝑖𝑓 𝑥,𝑖

𝑡𝑎𝑟𝑖𝑓 ∗ 𝑞𝑥 

𝑅𝑎𝑐ℎ𝑎𝑡𝑠 𝑥,𝑖
𝑡𝑎𝑟𝑖𝑓 = 𝐸𝑓𝑓𝑒𝑐𝑡𝑖𝑓 𝑥,𝑖

𝑡𝑎𝑟𝑖𝑓 ∗ 𝑟𝑥 

𝐿𝑖𝑞𝑢𝑖𝑑𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠 𝑥,𝑖
𝑡𝑎𝑟𝑖𝑓 = 𝐿𝑖𝑞𝑢𝑖𝑑𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠 𝑅𝑒𝑛𝑡𝑒 𝑥,𝑖

𝑡𝑎𝑟𝑖𝑓 + 𝐿𝑖𝑞𝑢𝑖𝑑𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠 𝐶𝑎𝑝𝑖𝑡𝑎𝑙 𝑥,𝑖
𝑡𝑎𝑟𝑖𝑓 =

𝐸𝑓𝑓𝑒𝑐𝑡𝑖𝑓 𝑥,𝑖
𝑡𝑎𝑟𝑖𝑓 ∗ 𝑠𝑥  

Avec :  

- 𝑇𝑎𝑟𝑖𝑓 𝜖 {1,2} 
- 𝐸𝑓𝑓𝑒𝑐𝑡𝑖𝑓 𝑥,𝑖

𝑡𝑎𝑟𝑖𝑓: Groupe d'affilié d'âge x au début de l'année i sous le tarif indiqué  
- 𝑞𝑥: Probabilité de décès entre l'âge x et x+1 
- 𝑟𝑥 : Probabilité de rachat à l'âge x  
- 𝑠𝑥 : Probabilité de sortie en retraite à l'âge x  

Après le calcul des personnes ayant quitté le régime durant l'année i, nous en déduisons 
l'effectif qui sera présent au début de l'année i+1. 

𝐸𝑓𝑓𝑒𝑐𝑡𝑖𝑓 𝑥+1,𝑖+1
𝑡𝑎𝑟𝑖𝑓 = 𝐸𝑓𝑓𝑒𝑐𝑡𝑖𝑓 𝑥,𝑖

𝑡𝑎𝑟𝑖𝑓 − 𝐷é𝑐è𝑠 𝑥,𝑖
𝑡𝑎𝑟𝑖𝑓 − 𝑅𝑎𝑐ℎ𝑎𝑡𝑠 𝑥,𝑖

𝑡𝑎𝑟𝑖𝑓 −

𝐿𝑖𝑞𝑢𝑖𝑑𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠𝑥,𝑖
𝑡𝑎𝑟𝑖𝑓  

3.2. Etape 2 : Calcul des flux  
Les effectifs calculés dans la première étape  sont associés aux commutations 

actuarielles de chaque type de liquidation pour projeter les différents flux pour l'an 𝑖 : 
 

� Flux capital : 

𝐹𝑙𝑢𝑥 𝑐𝑎𝑝𝑖𝑡𝑎𝑙𝑖 = ∑ 𝑅𝑇𝑀𝑥,60
1 ∗ 𝑎60−𝑥

1
𝑥
(4) ∗ 𝐿𝑖𝑞𝑢𝑖𝑑𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠 𝐶𝑎𝑝𝑖𝑡𝑎𝑙𝑥,𝑖1 + 𝑅𝑇𝑀𝑥,60

2 ∗ 𝑎60−𝑥
2
𝑥
(4)

65

𝑥=55
∗ 𝐿𝑖𝑞𝑢𝑖𝑑𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠 𝐶𝑎𝑝𝑖𝑡𝑎𝑙𝑥,𝑖2  

- 𝑅𝑇𝑀𝑥,60  
1,2 : 𝑅𝑒𝑛𝑡𝑒 𝑡𝑟𝑖𝑚𝑒𝑠𝑡𝑟𝑖𝑒𝑙𝑙𝑒 𝑚𝑜𝑦𝑒𝑛𝑛𝑒 𝑎𝑐𝑞𝑢𝑖𝑠𝑒 à 60 𝑎𝑛𝑠 𝑝𝑜𝑢𝑟 𝑙𝑒 𝑎𝑓𝑓𝑖𝑙𝑖é 𝑑′â𝑔𝑒 𝑥 𝑠𝑜𝑢𝑠 𝑡𝑎𝑟𝑖𝑓 1 𝑜𝑢 2  

- 𝑎60−𝑥
1,2

𝑥
(4) ∶ 𝑅𝑒𝑛𝑡𝑒 𝑣𝑖𝑎𝑔è𝑟𝑒 𝑑𝑖𝑓𝑓é𝑟é𝑒 𝑑𝑒  60 − 𝑥, 𝑝𝑎𝑦𝑎𝑏𝑙𝑒 4 𝑓𝑜𝑖𝑠 𝑝𝑎𝑟 𝑎𝑛𝑠 𝑝𝑜𝑢𝑟 𝑢𝑛 𝑎𝑓𝑓𝑖𝑙𝑖é 𝑑′â𝑔𝑒 𝑥 

𝑎𝑣𝑒𝑐 𝑡𝑎𝑟𝑖𝑓 1 𝑜𝑢 2 

La formule de de rente viagère différée est calculée sur la base des paramètres de chaque 
tarif. 
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� Flux rente :  

𝐹𝑙𝑢𝑥 𝑟𝑒𝑛𝑡𝑒𝑖 = ∑ 𝑅𝑇𝑀𝑥,60
1 ∗ 𝑎60−𝑥

1
𝑥
(4) ∗ 𝐿𝑖𝑞𝑢𝑖𝑑𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠 𝑟𝑒𝑛𝑡𝑒𝑥,𝑖1 + 𝑅𝑇𝑀𝑥,60

2 ∗ 𝑎60−𝑥
2
𝑥
(4) ∗ 𝐿𝑖𝑞𝑢𝑖𝑑𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠 𝑟𝑒𝑛𝑡𝑒𝑥,𝑖2

65

𝑥=55

 

Comme indiqué dans la section 2.4, le calcul de la rente viagère utilisera la table TV 88-
90 et le taux minimal garanti de chaque tarif. 

� Flux rachat :  

𝐹𝑙𝑢𝑥 𝑟𝑎𝑐ℎ𝑎𝑡𝑖 = (1 − 𝑝é𝑛𝑎𝑙𝑖𝑡é) ∗∑𝑅𝑇𝑀𝑥,60
1 ∗ 𝑎60−𝑥

1
𝑥
(4) ∗ 𝑅𝑎𝑐ℎ𝑎𝑡𝑠𝑥,𝑖1

𝑥

+ 𝑅𝑇𝑀𝑥,60
2 ∗ 𝑎60−𝑥

2
𝑥
(4) ∗ 𝑅𝑎𝑐ℎ𝑎𝑡𝑠𝑥,𝑖2  

� Flux décès : 

𝐹𝑙𝑢𝑥 𝑑é𝑐è𝑠𝑖 =∑𝑅𝑇𝑀𝑥,60
1 ∗ 𝑎60−𝑥

1
𝑥
(4) ∗ 𝐷é𝑐è𝑠𝑥,𝑖1

𝑥

+ 𝑅𝑇𝑀𝑥,60
2 ∗ 𝑎60−𝑥

2
𝑥
(4) ∗ 𝐷é𝑐è𝑠𝑥,𝑖2  

Remarque :  

Si 𝑥 > 60 𝑎𝑛𝑠  alors 𝑎60−𝑥
1,2

𝑥
(4) = 𝑎60

(4) ∗ 𝐶𝑜𝑒𝑓𝑓𝑖𝑐𝑖𝑒𝑛𝑡 𝑑𝑒 𝑝𝑟𝑜𝑟𝑜𝑔𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛𝑥  

� Frais de gestion :  

𝐹𝑟𝑎𝑖𝑠 𝑑𝑒 𝑔𝑒𝑠𝑡𝑖𝑜𝑛𝑖 = 0.006 ∗ 𝐸𝑛𝑔𝑎𝑔𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡 𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙𝑖 ∗ ∏ (1 + 𝑡𝑘)𝑖
𝑘=1   

- 𝑡𝑘: 𝑇𝑎𝑢𝑥 𝑑′𝑖𝑛𝑓𝑙𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 à 𝑙′𝑎𝑛𝑛é𝑒 𝑘 

3.3. Etape 3 : Calcul de l'engagement de la caisse de retraite  
L'engagement en début d'année est calculé à partir des effectifs ayant survécu. 

𝐸𝑛𝑔𝑎𝑔𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡 𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 𝑖+1 = ∑ ∑ 𝐸𝑓𝑓𝑒𝑐𝑡𝑖𝑓 𝑥,𝑖+1𝑡
𝑡 𝜖{1,2}𝑥 *𝑅𝑇𝑀𝑥,60

𝑡 ∗ 𝑎60−𝑥
𝑡
𝑥
(4) 

Ces trois étapes sont réitérées jusqu'à l'extinction de l'engagement total. 
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Projection de l'Actif  
La valeur initiale des placements correspond à l'engagement calculé au début de 2016 

qui s'établi selon les calculs à 7 676 982 101 MAD. 

1. Valeur des actifs :  
La valeur des actifs constituant notre portefeuille sont évalués de la manière suivante :  

�x Actions : 

𝑉𝑎𝑙𝑒𝑢𝑟 𝑑𝑢 𝑓𝑜𝑛𝑑 𝑎𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛𝑡+1 = 𝑉𝑎𝑙𝑒𝑢𝑟 𝑑𝑢 𝑓𝑜𝑛𝑑 𝑎𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛𝑡 ∗ (1 + ∆ 𝑀𝐴𝐷𝐸𝑋𝑡→𝑡+1) 

�x Immobilier :  
 
𝑉𝑎𝑙𝑒𝑢𝑟 𝑑𝑢 𝑓𝑜𝑛𝑑 𝑖𝑚𝑚𝑜𝑏𝑖𝑙𝑖𝑒𝑟𝑡+1 = 𝑉𝑎𝑙𝑒𝑢𝑟 𝑑𝑢 𝑓𝑜𝑛𝑑 𝑖𝑚𝑚𝑜𝑏𝑖𝑙𝑖𝑒𝑟𝑡 ∗ (1 + ∆𝐼𝑃𝐴𝐼𝑡→𝑡+1) 

 
�x Obligations :  

Le prix d'une obligation de maturité résiduelle T versant un coupon annuel fixe C est 
donné par : 

𝑃 = 𝐶 ∗ (1 + 𝑡𝑧𝑐1)
−1 + 𝐶 ∗ (1 + 𝑡𝑧𝑐2)

−2
+ ⋯+ (𝐶 + 𝑁) ∗ (1 + 𝑡𝑧𝑐𝑇)

−𝑇
 

Avec 𝑡𝑧𝑐𝑖 le taux zéro coupon de maturité 𝑖 et 𝑁 la valeur nominale.  

2. Allocation du fond initial : 
Le fond initial sera réparti sur les 3 classes d'actif de la manière suivante :  

Actions Immobilier Bons de trésor 

40,00% 35,00% 25,00% 

 

Pour optimiser le portefeuille obligataire,  l'allocation entre les différentes maturités 
offertes par le marché des bons de trésor se basera sur l'égalisation de la duration du portefeuille 
obligataire et celle du passif.  

- Rappel du concept de duration :  

Le concept de duration48, apporte dans un premier temps une réponse à la question 
suivante: dans combien d'années, le prix de l'obligation va être remboursé par ses propres flux?  

La duration permet aussi de mesurer la sensibilité des instruments financiers par rapport 
aux variations du taux d'intérêt.  

Elle se calcule par la formule suivante :  

𝐷 =
∑ 𝑡𝑖 ∗ 𝑐𝑖

(1 + 𝑟)𝑡𝑖
𝑛
𝑖=1

∑ 𝑐𝑖
(1 + 𝑟)𝑡𝑖

𝑛
𝑖=1

 

- t𝒊 = 𝟏, . . 𝒏 

                                                 
48 Macaulay duration 
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- 𝑐𝑖: 𝐶𝑜𝑢𝑝𝑜𝑛 𝑣𝑒𝑟𝑠é à 𝑙′𝑖𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡 𝑖  
- 𝑟 ∶ 𝑇𝑎𝑢𝑥 𝑧é𝑟𝑜 𝑐𝑜𝑢𝑝𝑜𝑛 𝑑𝑒 𝑚𝑎𝑡𝑢𝑟𝑖𝑡é t𝒊 

Dans le cas d'un portefeuille, la duration est égale à la moyenne pondérée (proportion 
de chaque actif) des durations d'actifs qui le compose.  

� Duration du passif :  

La duration du passif est calculée par la même formule, en actualisant les flux projetés 
dans l'étape 2 par les taux zéro coupon de la courbe observée.  

Après calcul, la duration de notre passif est égale à 8,23 ans. 

� Allocation égalisant les durations :  

Les bons de trésor disponibles à l'instant de projection sont :  

Maturité 
(Année) 1 2 5 10 15 20 30 

Coupon 2,15% 2,20% 3,10% 3,50% 3,20% 3,55% 4,85% 

Duration 1,00 1,98 4,71 8,61 12,01 14,39 16,84 

 

Le solveur disponible sur Excel, nous propose l'allocation suivante qui satisfait la 
contrainte de duration imposée :  

 
Figure 42 : Allocation initiale du portefeuille d’actifs 

3. Gestion des placements :  
Afin de simplifier la gestion des placements, l'acquisition et la cession des parts détenues 

se basera sur la liquidité des actifs :  

- Si les flux à régler sont supérieurs aux produits financiers alors il y a cession des actions 
ensuite des biens immobiliers. 

- Si un bénéfice est réalisé, il est placé en action à condition que la valeur du fond action 
soit inférieure à 70% de la valeur du portefeuille, sinon il sera placé en immobilier.  

L'algorithme dans la page suivante explicite la gestion proposée :  

Allocation du portefeuille 

Action

Immobilier

Obligation 1A

Obligation 2A

Obligation 5A

Obligation 10A

Obligation 15A

Obligation 20A
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Chapitre 4 :  

Outil et Résultats 
 

 Ce dernier chapitre, présente l’outil 
conçu sur VBA , ses résultats et une étude de 
sensibilité des différentes classes d'actif. 
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L'étape finale de l'étude que nous avons menée, est de créer un outil souple et 
parcimonieux, permettant d'avoir une approche économique de la valeur des placements et des 
engagements de l'organisme envers ses affiliés  

L'outil réalisé offre la possibilité d'analyser les différentes situations auxquelles sera 
confrontée la caisse de retraite, via les trajectoires simulées à partir des modèles stochastiques. 

1. Présentation de l'outil :  
Programmé sous VBA Excel, il contient 11 feuilles comprenant un tableau de bord, les 

hypothèses, les différents risques simulés, les projections actuarielles et un récapitulatif des 
scénarios projetés. 

1.1. Tableau de bord   
Facilement configurable, il permet de fixer l'ensemble des paramètres de la projection 

et de déterminer le nombre de trajectoires à simuler. 

 
Figure 43 : Tableau de bord de l'outil  sur VBA 

1.2. Hypothèses : 
Cette feuille détaille l'ensemble des hypothèses considérées pour la projection des 

placements et l'évolution des engagements. 
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Figure 44 : La plage des hypothèses sur l'outil 

1.3. Risques action, immobilier, inflation et taux  
L'ensemble des risques sont simulés via une simulation Monte-Carlo, avec une 

possibilité de modifier les paramètres des modèles49.  

 

Figure 45 : Simulation des trajectoires de l'évolution du risque immobilier 
1.4. Projection de l'engagement   

Les projections sont sous la forme de deux tableaux distincts (pour chaque tarif) incluant 
l'ensemble des flux cités dans la section 4 du chapitre 3 (Projections actuarielles). 

                                                 
49 Les paramètres estimés dans les chapitres précédents sont utilisés par défaut. 
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Figure 46 : Exemple de projection du passif sur l'outil (année 2017/ Tarif 2) 

1.5. Consolidations  
Cette feuille retrace en détails les trajectoires simulées et les produits financiers obtenus 

par année pour toutes les classes d'actifs ainsi que le montant total des flux sortants. 
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Figure 47 : Tableau de consolidation de l'outil 

2. Résultats et interprétations : 
2.1. Engagement des tarifs 1 et 2 :  

En utilisant les formules présentées dans le chapitre précédant, l'engagement total de la 
caisse de retraite s'élève à  7 676 982 101 MAD  à l'instant initial dans le cas de l'hypothèse de 
liquidation capital à 50%. 

Le graphe suivant illustre les projections réalisées en run-off : 

 
Figure 48 : Projection de l'engagement 

L'engagement de la caisse envers ses affiliés dure exactement 37 ans avant de s'éteindre. 
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Le graphe suivant retrace l'écoulement des différents flux suivant le scénario central : 

 
Figure 49 : Projection des flux 

Les flux sortants atteignent leur maximum en 2021 compte tenu de la pyramide des âges 
exposée précédemment et de la distribution de la rente acquise.  

2.2. Sensibilité des flux par rapport à l'hypothèse de liquidation :  
Avec le changement de l'hypothèse initiale de liquidation en capital à 50%, nous 

remarquons un impact important au niveau des flux futurs. L'histogramme suivant illustre 
l'impact de la hausse des liquidations en rentes. 

 
Figure 50- Impact de la répartion du type de liquidation 

Il est à noter que la différence entre le scénario pessimiste (5% Capital/ 95% Rente) et 
le scénario central (50% Capital /50% Rente) s'établit à   598 717 017 MAD. 
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Ceci s'explique par le coût de rente induit par la table de mortalité utilisée (TV). Par 
exemple pour un taux minimal garanti de 3,5%, les tables affichent des coûts50 de rente 
différents à 60 ans : 

Table TV PF RF 

Coût de rente 15,39 13,58 11,03 

Tableau 12 : Le coût de rente selon la table de mortalité 

 

Comme nous pouvons remarquer, le coût induit par la table TV imposée par la 
réglementation dans le cas de sortie rente est significativement plus élevé. 

2.3. Sensibilité des Placements : 
La valeur des placements à travers le temps est très sensible à l'allocation initiale, en 

particulier à la part investie en actions. 

Dans ce qui suit nous allons analyser la sensibilité de la valeur marchande des 
placements.   

Portefeuille actions : 
En investissant 10% du fond initial en action, il est très probable que les placements 

n'arrivent pas à couvrir les engagements de la caisse, contrairement à un investissement de 50% 
où la caisse a plus de chance de rencontrer ses engagements. 

Ceci s'explique par la volatilité des actions supérieure à celle des deux autres classes 
d'actif (immobilier et bons de trésor) et par les dividendes plus rémunérateurs que ceux des bons 
de trésor. 

Illustration: 

 
Figure 51 : Scénario du fond action avec 10% investis  

                                                 
50 Pour une rente trimestrielle. 
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Figure 52 : Scénario du fond action avec 50% investis  

 

Portefeuille obligataire :  
Pour le portefeuille obligataire, les plus et moins-values latentes en fonction du niveau 

des taux sont moins importantes avec le temps dû à la somme investie dans les obligations à 
long terme et au remboursement des obligations de court et moyen terme.  

 

 
Figure 53 : Sensibilité du fond obligataire 

 

 

 

 

 

 

Portefeuille immobilier :  
La variation de la valeur du fond immobilier est fortement liée au comportement du fond 

action. En effet, la cession des investissements immobiliers ne se réalise qu'après l'épuisement 
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du portefeuille action. Dans un scénario optimiste où le fond action a une bonne rentabilité, le 
fond immobilier pourra assurer le relai et couvrir aisément les flux sortants. Dans le cas échéant, 
il est possible que le rendement immobilier ne soit pas suffisant pour couvrir les engagements 
de la caisse. 

 
Figure 54 : Sensibilité du fond immobilier 
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Conclusion : 
 

Le travail réalisé au cours de ce stage a porté sur la construction d’un générateur de 
scénarios économiques : Une problématique qui revêt une importance particulière face aux 
nouvelles exigences réglementaires (Solvency 2 et IFRS) et à la volonté des assureurs de piloter 
sainement leurs portefeuilles. 

Dans l’étude ainsi menée, il a d’abord été question de passer en revue les différents  
modèles existants dans la littérature et d’expliciter les différentes phases théoriques 
d’implémentation d’un GSE. 

En se penchant sur le cadre de travail élaboré par Ahlgrim et al. , nous avons calibré les 
risques de notre générateur suivant les différents modèles stochastiques proposés par celui-ci.  

Une deuxième phase du travail a été dédiée au développement d’un outil sur VBA-
Excel, qui consiste à projeter et à gérer les différents flux d’un produit de retraite 
complémentaire en exploitant les projections apportées par le GSE élaboré.  

En outre, cet outil intègre des règles de décision dynamiques qui permettent en fonction 
du besoin, de céder ou d’acquérir de nouveaux actifs. 

Néanmoins ce mémoire présente quelques limites liées à la construction du GSE. En 
effet le GSE mis place ne prend pas en considération les interactions existantes entres les 
différents risques étudiés. 

En guise de conclusion, le GSE mis en place a permis de réaliser des projections 
stochastiques qui ont servi à fournir une vision plus claire sur la capacité des placements à 
couvrir les prestations du produit retraite. 

Toutefois, il serait très intéressant de compléter ce travail en exploitant ce GSE pour des 
fins de gestion actif-passif (ALM). Ceci permettra entre autre à l’assureur d’optimiser ses 
placements et de s’immuniser face aux aléas futurs.  
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Annexe A : 
Processus Stationnaire : La stationnarité fixe la propriété d’invariance par rapport 

au temps t des lois de probabilité qui caractérisent le processus stochastique. Elle est en pratique 
très importante et peut être définie de différentes façons. 

� Stationnarité au sens strict : 

x(t) est dit stationnaire au sens strict, sur T intervalle de définition, si pour toute partition 
{t1, t2, · · · , tn} de T : 

∀ 𝑛 ∀ 𝜃 𝑝(𝑥(𝑡1),…..,𝑥(𝑡𝑛))(𝛼1, … , 𝛼𝑛) = 𝑝(𝑥(𝑡1+𝜃),…..,𝑥(𝑡𝑛+𝜃))(𝛼1,… , 𝛼𝑛) 

Avec  

                        - 𝑝(𝑥(𝑡1),…..,𝑥(𝑡𝑛))(𝛼1,… , 𝛼𝑛) ∶ densité de probabilité conjointe. 

� Stationnarité au sens large : 

La stationnarité au sens large est une notion plus pratique qui est définie à l’ordre deux 
et généralement à partir des deux premiers moments du processus. 

x(t) est un processus stochastique stationnaire au sens large si 

mx(t) = mx (indépendant du temps) 

P(t, τ) = P(t − τ) 

Avec P(t, τ) : matrice d’auto-covariance. 

Dans la condition précédente, la covariance peut être de façon équivalente remplacée 
par la corrélation. 

Une série chronologique est donc stationnaire si celle-ci est la réalisation d’un processus 
stationnaire, ce qui implique bien qu’elle ne comporte point de tendance et plus particulièrement 
aucun facteur évoluant avec le temps.  

Test de Dickey-Fuller : 
Les tests de Dickey-Fuller sont des tests qui permettent de détecter l’éventuelle 

existence d’une tendance de la série chronologique. En effet, c’est un test de racine unitaire qui 
estime l’hypothèse nulle de racine unitaire (ou non stationnaire). Il estime trois modèles 
différents, en considérant une série temporelle notée yt : 

1. Sans terme constant ni dérive temporelle : 

𝑦𝑡 =  𝜑1𝑦𝑡−1 + 𝜀𝑡  ⇒  ∆𝑦𝑡 =  ∅1𝑦𝑡−1 + 𝜀𝑡  

2. Avec terme constant et sans dérive temporelle : 
 ∆𝑦𝑡 =  ∅2𝑦𝑡−1 + 𝜇1 + 𝜀𝑡 

3. Avec terme constant et dérive temporelle : 
∆𝑦𝑡 =  ∅3𝑦𝑡−1 + 𝜇2 + 𝛽 𝑡 + 𝜀𝑡 

On distingue entre le test de Dickey-Fuller standard (DF) qui ne concerne que les 
processus autorégressifs d’ordre 1, et entre le test de Dickey-Fuller Augmenté (ADF) qui est 
un prolongement du premier et qui détecte la stationnarité d’un processus AR(p). 
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 L’ADF consiste aussi à estimer les trois modèles, tel que par exemple le modèle 
sans constante ni dérive temporelle s’écrit : 

∆𝑦𝑡 =  ∅𝑦𝑡−1 +∑𝛽𝑗 ∆𝑦𝑡−𝑗+1

𝑝

𝑗=2

+ 𝜀𝑡 

Enfin, on compare la valeur estimé du t Student associé au paramètre ∅ aux valeurs 
tabulées de cette statistique. Avec H0 : ∅ = 0. 

Test de Ljung-Box : 
Ce test statistique vérifie l’existence d’une autocorrélation à plusieurs ordres entre les 

variables d’une série temporelle. Tel que :  

H0 : la série est indépendante / 𝜌1 = ⋯ = 𝜌𝑘= 0 

H1 : la série n’est pas indépendante, il existe des corrélations / ∃ 𝑗 𝑡𝑒𝑙 𝑞𝑢𝑒 𝜌𝑗 ≠
0 

La statistique du Test est :                 𝑄 = 𝑛(𝑛 + 2) ∑ 𝜌̂𝑘
2

𝑛−𝑘
ℎ
𝑘=1  

Avec :  

� n est la taille de la série 
� h la longueur du retard 
� 𝜌̂𝑘 l’autocorrélation estimée au retard k. 

Sous l’hypothèse nulle, 𝑄 ~ 𝜒ℎ−𝑝−𝑞2  

Test de Jarque-Bera : 
C’est un test d'hypothèse qui cherche à déterminer si des données suivent une loi 

normale. 

� H0 : les données suivent une loi normale. 
� H1 : les données ne suivent pas une loi normale. 

La statistique du test s’écrit :               𝐽𝐵 =  𝑛−𝑘
6
 (𝑆2 + (𝐾−3)2

4
) 

Avec :  

� n : nombre des observations  
� S : coefficient d’Asymétrie.  
� K : coefficient de Kurtosis. 
� k : nombre de variables explicatives si les données proviennent des résidus d'une 

régression linéaire sinon k=0. 

 

 

 

https://fr.wikipedia.org/wiki/Test_d%27hypoth%C3%A8se
https://fr.wikipedia.org/wiki/Loi_normale
https://fr.wikipedia.org/wiki/Loi_normale
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