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#$%&'($)*+)*! ,)$! %+&*! *&-(! ./%0&*+)*$! 1,! /+&23'! 4.)+)2.$&!/+&02+.)5! 6$!
marché obligataire se concentre majoritairement sur l’échange des Bons de Trésor 
qui sont les obligations émises par l’Etat. Celles72.! (0)*! (0,8$)*! 20)(.1'&'$(!
20//$!1$(!+2*.4(!4.)+)2.$&(!(+)(!&.(9,$!1$!1'4+,*!0,!1$!&$/:0,&($/$)*!1,!4+.*!
que l’Etat est l’emprunteur le plus susceptible d’honorer ses engagements. 
;$%$)1+)*5! 2$(! *.*&$(! 1$! 2&'+)2$! 10)*! 6+! 8+6$,&! 23+)<$!20)(*+//$)* ! &$(*$)*!
*0,=0,&(!$>%0('(!+,!&.(9,$!1’évolution des taux ou en20&$!&.(9,$!1$!*+,>?!!

Par conséquent, la bonne gestion d’un portefeuille obligataire nécessite de 
(,.8&$! $)! %$&/+)$)2$! 6+! %0(.*.0)! %+&! &+%%0&*! +,! /+&23'! $)! %&$)+)*! $)!
20)(.1'&+*.0)!6$(!/0,8$/$)*(!'8$)*,$6(!1$!6+!20,&:$!1$(!*+,>?!

@0*&$!:,*!$(*!10)2!1$!*&0,8$&!6+!/$.66$,&$!4+A0)!1$!%&'80.&!2$(!/0,8$/$)*(!
9,.!./%+2*$)*!40&*$/$)*!6$!&$)1$/$)*!1,!%0&*$4$,.66$!%0,&!,)$!/$.66$,&$!%&.($!1$!
1'2.(.0)!$*!20,8$&*,&$!20)*&$!6$!&.(9,$?!!

B0,&!2$6+5!)0,(!+80)(!%&02'1'!C!,)$!'*,1$!20/%+&+*.8$!1$!%6,(.$,&(!/01-6$(!
(*023+(*.9ues de taux d’intérêts à savoir celui de Vašíček5!1$!;0>5!D)<$&(066!$*!#0((!
+.)(.! 9,$! 2$6,.! 1$! E,667F3.*$! +4.)! 1$! 1'*$&/.)$&! 6$! /01-6$! 6$! %6,(! +1+%*'! C! 6+!
20,&:$!1$!*+,>!0:($&8'$!(,&!6$!/+&23'!/+&02+.)!9,.!($&+!%+&!6+!(,.*$!,)!/0G$)!1$!
%&'8.(.0)!$*!1$!8+60&.(+*.0)!1,!%0&*$4$,.66$!0:6.<+*+.&$!?!H.$)! '8.1$//$)*5!2$**$!
'*,1$!&$9,.$&*!,)!2+6.:&+<$!%&'+6+:6$!1$(!/01-6$(!$)!9,$(*.0)?!!

I+)(!2$!20)*$>*$5!6$!%&'($)*!&+%%0&*!20)(*.*,$!6+!*&+2$!'2&.*$!1,!*&+8+.6!9,$!
nous avons effectué dans le cadre de notre projet de fin d’études dont l’objectif 
principal est l’identification du modèle permettant de reproduire de la manière la 
%6,(! 4.+:6$! 6+! 20,&:$! 1$(! *+,>! %0,&! ,)$! /$.66$,&$! %&'8.(.0)! $*! ! 8+60&.(+*.0)! 1,!
%0&*$4$,.66$!0:6.<+*+.&$!!$*!10)2!,)$!:0))$!<$(*.0)!+2*.47%+((.4?!

!

'()$!*+#$ !,!

Courbe des taux, taux d’intérêt, zéro-.(%/(01!&(2#+3$4)3(01!&#)5(26$!
$)(.54$)37%6$1!Vašíček, CIR, Hull-853)61!94+(:3$4)3(01!&4:.5#!(;+3<4)43:61!
*'"=! !

!"#$%"&'(&%)(#&*+"#&
!



!!!!!!!!!!!!!!"!%!" !
!

!

!

!

!

!" #$%"&'(%")*$'%"+,'$-&%"que je n’ai pas l’occasion de voir so./$-& 0"

!" #$%"sœurs"$&"1"#, "2,#344$0"

!"#,"+$&3&$"+'3-)$%%$"5,#$43,"6.3"344.#3-$"#$%"78.'-9$%",/$)"%8-"%8.'3'$"
3--8)$-&"0"

!"&8.%"#$%",#3%"$&"1"&8.%"#$%"camarades de l’INSEA et d’ailleurs,"

!"&8.&$%"4$%",'&3%,-$%"$&"&8.%"4$%",'&3%,-%":$"#8- "+,')8.'%",),:9#36.$ "$&"%.'&8.&"
)$.;",<,-&")'."$-"#83 0"

!"#8-")*$'"=3->#$"?8-&,%%3'"%,ns qui ce travail n’aurait pas vu le jour, 
43&&9',4$#$-&0"

@$"/8.%":9:3$")$"&',/,34")8##$ "+'$./$ "d’amour, :$ "'$%+$)&"$&":$ "'$)8--,3%%,-)$"+8.' "
/8&'$",3:$0"/8%"$-)8.',A$#$-&%0"/8&'$",%%3%&,-)$"$&"/8&'$"%8.&3$-B"

"
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@$":9:3$")$"&',/,34"C"

• !" la mémoire de mon père disparu trop tôt. Que Dieu, le tout puissant, l’ait en 
%,"%,3-&$"#3%9'3)8':$B"

• A ma chère mère qui m’a accompagné et soutenu tout au long de mon parcours 
et qui a fait preuve de sacrifice, de patience, et de persévérance. J’espère que ce 
&',/,34"+'8./$',"&8.&$"#,"'$)8--,3%%,-)$"$&"#8-",#8.'B""

• A mes chers frères et sœurs qui m’ont tou78.'%"%8.&$-."$&"$-)8.',A90"$&"6.$"
4$.'"+'9%$-)$"9&,3&"+8.'"#83".-$"%8.')$":$"#8&3/,&38-"$&":$"'9)8-28'&B"@$"/8.%"
%8.*,3&$"4$"%.))(%"$&"4$"=8-*$.'":,-%"/8&'$"/3$B"

• !"&8.%"4$%"#$#='$%":$"#,"A',-:$"2,#344$"

• !"#,"=3->#$"D,',*0"%,-%"&830")$"&',/,34"n’aurait pas eu lieu."

• !"#$%")*$'%",#3%

,"-.*/*'#&3)4(/##.1 &
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Bien qu’il soit difficile de décrire sa reconnaissance et sa 
<&+*.*,1$! $)8$&(! 6$(! <$)(! 9,.! )0,(! 0)*! +.1'! C! &',((.&! 2$! *&+8+.65! .6!
+%%+&+.*! 0%%0&*,)! 1$! 20//$)2$&! %+&! 1$(!&$/$&2.$/$)*( ! C! *0,*$!
personne ayant contribué favorablement à l’aboutissement de ce 
%&0=$*?!!

Tout d’abord, nous tenons à remercier! )0*&$! %&04$(($,&! $*!
$)2+1&+)*! J?K0,+1! LM! NHID!! %0,&! (0)! +%%,.5! ($(! 20)($.6(! $*!
(%'2.+6$/$)*!%0,&!(0)!(,.8.!1+)(!6+!&'+6.(+*.0)!1$!2$!/'/0.&$?!

Également nos remerciements s’adressent à notre encadrant!
$>*$&)$!J?!O6./+)$!PNHD#D5!;3$4!1$!I.8.(.0)!1$(!Q%'&+*.0)(!1,!BR6$!
S$(*.0)!1$!B0&*$4$,.66$5!C!9,.!)0,(!1'1.0)(!)0(!%6,(!%&040)1(!&$(%$2*!
$*!$(*./$!%0,&!(0)!$)2+1&$/$)*5!(+!1.(%0).:.6.*'5!(+!<$)*.66$(($!$*!%6,(!
particulièrement la qualité de ses conseils qui nous ont été d’une!+.1$!
.)$(*./+:6$! 1,&+)*! *0,*$! 6+! %'&.01$! 1,! (*+<$T! (,&*0,*! 9,$! 2$**$!
1$&).-&$!$>%'&.$)2$!%&04$((.0))$66$!1+)(!6$!2+1&$!1$!)0*&$!40&/+*.0)!
$(*!:$+,20,%!plus consistante en termes de travail et d’engagement 
9,$!2$66$!1$(!+))'$ (!%&'2'1$)*$(?!

@0,(!*$)0)(!C!&$/$&2.$&!'<+6$/$)*!J?!J03+/$1!QUVD@LH!9,.!
)0,(!+!30)0&'!$)!+22$%*+)*!1$!=,<$&!)0*&$!*&+8+.6?!

L)4.)5! )0,(! &$/$&2.0)(! 8.8$/$)*! 6$! 20&%(! %&04$((0&+6! $*!
+1/ inistratif de l’INSEA ainsi que tous ceux qui ont contribué de près 
ou de loin à l’accomplissement de ce projet de fin d’études?!

!

!'%'1*.'%'4(# &
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*54/3):6!>-!Présentation de l’organisme d’accueil!================================================================================!>?!
I. ! La Caisse Marocaine des Retraites ( CMR):!???????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????!WX!

1.! Introduction gŽnŽrale de la CMR :!????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????!WX!
2.! Missions attribuŽes ˆ la CMR:!???????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????!WX!
3.! Gouvernance et orientations stratŽgiques de la CMR:!??????????????????????????????????????????????????????????????????????????!WY!
4.! Organigramme de la CMR:!???????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????!WZ!

II. ! P™le Gestion de Portefeuille :!???????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????!WZ!
III. ! ProblŽmatique ˆ traiter : !????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????!W[!

*54/3):6!@-!'4:.5#$!A3040.36:$!,!B()3(0$!6)!2#A303)3(0$!========================================================================!@>!
I.! GŽnŽralitŽs sur les marchŽs financiers:!???????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????!\W!

1.! DŽfinition et r™le du marchŽ financier :!?????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????!\W!
2.! Organisation du marchŽ financier:!????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????!\W!

II. ! Les diffŽrents types des marchŽs financiers:!???????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????!\\ !
1.! Le marchŽ des actions:!???????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????!\\ !
2.! Le marchŽ monŽtaire:!????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????!\] !
3.! Le marchŽ obligataire:!???????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????!\] !

a. Définition et caractéristiques d’une obligation!,!???????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????!\ ^!
;=!'(26$!26!:6&;(%:$6&60)!26$!(;+3<4)3(0$!,!????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????!\_ !
.=!C6$!/:30.3/4%x types d’obligations :!??????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????!\_ !
2=!D0)6:96040)$!$%:!+6!&4:.5#!(;+3<4)43:6!,!???????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????!\X!

*54/3):6!E-!Notion des taux d’intérêt et la courbe des taux!==================================================================!@F!
I.! �1�R�W�L�R�Q�V���G�H���E�D�V�H���V�X�U���O�H���W�D�X�[���G�¶�L�Q�W�p�U�r�W��!??????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????!\Y!

1.! �'�p�I�L�Q�L�W�L�R�Q���G�X���W�D�X�[���G�¶�L�Q�W�p�U�r�W����!??????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????!\Y!
2.! �&�O�D�V�V�L�I�L�F�D�W�L�R�Q���G�H�V���W�D�X�[���G�¶�L�Q�W�p�U�r�W��!????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????!\Z !

4=!C4!&4)%:3)#!,!?????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????!\Z !
;=!C4!A+6G3;3+3)#!,!????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????!\[ !

3.! �/�H�V���G�L�I�I�p�U�H�Q�W�V���W�\�S�H�V���G�H�V���W�D�X�[���G�¶�L�Q�W�p�U�r�W��!??????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????!]` !
4=!C6!)4%G!0(&304+!6)!)4%G!:#6+!,!???????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????!]` !
;=!C6!)4%G!4.)%4:36+!,!?????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????!]W!
.=!C6!)4%G!H#:(-.(%/(0!(%!)4%G!$/()!,!???????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????!]\ !

:/;+'&-'#&%/(.<1'#&
!

file:///C:/Users/User/Desktop/new/Projet%20de%20Fin%20d'Etudes/Rapport%20PFE%20SD-MB%20PDF%2022-06%20v1%20.docx%23_Toc12239832
file:///C:/Users/User/Desktop/new/Projet%20de%20Fin%20d'Etudes/Rapport%20PFE%20SD-MB%20PDF%2022-06%20v1%20.docx%23_Toc12239833
file:///C:/Users/User/Desktop/new/Projet%20de%20Fin%20d'Etudes/Rapport%20PFE%20SD-MB%20PDF%2022-06%20v1%20.docx%23_Toc12239834
file:///C:/Users/User/Desktop/new/Projet%20de%20Fin%20d'Etudes/Rapport%20PFE%20SD-MB%20PDF%2022-06%20v1%20.docx%23_Toc12239835
file:///C:/Users/User/Desktop/new/Projet%20de%20Fin%20d'Etudes/Rapport%20PFE%20SD-MB%20PDF%2022-06%20v1%20.docx%23_Toc12239836
file:///C:/Users/User/Desktop/new/Projet%20de%20Fin%20d'Etudes/Rapport%20PFE%20SD-MB%20PDF%2022-06%20v1%20.docx%23_Toc12239837
file:///C:/Users/User/Desktop/new/Projet%20de%20Fin%20d'Etudes/Rapport%20PFE%20SD-MB%20PDF%2022-06%20v1%20.docx%23_Toc12239838
file:///C:/Users/User/Desktop/new/Projet%20de%20Fin%20d'Etudes/Rapport%20PFE%20SD-MB%20PDF%2022-06%20v1%20.docx%23_Toc12239839
file:///C:/Users/User/Desktop/new/Projet%20de%20Fin%20d'Etudes/Rapport%20PFE%20SD-MB%20PDF%2022-06%20v1%20.docx%23_Toc12239840


"
"

5*,+3&'$"EF"Présentation de l’organisme d’accueil"
"
"

"!) !" !
!

2=!C6!)4%G!A(:I4:2!JK"LM!,!?????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????!]\ !
6=!C6!)4%G!$I4/!,!!??????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????!]] !
f. Le taux d’intérêt sans risque:!????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????!]] !

II. ! La courbe des taux :!?????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????!]] !
1.! DŽfinition de la courbe des taux:!????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????!]^ !
2.! Les facteurs de dŽformation de la courbe des taux:!???????????????????????????????????????????????????????????????????????????????!]_ !
3.! Les diffŽrentes formes de la courbe des taux :!???????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????!]X!

4=!C4!/60)3A3.4)3(0!26!+4!.(%:;6!26$!)4%G!,!????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????!]Y!
b. L’inversion de la courbe des taux!,!???????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????!]Y!
c. L’aplatissement de la courbe des taux :!????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????!]Z !
2=!C4!.(%:;6!26$!)4%G!/+4)6!,?????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????!]Z !

4.! Les thŽories Žconomiques explicatives de la structure des taux :!??????????????????????????????????????????????????????????!][ !
4=!C4!)5#(:36!26$!40)3.3/4)3(0$!,!????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????!][ !
;=!C4!)5#(:36!26!+4!/:3&6!26!:3$7%6!,!?????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????!̂ ` !
.=!C4!)5#(:36!26!$6<&60)4)3(0!26$!&4:.5#$!,!????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????!̂ W!
d. La théorie de l’habitat préféré!,!????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????!̂ W!

5.! La multitude de courbe des taux :!??????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????!̂ W!

3)-"+.#/(.)4&#()*2/#(.J$'&-'&+/&*)$1;'&-'#&(/$E&K"1)L*)$H)4&'(&/HH+.*/(.)4&M&+/&?/+)1.#/(.)4&-$&
H)1('A'$.++'&);+.B/(/.1'&-'&+/&G3!&55555555555555555555555555555555555555555555555555555555555555555555555555555555555555555555555&86!

*54/3):6!>-!D03)34)3(0!N!+4!&(2#+3$4)3(0!26!+4!.(%:;6!26$!)4%G!H#:(-.(%/(0 ==========================================!OE!
I.! Pourquoi choisir de travailler sur la courbe zŽro-coupon ?!????????????????????????????????????????????????????????????????????!̂ ] !

1.! DŽfinition de la courbe des taux zŽro-coupon:!???????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????!̂ ] !
4=! L’obligation zéro-.(%/(0!, !?????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????!̂ ] !
;=! C6!/:3G!H#:(-.(%/(0!, ?????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????!̂ ^!
.=! C6!)4%G!H#:(-.(%/(0!, !????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????!̂ ^!

2.! Les types de courbes des taux zŽro-coupon:???????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????!̂ _!
II. ! �3�U�R�F�H�V�V�X�V���G�¶�H�[�W�U�D�F�W�L�R�Q���G�H���O�D���F�R�X�U�E�H���G�H�V���W�D�X�[���]�p�U�R-coupon  :!??????????????????????????????????????????????????????????????????!̂ _!

1.! �/�¶�L�Q�W�H�U�S�R�O�D�W�L�R�Q���H�W���O�¶�H�[�W�U�D�S�R�O�D�W�L�R�Q��!?????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????!̂ X!
2.! La mŽthode du Bootstrap:!??????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????!̂ Z!

III. ! MŽthodes indirectes de reconstitution de la courbe des taux zŽro-coupon:???????????????????????????????????????????!_W!
1.! Le mod•le de Nelson-Siegel :!??????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????!_\ !
2.! Le mod•le de Ç Svensson È ou de Nelson-Siegel augmentŽ :!??????????????????????????????????????????????????????????????????!_] !

*54/3):6!@-!P%6+7%6$!0()3(0$!$)(.54$)37%6$!6)!+6%:!4//+3.4)3(0!60!A3040.6!==========================================!QO!
I.! Hypoth•ses sur le marchŽ financier :!???????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????!_^!
II. ! Mod•le du marchŽ financier :!??????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????!__!
III. ! Quelques notions importantes en stochastique :!????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????!__!

1.! Processus stochastique :!?????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????!__!
2.! La tribu : ?????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????!__!
3.! La filtration: !???????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????!_X!
4.! Mouvement brownien:!???????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????!_X!
5.! �3�U�R�F�H�V�V�X�V���G�¶�,�W�{  :!????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????!_X!
6.! Martingale: !?????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????!_Y!

IV. ! Quelques thŽor•mes de base :!?????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????!_Y!
1.! �/�H���O�H�P�P�H���G�¶�,�W�{��!??????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????!_Y!
2.! Le thŽor•me de Girsanov:!??????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????!_Y!

*54/3):6!E-!C4!&(2#+3$4)3(0!$)(.54$)37%6!26!+4!.(%:;6!H#:(-.(%/(0 !====================================================!QR!
I.! Mod•les ˆ un facteur :!??????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????!XW!

1.! �0�R�G�q�O�H���G�H���9�D�ã�t�þ�H�N����!????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????!XW!
4=!S:#$60)4)3(0!)5#(:37%6!2%!&(2T+6!,!?????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????!XW!

.7I'4.).*.0)!1,!/01-6$!$*!1.(*&.:,*.0)!1,!*+,>!20,&* !"!?????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????!XW!
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..7!I.(2&'*.(+*.0)!1,!/01-6$!$*!$(*./+*.0)!1$!($(!%+&+/-*&$(!"!???????????????????????????????????????????????????????????????????!X]!

...7!I'*$&/.)+ *.0)!1$(!%&.>!$*!*+,>!a'&0720,%0)("????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????!X !̂
;=!L//+3.4)3(0!4%G!2(00#6$!23$/(03;+6$!,!?????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????!XX!

.7!B&'($)*+*.0)!1$(!10))'$( !"!?????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????!XX!

..7!b$(*!1$!(*+*.0))+&.*'!"!????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????!X[!

...7!Résultats de l’estimation des paramètres!"?????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????!Y\!

.87!Estimation du paramètre λ  et de la prime de risque !"!???????????????????????????????????????????????????????????????????????????!Y]!
c. Avantages du modèle de Vašíček!,!????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????!Y_!
d. Limites et inconvénients du modèle de Vašíček :!?????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????!Y_!

2.! Mod•le de Cox-Ingersoll-Ross (CIR) :!???????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????!YX!
4=!S:#$60)4)3(0!)5#(:37%6!2%!&(2T+6!,!?????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????!YX!

.7I'4.).*.0)!1,!/01-6$!$*!1.(*&.:,*.0)!1,!*+,>!20,&* !"!?????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????!YX!

..7!I.(2&'*.(+*.0)!1,!/01-6$!$*!1'*$&/.)+*.0)!1$!($(!%+&+/-*&$(!"!??????????????????????????????????????????????????????????????!YY!

...7!B&.>!1$(!0:6.<+*.0)(!a'&0720,%0)!$*!*+,>!a'&0720,%0)!"!?????????????????????????????????????????????????????????????????????????!YZ!
;=!L//+3.4)3(0!4%G!2(00#6$!23$/(03;+6$!,!?????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????!Y[!

.7!Résultats de l’estimation des paramètres!"!??????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????!Y[!
II. ! Mod•les ˆ deux facteurs :!?????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????!ZW!

�™! Mod•le de Hull -White :!??????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????!ZW!
4=!S:#$60)4)3(0!)5#(:37%6!2%!&(2T+6!,!?????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????!ZW!

.7I'4.).*.0)!1,!/01-6$!$*!1.(*&.:,*.0)!1$(!*+,> !"!?????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????!ZW!

..7!I.(2&'*.(+*.0)!1,!/01-6$!$*! $(*./+*.0)!1$!($(!%+&+/-*&$(!"!???????????????????????????????????????????????????????????????????!Z\ !

...7!B&.>!1$(!0:6.<+*.0)(!a'&0720,%0)!$*!*+,>!a'&0720,%0)!"!?????????????????????????????????????????????????????????????????????????!Z] !
;=!L//+3.4)3(0!4%G!2(00#6$!23$/(03;+6$!,!?????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????!Z !̂

.7!B&'($)*+*.0)!1$(!10))'$( !"!?????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????!Z !̂

..7!;+6.:&+<$!1,!/01-6$!1$(!*+,>!60)<(!"!??????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????!Z_!

...7!;+6.:&+<$!1,!/01-6$!1$(!*+,>!20,&*(!"!???????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????!ZX!

.87!Estimation des paramètres λ&!et λ6!"!???????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????!ZY!
III. ! PrŽvisions de la courbe par les trois mod•les et comparaison  :!????????????????????????????????????????????????????????????![` !

1.! Mod•les ˆ un facteur - �9�D�ã�t�þ�H�N���H�W���&�R�[-Ingersoll-Ross (CIR) - :!????????????????????????????????????????????????????????????![` !
2.! Mod•le de Hull -White :!??????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????![\ !

*54/3):6!O-!L//+3.4)3(0!N!+4!94+(:3$4)3(0!2%!/(:)6A6%3++6!(;+3<4)43:6!26!+4!*'"!====================================!UO!
I.! �)�R�U�P�X�O�H�V���G�¶�D�F�W�X�D�O�L�V�D�W�L�R�Q���S�R�X�U���O�H�V���W�L�W�U�H�V���G�H���F�U�p�D�Q�F�H�V���p�P�L�V���S�D�U���O�¶�(�W�D�W�����j���F�R�Xpons annuels et ˆ taux fixe 
remboursables in fine :!?????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????![X!

1.! Evaluation des titres de crŽances de maturitŽ initiale infŽrieure ou Žgale ˆ 1 an :!????????????????????????????????![X!
2.! Evaluation des titres de crŽances de maturitŽ initiale supŽrieure ˆ 1 an :!?????????????????????????????????????????????![X!

4=! V3):6$!26!.:#40.6$!26!&4)%:3)#$!:#$32%6++6$!30A#:36%:6!N!>!40!,!??????????????????????????????????????????????????????????????![X!
;=! V3):6$!26!.:#40.6$!26!&4)%:3)#$!:#$32%6++6$!30A#:36%:6!N!>!40!,!??????????????????????????????????????????????????????????????![X!

.7!Cas d’une ligne normale !"!???????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????![Y!

..7!Cas d’une ligne postérieure à un seul flux :!?????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????![Y!

...7!Cas d’une ligne postérieure à un plusieurs fl,>!"!?????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????![Y!
II. ! Valorisation du portefeuille par les trois mod•les et comparaison au 7/05/2019 :!??????????????????????????????????![Y!

�¾! �5�p�D�O�L�V�D�W�L�R�Q���G�¶�X�Q�H���D�S�S�O�L�F�D�W�L�R�Q���G�H���Y�D�O�R�U�L�V�D�W�L�R�Q����!??????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????![Z !

G)4*+$#.)4&B"4"1/+'&5555555555555555555555555555555555555555555555555555555555555555555555555555555555555555555555555555555555555555555&CDC!
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L006G6!D-!*(26!WXL!26!+�¶6G):4.)3(0!26!+4!.(%:;6!HŽ:( -.(%/(0 !===========================================================!>YE!

L006G6!DD-!*(26!WXL!2%!X(()$):4/!3096:$Ž!==========================================================================================!>YQ!

L006G6!DDD-!*(26!WXL!26!+4!94+(:3$4)3(0!2%!/(:)6A6%3++6!(;+3<4)43:6!====================================================!>Y?!
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L''* !,!L’Autorité Marocaine du Marché des Capitaux!

LZL !,!Absence d’Opportunité d’Arbitrage!

L" !,!N,*07#'<&$((.4!
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*[\ !,!;+.(($!1$!I'%R*!$*!1$!S$(*.0)!
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port constitue la trace écrite du travail que nous avons effectué dans le cad s’est !
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K.<,&$!W^7b(:)36$!26!+`6G):4.)3(0!26!+4!.(%:;6!H#:(-.(%/(0!2%!EYcYOc@Y>U!???????????????????????????????????????????????!_W!
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K.<,&$!WX-[(00#6$!26!X40a!L+-'4<5:3;!2%!V'S!60):6!+6!>c>c@YYQ!6)!+6!QcQc@Y>U!???????????????????????????????????!XY!
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La modŽlisation de la structure par terme des taux d'intŽr•t a une longue tradition en 

finance et son importance augmente de plus en plus avec l’accent accru mis sur la valorisation 

de marchŽ dans les r•gles comptables et la rŽglementation de la solvabilitŽ. Ainsi le risque des 

taux apparaît comme l’un des défis actuels des gestionnaires de portefeuille obligataire qui se 

voient obligŽs de le mesurer et le gŽrer pour amŽliorer leur performance. De ce fait, la 

quantification de risque des taux est donc une composante indispensable pour une bonne gestion 

obligataire. 

Dans ce sens, la modélisation appropriée de la dynamique des taux d’intérêt est devenue 

de plus en plus importante pour les investisseurs institutionnels et notamment pour la CMR qui, 

outre qu’être un fonds de pension en plein expansion et assurant en interne par ses propres 

compŽtences la gestion de ses fonds de rŽserve, constitue gr‰ce ˆ ses rŽserves dŽpassant les 90 

Milliards de dirhams(en valeur liquidative ou valeur de marchŽ) un des plus importants 

investisseurs institutionnels du pays et donc un acteur de rŽfŽrence sur les marchŽs nationaux 

financiers qui investit plus de 70% de son portefeuille (soit 87,9% en fin 2017) en produits de 

taux (Bons Du TrŽsor, obligations privŽes…). Pour autant, le rendement relatif de son 

portefeuille obligataire est affecté par les changements dans les niveaux des taux d’intérêt sur 

le marchŽ, qui peuvent •tre modŽlisŽs par des mod•les stochastiques que nous dŽtaillerons dans 

ce rapport. 

Pour ce faire, nous divisons notre travail en deux grandes parties : la premi•re permet 

une mise en contexte de notre projet de fin d’études à travers la présentation de l’organisme qui 

nous a accueilli qu’est la Caisse Marocaine des Retraites ainsi que la problématique dŽtaillŽe 

dans ce mŽmoire. Aussi, dans cette m•me partie une introduction des diffŽrentes notions 

relatives au marchŽ des obligations, aux taux d’intérêts et à la courbe des taux se voit nécessaire. 
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Dans une seconde partie composŽe de quatre chapitres, nous avons commencŽ par 

justifier le choix de la courbe zŽro coupon qui va servir de base pour les mod•les ˆ traiter dans 

notre Žtude. Ensuite, nous avons introduit les approches de construction de la courbe des taux 

zŽro coupon ˆ savoir les mŽthodes directes comme le Bootstrap et les mŽthodes indirectes avant 

d’Žvoquer les diffŽrentes notions stochastiques nŽcessaires ˆ la comprŽhension de la 

modŽlisation stochastique. Par la suite, nous avons prŽsentŽ et implŽmentŽ les mod•les de 

Vašíček et Cox Ingersoll Ross et Hull White ˆ deux facteurs ,et nous avons fait des prŽvisions 

ˆ la base de chacun de ces mod•les afin de pouvoir sŽlectionner celui qui s’approche le mieux 

de la courbe de marchŽ. Finalement, nous avons procŽdŽ  ̂la validation des conclusions  en 

utilisant les rŽsultats obtenus comme inputs pour la valorisation d’un échantillon représentatif 

de lignes obligataires du portefeuille de la CMR afin de tester leur pertinence et calculer l’erreur 

de prŽvision. 
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I. La Caisse Marocaine des Retraites ( CMR): 

1. Introduction gŽnŽrale de la CMR : 

CrŽŽe par le Dahir du 02 Mars 1930, la Caisse Marocaine des Retraites (CMR) est un 

Žtablissement public jouissant de la personnalitŽ morale et de l'autonomie financi•re. Elle a pour vocation 

d'œuvrer dans le domaine de la protection sociale et plus particuli•rement sur son volet relatif aux 

prestations retraite. La Caisse offre, Žgalement, dans ce cadre, des services complŽmentaires pour la 

population dont elle assure la couverture. 

2. Missions attribuŽes ˆ la CMR: 

De part l'effectif de ces affiliŽs et pensionnŽs, la Caisse Marocaine de Retraites s'impose 

comme un acteur incontournable du secteur de la PrŽvoyance Sociale au Maroc. 

De part sa mission sociale, la Caisse g•re les rŽgimes de pensions suivants : 

• C6!:#<3&6!26$!/60$3(0$!.393+6$!, les fonctionnaires de l'Etat et les agents de certains 
Žtablissements publics et de collectivitŽs locales . 

• C6!:#<3&6!26$!/60$3(0$!&3+3)43:6$!,!forces armŽes royales et forces auxiliaires. 

• C6!:#<3&6!26!:6):43)6!.(&/+#&60)43:6!LVVLf'DCD=!

• C6$!:#<3&6$!0(0!.()3$40)$!26!/60$3(0$!,!allocations des anciens membres de pŽriode 
de libŽration et des anciens rŽsistants. 

Concernant sa mission financi•re, la CMR utilise un mode de fonctionnement des 

rŽgimes de base selon le principe de la rŽpartition ŽchelonnŽe : les cotisations des affiliŽs et les 

contributions des employeurs financent les pensions des retraitŽs et celles de leurs ayant cause. 

Assurant son r™le d'investisseur institutionnel, la Caisse affecte les excŽdents du rŽgime civil ˆ 

un fonds de rŽserve placŽ sur le marchŽ financier.  
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De surcro”t, la CMR g•re des prestations pour le compte de tiers ˆ travers la gestion : 

• [6$!/:6$)4)3(0$!/(%:!+6!.(&/)6!2%!'303$)T:6!26!+`_.(0(&36!6)!26$!K3040.6$=!

• [6$!/:#.(&/)6$!$%:!+6$!/60$3(0$!4%!)3):6!26!+`L$$%:40.6!'4+4236!Z;+3<4)(3:6!JL'ZM!
:#$6:9#$!N!+4!*43$$6!B4)3(04+6!26$!Z:<403$&6$!26!S:#9(d40.6!b(.34+6!J*BZSbM=!

• [6$!/:#.(&/)6$!.(0960)3(006+$!/(%:!26$!$(.3#)#$!26!A3040.6&60)!6)!26$!
associations d'œuvres sociales.!

• C6$!/:6$)4)3(0$!/(%: !+6!.(&/)6 !26$!A(024)3(0$!,!Fondation Mohammed VI  pour la 
promotion des œuvres sociales de l'éducation-formation, Fondation Hassan II pour les 
Œuvres Sociales des Anciens Militaires. 

Les excŽdents financiers dŽgagŽs par les rŽgimes de base, constituent des fonds de 

rŽserves gérés directement par la Caisse et placées dans le marché financier selon l’arrêté 

n¡1253-97 de M. le Ministre de l’Economie et des Finances fixant les modalitŽs de 

fonctionnement des provisions de prŽvoyance de rŽgimes gŽrŽs par la Caisse Marocaine des 

Retraites ainsi que la rŽpartition des ressources entre les emplois autorisŽs. 

 

3. Gouvernance et orientations stratŽgiques de la CMR: 

Il existe plusieurs instances de gouvernance de la CMR qui prennent un r™le 

fondamental dans la dŽfinition des orientations stratŽgiques de la CMR en mati•re de gestion 

administrative et financi•re, de contr™le et de supervision. En t•te de cette gouvernance, se 

trouve le Conseil Administratif qui a constituŽ d'autres comitŽs qui sont le comitŽ d'allocation 

actifs, le comité d'audit et le comité permanent issu du conseil d’administration. 

Le Conseil d'administration administre la CMR ˆ reprŽsentation tripartie : Etat, affiliŽs 

et retraitŽs. Sous la prŽsidence de Monsieur le chef de gouvernement ou son reprŽsentant, ce 

conseil d'administration se rŽunit deux fois par an. 

D'apr•s le contrat Žtabli entre l'Etat et la CMR qui contient des orientations stratŽgiques 

suivantes : 

• L&#+3(:6:!+4!/6:A(:&40.6!26!+4!*'"!6)!:60A(:.6:!+6$!.4/4.3)#$!30)6:06$=!

• *(0$ (+326:!+`(:360)4)3(0!.+360)$!26!+4!.43$$6=!

• L$$%:6:!+6$!&63++6%:6$! .(023)3(0$! /(%:!+`(/)3&3$4)3(0!26$! /+4.6&60)$!26$! :#$6:96$!
A3040.3T:6$!26$!:#<3&6$!26!:6):43)6=!

!
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4. Organigramme de la CMR: 

Mis en vigueur le 1er septembre 2011, l’organigramme de la Caisse est le fruit d’une 

étude de réorganisation de la CMR lancée fin 2009. Il est le reflet d’une organisation ayant pour 

finalitŽs :  

• 6$!%.60*+<$!1$!6+!%$&40&/+)2$?!
• 6+!/+h*&.($!1$(!&.(9,$(?!
• 6+!8$.66$!(*&+*'<.9,$?!
• l’orientation client et l’ouverture sur l’environnement externe de la!;+.(($?!

Ainsi, la CMR comprend outre la Direction et le SecrŽtariat GŽnŽral, 11 divisions et 33 

services divisŽs entre 4 p™les organisŽs comme suit : 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

II.  P™le Gestion de Portefeuille : 

Le mŽtier de gestion de portefeuille a ŽtŽ instaurŽ en interne ˆ la Caisse Marocaine des 

Retraites au lendemain de la rŽorganisation de celle-ci en novembre 1996. 

Ainsi, ayant pour principales missions de financer les engagements de la CMR et 

d’optimiser le rendement de ses portefeuilles ainsi que la gestion de sa trésorerie, le 

P™le Gestion de Portefeuille,  se caractérise par des interventions (achats/ ventes d’actifs) sur le 

marchŽ prises en charge par son personnel.    
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Aussi, ce P™le adopte  la structure organisationnelle que nous trouvons gŽnŽralement 

dans les salles de marchŽ et se compose notamment de: 

• C4![393$3(0!26!\6$)3(0!composŽe du : 

�¾ �6�H�U�Y�L�F�H���G�¶�$�V�V�H�W���0�D�Q�D�J�H�P�H�Q�W : il a pour but de gŽrer la trŽsorerie de la Caisse, assurer 
la meilleure exŽcution de la politique de placement de la trŽsorerie et Žlaborer les 
comptes rendus de gestion (Reporting). 

�¾  �6�H�U�Y�L�F�H���G�H���*�H�V�W�L�R�Q���G�H�V���)�R�Q�G�V���G�¶�,�Q�Y�H�V�W�L�V�V�H�P�H�Q�W���H�W���G�H���&�D�S�L�W�D�O���5�L�V�T�X�H : ce service a 
pour mission le suivi des investissements dans l’immobilier et le suivi des fonds 
dŽlŽguŽs de la Caisse. 

 

• C4![393$3(0!26$!Z/#:4)3(0$!composŽe du : 

�¾ Service de Middle Office : il se charge de contr™ler les opŽrations passŽes par le Service 
Asset Management, d’élaborer les Reporting et comptes rendus d’activité, veiller au 
respect des r•gles prudentielles et mesurer la performance des portefeuilles. 

�¾ Service de Back Office  : il s’occupe des dénuements des opérations et du suivi 
administratif des portefeuilles. 

 
Mais aussi : 

• Le Service de ConformitŽ et de contr™le interne  : il veille au respect de la 
rŽglementation, de la dŽontologie et des r•gles et contraintes de gestion et se charge de 
contribuer au renforcement du dispositif de contr™le interne du processus. 

 

III.  ProblŽmatique ˆ traiter : 

La CMR a opté pour une gestion interne de ses fonds de réserves dont l’objectif est de 

maximiser la rentabilitŽ des actifs tout en assurant leur sŽcuritŽ et leur disponibilitŽ pour faire 

face aux engagements du passif. Dans ce cadre, les Žtudes ALM menŽes par la Caisse se 

traduisent par la définition d’une allocation stratégique permettant de définir le poids de chaque 

classe d’actifs. Cette allocation refl•te le profil de risque que la CMR est tenue de respecter 

pour mieux honorer les exigences du passif.  

Une fois l’allocation stratégique d’actifs est définie et pour profiter des opportunités 

offertes par les marchŽs que la vision long-termiste ne prend pas en compte, les gestionnaires 

exploitent au mieux les marges de manœuvre autorisées pour tirer profit de la volatilité des 

titres de placement.  Cette étape connue sous le nom de l’allocation tactique peut engendrer des 

prises de risque importantes qu’il faut surveiller et couvrir.  
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Avec l’apparition du premier déficit technique en 2014, la CMR est contrainte de 

liquider une partie de ses actifs pour honorer ses engagements. Cette situation a rendu le recours 

ˆ la rŽserve de plus en plus important en crŽant ainsi plus de pression sur les gestionnaires pour 

assurer une meilleure rentabilitŽ dans un contexte de baisse de taux sur le marchŽ obligataire et 

un risque accru sur le marchŽ des actions.  Cette situation a eu Žgalement comme consŽquence 

des actifs ˆ dominance obligataire. En effet plus de 70% du portefeuille global est constituŽe 

des obligations dont les taux de rendement fluctuent constamment suite aux Žchanges 

quotidiens au sein du marchŽ financier.  

Pour faire face ̂ ces fluctuations de taux, la CMR base ces  anticipations sur les 

fondamentaux  macro-Žconomiques tels que la situation des finances publiques, le taux 

directeur, le programme d’emprunts à l’international et de privatisation, les dŽpenses Žtatiques 

imprŽvues impactant la trŽsorerie du Royaume ou engendrant un dŽficit budgŽtaire, ou encore 

tout facteur pouvant avoir des consŽquences sur le niveau gŽnŽral des taux. Ceci lui permet de 

positionner ces avoirs par rapports ˆ trois scŽnarios possibles : un scŽnario central, un optimiste 

et un  pessimiste.  

Cependant, ces anticipations restent approximatives et non chiffrŽes dans la mesure o•  

elles ne prennent en considŽration que l’historique du marchŽ et ne reposent donc pas sur une 

mŽthode statistique exacte. Dans cet esprit, notre projet de fin d’Žtudes s’est articulŽ sur 

l’adoption d’un mod• le stochastique permettant de s’approcher d’une rŽalitŽ visible et de 

comprendre au mieux le comportement de la courbe des taux et Žventuellement l’anticiper. 
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Avant de nous pencher sur les diffŽrentes caractŽristiques du marchŽ obligataire, il est 

indispensable de se tourner vers l’image globale des marchés financiers et de s’arrêter sur les 

diffŽrentes notions de base relatives ˆ ceux-ci. Dans le prŽsent chapitre, nous prŽsenterons les 

particularitŽs de ces marchŽs ainsi que leur typologie tout en mettant en relief celui des 

obligations. 

I. GŽnŽralitŽs sur les marchŽs financiers: 

1. DŽfinition et r™le du marchŽ financier : 

Conformément à la définition que lui donne l’AMMC, un marché financier est comme 

tout autre marché un lieu d’échange entre acheteurs et vendeurs où les prix sont déterminés par 

le niveau de l’offre et de la demande mais sa particularité réside dans le fait que l’échange 

concerne les produits ou instruments financiers.  

Etant considéré comme le moteur de l’économie, le marché financier a pour principale 

fonction le financement de celle-ci et la fructification de l’épargne des investisseurs. Ainsi ce 

marchŽ confronte-t-il les agents ˆ besoin de liquiditŽs ou de financement (vendeurs) et ceux 

ayant un excŽdent de liquiditŽs dits agents ˆ capacitŽ de financement (acheteurs, Žpargnants ou 

investisseurs) et la contractualisation de leurs Žchanges se fait par des instruments financiers 

appelŽs titres ou valeurs mobili•res.  

 

2. Organisation du marchŽ financier: 

L’échange et la négociation des titres et valeurs mobilières se fait de gré à gré, c’est-ˆ -

dire par entente directe, ou sur un marché organisé et réglementé connu sous l’appellation de 

Bourse ou Bourse des valeurs. Il s’agit là d’un marché centralisé et dirigé par les ordres dont 

les principaux intervenants au Maroc sont la Bourse des valeurs de Casablanca, les sociŽtŽs de 

bourse, l’AMMC, les banques, Maroclear, Bank Al Maghrib et les OPCVM.
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Ainsi pour satisfaire leurs besoins de financement, les entreprises, l’état et les 

collectivitŽs publiques procèdent à des émissions d’actions et d’obligations au niveau d’un 

marchŽ organisŽ dit Ç primaire È (exemples : introduction en bourse, augmentation de capital, 

émissions d’obligations). Une fois l’émission terminée, ces mêmes titres seront négociés sur un 

marchŽ Ç secondaire È qui peut •tre rŽglementŽ ou non et cela s’illustre comme suit : 

 

 

 

 

!

!

II.  Les diffŽrents types des marchŽs financiers: 

1. Le marchŽ des actions: 

Une action est un Ç titre de propriŽtŽ È correspondant ˆ une fraction du capital d’une 

entreprise donnant plusieurs droits ̂  son dŽtenteur dont principalement celui de la rŽmunŽration 

(dividendes1) et celui du vote aux assemblŽes gŽnŽrales ainsi que le droit à l’information. Ainsi 

les actions sont-elles considérées comme un instrument de placement dont l’achat permet aux 

investisseurs de devenir associŽs des entreprises prŽsentes sur le marchŽ. 

Le marchŽ des actions est un marchŽ o• sont vendues et achetŽes des actions cotŽes et 

non cotées de différents types d’entreprises. Les actions cotées peuvent être négociées en bourse 

tandis que l’échange de celles non cotées se fait de gré à gré à travers un intermédiaire financier.  

En Bourse, il existe trois types de marchés d’actions : 

• C6!&4:.5#!/:30.3/4+!,!C’est le compartiment du marché d’actions où sont échangées les 
actions des grandes entreprises. 

• C6!&4:.5#!2#96+(//6&60) !,!C’est le compartiment où sont négociées les actions des 
entreprises de taille moyenne ˆ fort potentiel.  

• C6!&4:.5#!.:(3$$40.6!,!C’est le compartiment réservé aux entreprises à forte croissance 
avec un portefeuille 

!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
W!Rémunérations annuelles des actionnaires issus des bénéfices de l’entreprise.!

G3A.'$"H"F"R1B/4.#/(.)4&-$&%/1*2"&A.4/4*.'1& 



5*, +3&'$"HF"?,')*9%"23-,-)3$'%"C"I8&38-%"$&":923-3&38-%"

"!$%!" !
!

2. Le marchŽ monŽtaire: 

C’est un marché où s’échangent des titres de courte durée contre des liquidités dont les 

intervenants sont Bank Al Maghrib (BAM), les banques, les entreprises et les sociŽtŽs de 

financement. Il se compose d’un marché interbancaire réservé aux banques et d’un marchŽ de 

titres de crŽances rŽservŽ aux investisseurs.  

• C6!&4:.5#!30)6:;40.43:6!,!C’est le marchŽ o• les banques pr•tent et empruntent des 
liquiditŽs ˆ tr•s court terme sans crŽation de titres en contrepartie (emprunt ˆ blanc). La 
durŽe la plus frŽquente est le jour le jour. Les pr•ts et emprunts garantis par des titres 
sont connus sous le terme pension. La pension consiste en un transfert simultanŽ, entre 
deux parties, de titres contre une certaine somme d’argent, avec l’engagement des deux 
parties de procŽder au transfert inverse ˆ une date ultŽrieure. 

• .C6!&4:.5#! 26$! )3):6$! 26! .:#40.6$! 0#<(.34;+6$! JV*BM! ,! C’est un marchŽ o• les 
Žtablissements de crŽdit empruntent par la crŽation de Certificats de DŽp™t (CD) ou bons 
des sociŽtŽs de financement (BSF), et les entreprises par la crŽation de Billet de 
TrŽsorerie. Ce sont des titres de durŽes courtes et moyennes. 

                         Les transactions sur ce marchŽ se font de grŽ ˆ grŽ. 
 

3. Le marchŽ obligataire: 

Comme son nom l’indique, le marché obligataire est un marché financier où l’Etat et les 

entreprises bénéficiant de la garanti de l’Etat peuvent emprunter des liquiditŽs par crŽation de 

titres de crŽances nommŽs obligations (bons du trŽsor, bons de sociŽtŽ de financement et billets 

de trésorerie…). Comme tout autre marchŽ financier, il est constitué d’un marchŽ primaire o• 

ces titres peuvent •tre souscrits au moment du lancement de l’émission lors d’un appel public 

à l’épargne pendant la « pŽriode de souscription Èet d’un marchŽ secondaire o• ces obligations 

sont revendues avant leur ŽchŽance (ou achetŽes pendant leur durŽe de vie) et peuvent donc •tre 

cotŽes en bourse. Ainsi constitue-t-il un circuit court de collecte de l’épargne satisfaisant les 

pouvoirs publics puisqu’il constitue un support privilégié d’un financement non inflationniste. 

Bien que ce soit un marchŽ moins mŽdiatique que les autres, celui-ci est tout aussi important 

que celui des actions en termes de volume puisque l’Etat y détient une part tr•s importante et 

c’est bel et bien l’émetteur le plus apprécié gr‰ce ˆ la certitude de remboursement garantie ˆ 

l’investisseur. 

Avant d’en dire plus, nous allons essayer de dŽcortiquer la notion des obligations pour 

mieux comprendre le contexte de leur Žchange et ses particularitŽs.  
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4=!Définition et caractéristiques d’une obligation!,!!

Une obligation est un titre de crŽance reprŽsentant une reconnaissance d’emprunt (ˆ 

moyen ou long terme) Žmis par une entreprise, un organisme public ou l’Etat permettant 

d'obtenir des fonds pendant une durŽe dŽterminŽe et entra”nant l'obligation de payer au porteur 

du titre un intŽr•t (coupon) et de rembourser le montant empruntŽ selon des modalitŽs de 

l’émission (à l’échéance ou par amortissement). 

Entre outres, les obligations sont caractŽrisŽes par :  

• C6! 0(&304+! (%! /:30.3/4+! ,! C’est le capital de dŽpart emprunté par l’émetteur de 
l’obligation sur la base duquel sont calculés les coupons qu’il devrait verser. 

• C6!prix d’émission!,!Il correspond au prix de l’obligation au moment de son émission et 
il peut •tre diffŽrent du nominal. Si le prix de l’émission est supérieur au nominal, on dit 
que l’obligation est « au-dessus du pair » et inversement s’il lui est inférieur, sinon si les 
deux valeurs sont égales on dit que l’emprunt est émis « au pair È. 

• C6! /:3G! 2%! :6&;(%:$6&60),! C’est le montant que l’investisseur per•oit pour une 
obligation conservée jusqu’à sa maturité. La diffŽrence entre celui-ci et le nominal est 
appelŽe “prime de remboursement”. 

• L’échéance ou la maturité: C’est la date à laquelle le contrat prend fin. Si le mode de 
paiement est in fine2, alors le capital est remboursŽ ˆ cette date.  

• C6! .(%/(0!, Il correspond au versement périodique d’un intérêt au détenteur de 
l’obligation. Selon la nature de l’obligation, le versement des intŽr•ts peut •tre rŽgulier 
(généralement tous les ans) ou intervenir à l’échéance, in fine. De même, le taux d’intérêt 
versé peut être fixe (le revenu de l’intérêt perçu périodiquement est constant) ou variable 
(le taux d’intérêt varie en fonction des taux du marchŽ). 

• C4!24)6!26!](%3$$40.6!,!C’est la date à partir de laquelle les intŽr•ts commencent ̂  courir. 
Les dates de jouissance et d’émission (ou de règlement) ne sont pas forcément 
identiques. 

• C6!.(%/(0!.(%:%!, il reprŽsente la fraction d’intérêt annuel ŽcoulŽe depuis le dernier 
coupon versé jusqu’à la date considérée. Ainsi, dans une annŽe commune (de 365 ans), 
celui-ci est calculŽ en utilisant la formule :  

!!!!!!!!!!!!!!!!!!!coupon couru  = (nombre de jours/365)  !  taux facial   

Il est ̂  noter que les obligations peuvent faire l’objet d’une cotation en bourse, ce qui permettrait 

à l’investisseur de revendre ses obligations avant leur échéance ou d’acheter de nouvelles 

obligations sur le marchŽ. 

!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
\ !N!6+!4.)!!
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Le remboursement des obligations peut se rŽaliser selon diffŽrentes modalitŽs prŽvues 

dans le contrat d’émission et dans la note d’information et l’AMMC les définit comme suit : 

• C6!:6&;(%:$6&60)!30!A306!,!L’émission obligataire prŽvoit le remboursement en totalitŽ 
à l’échéance. Dans ce cas, la séquence des flux n’est faite que du paiement des intŽr•ts, 
sauf la derni•re, ˆ laquelle se rajoute le remboursement du capital. 

• C6!:6&;(%:$6&60)!.(0$)40)!2%!.4/3)4+!,!,!La base de calcul des intŽr•ts dans ce cas 
diminue au fur et à mesure des amortissements, l’annuité sera dégressive. 

• C6!:6&;(%:$6&60)!/:(<:6$$3A!2%!.4/3)4+!J!/4:!400%3)#$!.(0$)40)6$M!, La part du capital 
remboursŽ suit une progression gŽomŽtrique tandis que la part des intŽr•ts diminuera au 
fur et ˆ mesure. 
 
 

c. Les principaux types d’obligations ,!

Les caractŽristiques citŽes prŽcŽdemment permettent de catŽgoriser les obligations en 

plusieurs types :  

�™ Classement par nature : 

• Z;+3<4)3(0!$%;(:2(00#6!,!C’est une obligation remboursŽe en dernier lieu en cas de 
liquidation de la sociŽtŽ apr•s le remboursement de tous les crŽanciers privilŽgiŽs et les 
dŽtenteurs des obligations ordinaires. 

• Z;+3<4)3(0!.(096:)3;+6!60!4.)3(0$!Z*L !,!Elle donne ˆ son dŽtenteur la possibilitŽ, mais 
non l’obligation, de convertir ses créances en actions. 

•  Z;+3<4)3(0!:6&;(%:$4;+6!60!4.)3(0$!Z"L ,!A son ŽchŽance, elle est obligatoirement ( 
ou facultativement) remboursŽe en actions de la sociŽtŽ Žmettrice. 

• Z;+3<4)3(0!H#:(-.(%/(0! ,!C’est une obligation qui ne paie pas d’intérêt durant toute sa 
durŽe de vie et qui est remboursŽe in fine.  

�™ Classement par taux : 

• Z;+3<4)3(0!N!)4%G!A3G6!,!Il s’agit d’une obligation dont le taux facial sur lequel est basé 
le calcul des coupons est fixe pendant toute la durée de l’emprunt.  

• Z;+3<4)3(0!N!)4%G!A+())40)!,!C’est une obligation dont la rémunération évolue en fonction 
des conditions du marchŽ. En effet, elle se caractŽrise par des coupons ( montants des 
intŽr•ts) qui ne sont pas connus au moment de l’émission mais plut™t indexŽs par rapport 
ˆ un taux de rŽfŽrence.  

Le taux flottant peut •tre variable ou rŽvisable. Les obligations ˆ taux rŽvisable ont un 
coupon dont la valeur est connue au début de chaque période d’échéance (période 
prŽcŽdant la date de remboursement des intŽr•ts), tandis que les obligations ˆ taux 
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variable ont un coupon dont la valeur n’est déterminée que la veille de la date 
d’échéance. Au Maroc, les obligations ˆ taux flottant existantes et appelŽes, dans le 
jargon financier, ˆ taux variable sont en fait des obligations ˆ taux rŽvisable. 

 

2=!D0)6:96040)$!$%:!+6!&4:.5#!(;+3<4)43:6!,!

En plus des acteurs veillant sur l’organisation du marché obligataire tels que L’AMMC, 

la Bourse de Casablanca...etc. vus auparavant, les principaux acteurs contribuant ˆ sa 

dynamique sont : 

• _&6))6%:$,! 
�¾ �/�¶�(�W�D�W�� �H�W�� �O�H�V�� �F�R�O�O�H�F�W�L�Y�L�W�p�V : La politique budgétaire suivie par l’Etat l’oblige 

parfois ˆ procŽder ˆ des Žmissions dans le but de financer ses insuffisances 
budgŽtaires. Ces titres sont appelŽs Bons de TrŽsor. 

�¾ Les Žtablissements de crŽdit : Ce sont les banques et les entreprises financi•res 
qui recourent aux marchŽs financiers en vue du financement de leurs besoins 
Žconomiques.  

�¾ Les entreprises : Les entreprises ont recours au marchŽ obligataire pour financer 
leurs investissements dans la perspective d’une croissance continue et stable.  

• D096$)3$$6%:$!,! 
�¾ Les banques : Les banques occupent le rôle d’intermédiaire entre les acheteurs et 

les vendeurs de titres. Par ailleurs, elles peuvent constituer leurs propres 
portefeuilles obligataires pour dŽvelopper leur situation financi•re. 

�¾ Les institutionnels : Ces institutions ont un r™le tr•s important sur le marchŽ 
obligataire. Cette catégorie d’investisseurs est constituée de sociétés d’assurance, 
des caisses de retraite et aussi les OPCVM notamment les FCP. 

�¾ Les institutions non financi•res et les particuliers : Ce sont les Žtablissements 
autre que financiers et toute personne morale ou physique, pouvant aussi investir 
dans les titres obligataires.  

!

 

!

!

!

!

!

!
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Sur la base de ce que nous avons vu dans le chapitre prŽcŽdent, on ne peut nier que le 

marché obligataire est fortement voire majoritairement influencé par les taux d’intérêt et leurs 

fluctuations. Dans ce sens, nous commencerons dans ce chapitre par la prŽsentation des 

ŽlŽments essentiels concernant les taux d’intérêts afin de pouvoir par la suite analyser la 

structure qui reprŽsente leur dynamique ˆ travers le temps ou encore la Ç courbe des taux È tout 

en mettant en relief certaines notions de base utilisŽes pour son Žlaboration. 

I. Notions de base s�X�U���O�H���W�D�X�[���G�¶�L�Q�W�p�U�r�W: 

1. DŽfinition �G�X���W�D�X�[���G�¶�L�Q�W�p�U�r�W : 

L’intérêt est la rémunération d’un prêt, sous forme généralement d’un versement 

périodique de l’emprunteur au prêteur. Ainsi, pour ce dernier c’est le prix de sa renonciation 

temporaire à la liquidité alors que pour l’emprunteur cet intŽr•t incarne le cožt correspondant ˆ 

une utilisation anticipŽe de fonds.  

Comme tout autre taux, le taux d’intérêt représente donc la proportion de cette 

rŽmunŽration pŽriodique par rapport au capital empruntŽ.  

Sur le marchŽ obligataire, en plus du risque de contrepartie correspondant ˆ la 

probabilité de défaillance d’un emprunteur ou d’une structure donnée qui n’arrive pas à 

rembourser sa dette dans son intŽgralitŽ, les fluctuations des taux d'intŽr•t exposent les 

dŽtenteurs de titres financiers au risque de moins-value en capital. En d’autres termes, le porteur 

d’une obligation à taux fixe ou à taux variable tout comme son émetteur sont soumis au risque 

engendré par l’évolution des taux d’intérêt (pilotŽs par les banques centrales) entre la date de 

contraction de leur engagement et la date de r•glement de la dette. Il est ˆ noter aussi que les 

durŽes de vie de ces titres de crŽances nŽgociables sont gŽnŽralement longues . Elles sont donc 

d’autant plus exposées à ce risque nommé « risque de taux È.  

 

 



5*,+3&'$"JF"Notion des taux d’intérêt et la courbe des taux"

"!$*!" !
!

2. �&�O�D�V�V�L�I�L�F�D�W�L�R�Q���G�H�V���W�D�X�[���G�¶�L�Q�W�p�U�r�W: 

Les différents taux d’intérêt peuvent être classés selon : 

4=!C4!&4)%:3)#!,!!
La valeur du taux d’intérêt est fortement liée à la durée, ou autrement dit à la maturitŽ 

car prêter (ou emprunter) pour une période de 10 ans n’est évidemment pas la même chose que 

de pr•ter (ou emprunter) pour 1 mois. Une diffŽrence de rŽmunŽration(pour un pr•t) ou de cožt 

(pour un emprunt) et donc de taux va en dŽcouler. Ainsi, on distingue entre : 

• C6$!)4%G!N!.(%:)!)6:&6!(%!)4%G!.(%:)$,! 

ReprŽsentant la rémunération de l’argent sur de courtes durées (entre 1 jour et 1 an), les 

taux courts sont dŽterminŽs en se basant sur la politique monŽtaire.  

Effectivement, la banque centrale ajuste au jour le jour un taux nommŽ taux 

directeur3afin de mieux rŽpondre à ses missions telles que le contrôle de l’inflation et 

l’optimisation de la croissance économique. Il est à noter que celle-ci n’intervient que 

sur les taux au jour le jour ou sur d’autres échéances inférieures à 3 mois. 

Les autres taux ˆ court terme, dont les maturités vont jusqu’à un an, sont déterminés par 

la confrontation de l’offre et de la demande sans intervention de la banque centrale. 

 

• C6$!)4%G!N!&(d60!6)!+(0<!)6:&6!(%!)4%G!+(0<$!,! 

Représentant la rémunération de l’argent sur de longues durŽes (supŽrieures ˆ 1 an), les 

taux longs comprennent des taux à moyen terme d’une maturité comprise entre 1 et 5 

ans et des taux à long terme d’une maturité dépassant les 5 ans. 

GŽnŽralement, les taux à moyen et long terme sont impactés par la loi de l’offre et de la 

demande. Si les taux courts dŽpendent des politiques monŽtaires, les longs rŽagissent ˆ 

la santé de l’économie et aux attentes inflationnistes. En effet, en cas normal, plus 

l’échéance de remboursement est lointaine, plus les taux sont élevés car ils doivent 

couvrir le risque de perte de valeur du capital dans la durŽe. 

 

 

!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
] !b+,>!1.&$2*$,&!: taux d’intérêt fixé par la banque centrale pour le refinancement des banques c7C7d qu’il 
20&&$(%0)1!+,!*+,>!%+&!6$9,$6!6+!:+)9,$!2$)*&+6$!%&i*$!+,>!:+)9,$(!%0,&!6$(!+6./$)*$&!$)!6.9,.1.*'!
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;=!C4!A+6G3;3+3)#!,!

On distingue entre : 

• C6$!)4%G!A3G6$!,! 

Dans ce cas, le taux d’intérêt est fixé dès le départ lors de la contraction du prêt et n’est 

plus susceptible de varier pendant toute la durŽe du contrat.    

L’avantage principal du taux fixe est sa sécurité pour l’emprunteur puisqu’il lui permet 

de connaître dès le début le montant des versements mensuels d’intérêt et donc le coût 

total du crŽdit quelle que soit l’évolution du marché ce qui lui permet de gérer son budget 

de fa•on efficace. Cependant, celui-ci ne pourra pas profiter d’éventuelles baisses de 

taux et risque alors de se retrouver à payer trop d’intérêts par rapport aux conditions du 

marchŽ. Ainsi en raison de la sécurité qu’il procure, ce type de taux est préférable pour 

des pr•ts sur longue durŽe (plus des 15 ans) car en effet si ˆ court terme une forte hausse 

ou baisse des taux est peu probable, à long terme personne n’est en mesure de prévoir 

leur Žvolution.  

• C6$!)4%G!:#93$4;+6$!J(%!/:#2#)6:&30#$M!, 

Le taux révisable qualifie un type de taux qui varie au cours de la vie d’un prêt ou d’un 

placement, ˆ la hausse ou ˆ la baisse, en fonction des conditions des marchŽs financiers 

ou des modalités d’un contrat de prêt ou d’émission. Ce taux est de plus en plus courant 

dans le monde des emprunts. Il est en général révisé tous les ans, à la date d’anniversaire 

du pr•t.  

 

• C6$!)4%G!94:34;+6$!J(%!/($)-2#)6:&30#$M!, 

Les taux variables ne sont fixŽs que peu de temps avant leur perception. Si nous 

considérons l’exemple d’emprunts obligataires, le taux variable ne sera connu que 

quelques semaines avant le dŽtachement du coupon correspondant 
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3. �/�H�V���G�L�I�I�p�U�H�Q�W�V���W�\�S�H�V���G�H�V���W�D�X�[���G�¶�L�Q�W�p�U�r�W: 

Il existe plusieurs types de taux d’intérêt dont on peut citer principalement : 

4=!C6!)4%G!0(&304+!6)!)4%G!:#6+!,!!

Notons que l’on parle souvent de taux nominal et de taux réel en économie pour intégrer 

la perte de pouvoir d’achat due à l’inflation. 

Toutefois, le taux d’intérêt nominal est le taux inscrit sur le contrat, celui qui est 

effectivement payé par l’emprunteur au prêteur. Or, pour avoir une estimation plus réaliste de 

ce que coûtera l’emprunt, il faudra raisonner en termes « rŽels È et non en termes Ç nominaux È, 

en retranchant l’effet de l’inflation. Le plus simple sera de soustraire le taux d’inflation du taux 

d’intérêt nominal mais le plus exact sera de diviser l’un par l’autre. Ainsi, globalement, le taux 

d’intérêt réel est le taux nominal corrigé du taux d’inflation. 

Il existe deux optiques pour approcher cette correction de l’inflation : 

• C4!:6+4)3(0!26!K3$56:!J>UEYM!(%!6AA6)!K3$56:,  

L’effet de Fisher est l’application de la neutralité de la monnaie au taux d’intérêt. 

Autrement dit, un accroissement de la masse monŽtaire implique une croissance des prix 

augmentant le taux d’intérêt nominal sans affecter le taux réel. Mathématiquement, ceci 

se traduit par la relation suivante :  

𝒓 = 𝒊 −  𝝅 
• C4!:6+4)3(0!/:#.3$6,! 

La relation de Fisher reste une approximation quelque peu grossi•re ou relativement 

acceptable quand il s’agit de taux bas (inférieurs à 5 %) et à faible écart (moins de 5%). 

Une relation plus exacte de calcul de taux rŽel serait la suivante :  

𝒓 = (𝟏+𝒊)
(𝟏+𝝅)

−  𝟏 ou encore (𝟏 + 𝒊) = (𝟏 + 𝒓)(𝟏 + 𝝅) 

Avec r : taux d’intérêt réel  

           i : taux d’intérêt nominal 

          𝝅 : taux d’inflation 
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Le rendement actuariel désigne le rendement réel d’un placement tel qu’une obligation 

ou un bon de caisse. Il permet de savoir combien rapportera le placement en question en tenant 

compte de l’ensemble des facteurs déterminant son rendement suivants : 

• Le prix d’achat de cet actif(prix d’émission lorsqu’il s’agit d’une obligation) 
• Le prix de remboursement à l’échéance 
• Le montant et le calendrier des versements 
• La durée résiduelle restant à courir jusqu’au remboursement 

En croisant ces facteurs, le rendement actuariel s’assimile notamment à celui 

qu’obtiendra le porteur d’une obligation s’il la garde jusqu’à son échéance (en réinvestissant 

les coupons au m•me taux). 

Ainsi le taux de rendement actuariel permet d’Žgaliser la valeur actuelle d’une 

obligation avec celle des flux futurs perçus (coupons et prix de remboursement à l’échéance).  

MathŽmatiquement, le taux de rendement actuariel a est la solution de l’équation : 

𝑷 =∑
𝑪𝑭𝒊

(𝟏 + 𝒂)𝒊

𝒏

𝒊=𝟏

 

Le taux de rendement actuariel appara”t donc comme un outil commode pour Žvaluer le 

rendement d’une obligation donnée à n’importe quel instant. En effet, c’est un taux unique 

dŽpendant du nombre et de la valeur des flux futurs, facilement calculable et ayant une 

apparence de sens Žconomique et financier.  

Entre deux dates de coupon, l’acquéreur doit racheter au vendeur la fraction courue des 

intŽr•ts. Celle-ci est Žgale au produit du coupon multipliŽ par le nombre de jours courus depuis 

le dernier coupon. La formule de calcul du taux actuariel doit •tre modifiŽe pour tenir compte 

des intŽr•ts courus et elle devient :  

𝑷 =∑
𝑪𝑭𝒊

(𝟏 + 𝒂)𝒊−𝒛

𝒏

𝒊=𝟏

− 𝒛. 𝑪 = (𝟏 + 𝒂)𝒛∑
𝑪𝑭𝒊

(𝟏 + 𝒂)𝒊
− 𝒛. 𝑪

𝒏

𝒊=𝟏

 

Avec P : prix du titre 

           CFi : le flux monŽtaire (Cash-flow) versŽ ˆ la date i 

           n: maturitŽ du titre 

           a: taux de rendement actuariel correspondant à l’obligation 

           C: coupon dŽlivrŽ 

           z: fraction de pŽriode courue depuis le dernier coupon  



5*,+3&'$"JF"Notion des taux d’intérêt et la courbe des taux"

"!%$!" !
!

.=!C6!)4%G!H#:(-.(%/(0 !(%!)4%G!$/()!,!!

Une obligation ˆ zŽro-coupon se dŽfinit comme Žtant une obligation sans versement 

d’intérêt durant toute sa durée de vie. La rémunération des investisseurs est alors assurée par la 

différence entre la valeur de remboursement et la valeur d’émission.  

En notant B(t,T) le prix du zŽro-coupon de maturité T à l’instant t et R(t,T) son taux, 

on a la relation qui lie le prix et le taux zŽro-coupon est la suivante : 

𝑹(𝒕, 𝑻) = −
𝟏

𝑻 − 𝒕
𝐥𝐧[𝑩(𝒕, 𝑻)] , 𝟎 ≤ 𝒕 ≤ 𝑻 

2=!C6!)4%G!A(:I4:2!JK"LM!,!

Un FRA ou Future Rate Agreement est un contrat effectué à l’instant t, d’achat à T1 (>t) 

d’une obligation zéro-coupon de maturitŽ T2(>T1). C’est donc un contrat à terme de gré à gré 

par lequel le vendeur du FRA garantit à l’acheteur, au terme d’une période donnée ( la période 

de couverture), un taux négocié (le taux garanti), pour un emprunt d’un montant pour une durée 

nŽgociŽs.  

Au terme de la période de couverture, le vendeur verse à l’acheteur le diffŽrentiel 

d’intérêts entre le taux de marché et le taux négocié, appliqués au montant et à la durée de 

l’emprunt sous-jacent. Si cette différence est négative, c’est-ˆ -dire que les taux de marchŽ ont 

baissé, c’est l’acheteur du FRA qui paie la différence au vendeur. 

On constate ainsi que l’opérateur qui cherche à se couvrir contre une hausse des taux 

(position emprunteuse à terme) se portera acheteur d’un FRA, Inversement, celui qui cherche à 

se couvrir contre une baisse de taux (position pr•teuse) se portera vendeur. 
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Un swap de taux d’intérêt est un contrat bilatéral dans lequel les parties s’accordent pour 

échanger des flux d’intérêts fixes contre des flux variables, en général dans la même devise. 

Lorsque l’une des deux parties s’engage dans un swap dit « payeur È, elle s’engage à verser un 

taux d’intérêt fixe, appelé « taux de swap È. Elle obtient, en Žchange, le versement pŽriodique 

de taux variables.  

Aucun échange monétaire n’a lieu lors de la conclusion d’un swap. Par ailleurs, la valeur 

monétaire d’un swap, en date initiale, doit être nulle. Autrement dit, ni l’une ni l’autre des 

contreparties ne peut se sentir avantagŽe Žconomiquement quant aux termes du contrat. Bien 

entendu, cette valeur peut Žvoluer apr•s la conclusion du swap 

Une contrepartie s’étant par exemple engagée à verser un taux fixe en échange d’un taux 

variable verra son swap augmenter en valeur si les taux d’intérêts remontent brutalement. D’une 

certaine mani•re, les swaps peuvent •tre interprŽtŽs comme une somme de contrats forward.  

f. Le taux d’30)#:g)!$40$!:3$7%6,!

Contrairement aux taux d’intérêt vus précédemment qui couvrent le risque de crédit 

(non-remboursement du nominal), le taux d’intérêt sans risque correspond à l’immobilisation 

d’un capital sans risque de perte. En pratique, les obligations souveraines de certains Etats sont 

considŽrŽes sans risque.  

II.  La courbe des taux : 

De mois en mois, voire de jour en jour, les rendements des actifs ˆ revenus fixes tels 

que les bons de trŽsor, varient en fonction de leur ŽchŽance et la relation entre rendement et 

maturitŽ varie elle-m•me au cours du temps. Une telle relation liant les rendements 

d’obligations et leurs maturités est en général appelée structure par terme des taux d’intérêt. 

Les utilisations de cette structure sont multiples surtout pour les gérants d’actifs à 

revenus fixes. Ces gestionnaires modifient leurs portefeuilles dans plusieurs dimensions, 

incluant la qualité, le coupon et le type d’émetteur. Une des dimensions les plus importantes est 

la maturitŽ ; cette variable influence la performance qu’un portefeuille peut atteindre dans un 

environnement volatil. La structure par terme nous permet donc de comparer les rendements 

des divers investissements de m•me maturitŽ lorsque ceux-ci sont détenus jusqu’à leur 

ŽchŽance. Ainsi, elle peut •tre utilisŽe afin de prendre des dŽcisions et d’asseoir des stratégies 

de gestion de trŽsorerie (choix de la durŽe de placement, spŽculation sur la structure des taux, 
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ŽlŽments de couverture). L’analyse de la structure par terme donne en outre le consensus adopté 

par le marché en matière d’évolution future des taux d’intérêt. Le gestionnaire peut d•s lors 

confronter son opinion à ce consensus et choisir d’acheter ou de vendre des obligations de 

maturitŽs diffŽrentes afin de mieux ajuster son portefeuille.  

Par conséquent, l’étude de la courbe des taux et la modélisation de ces déformations 

futures revêt d’une grande importance dans de nombreux domaines de la finance, tant pour 

gŽrer les risques de taux affectant le bilan, que pour Žvaluer et couvrir les nouveaux produits 

financiers auxquels recourent les marchŽs pour faire face au risque de taux. 

Nous allons prŽsenter dans ce qui suit une dŽfinition de la courbe des taux et ses 

caractéristiques, les facteurs impliquant sa déformation, les différentes formes qu’elle peut 

prendre ainsi que les diffŽrentes thŽories Žconomiques avancŽes pour expliquer la relation entre 

les taux courts et les taux longs.  

1. DŽfinition de la courbe des taux: 

La courbe des taux d’intérêt ou de rendement (en anglais yield curve) permet de donner 

une vision globale sur l’évolution des taux d’intérêts pour différentes échéances et se définit 

comme la fonction qui pour un titre, ˆ une maturitŽ T donnŽe associe R(t,T) le taux d’intérêt 

correspondant ˆ la maturitŽ T ˆ une date t donnŽe. Cette courbe est reprŽsentŽe sur un rep•re 

dont l’axe des abscisses correspond aux maturités et l’ordonnée aux taux d’intérêt de 

l’obligation. Elle répond à deux besoins sur les marchés financiers puisque, d’un côté, elle 

agrège l’ensemble des taux d’intérêt que va devoir acquitter un émetteur et, d’un autre, elle 

informe les investisseurs des rendements d’un titre selon la maturité. La structure et l’évolution 

de la courbe sont donc des informations cruciales pour l’efficience des marchés obligataires et 

ils représentent aussi un bon indicateur avancé de l’activité économique. 

On peut dissocier les maturitŽs ˆ court terme de la courbe (infŽrieures ˆ  2 ans) et celles 

de long terme (au-delà de 2 ans pouvant aller jusqu’à 50 ans) : partie courte et longue de la 

courbe. La partie courte est en thŽorie davantage liŽe ˆ la politique monŽtaire puisque la banque 

centrale dŽtermine souverainement et de fa•on indŽpendante ˆ quel taux les banques 

commerciales peuvent lui emprunter des liquiditŽs alors que la partie longue incarne le risque 

liŽ aux incertitudes quant à la solvabilité et au défaut de l’émetteur ainsi que le risque 

inflationniste. L’écart entre la partie courte et la partie longue permet de déterminer le degré de 

pente de la courbe. Si l’écart est important ou augmente, on dit que la courbe est pentue ou 

qu’elle se « pentifie » alors que s’il diminue, on dit que celle-ci s’aplatit. 
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2. Les facteurs de dŽformation de la courbe des taux: 

On distingue trois facteurs responsables de la dŽformation de la courbe des taux : 

• C6!A4.)6%:!26!03964%!,!Il provoque les dŽformations parall•les de la courbe des taux 

 

 

 

 

 

 

 

                                                                   
• C6! A4.)6%:! 26! /60)6!,! Celui-ci provoque les mouvement d’aplatissement ou de 

pentification de la courbe des taux 
!

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

    

• C6!A4.)6%:!26!.(%:;%:6!,!Il est responsable des changements de concavitŽ de la courbe 
des taux 

G3A.'$"MF!'H1"#'4(/(.)4&-$&A/*('$1&-'&4.?'/$S&1"/+.#"'&H/1&+'#&/$('$1#&
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3. Les diffŽrentes formes de la courbe des taux : 

La forme que prend la courbe des taux d’intérêt sur les emprunts souverains renseigne 

sur les anticipations des investisseurs, sur les risques de défaut de l’Etat émetteur ainsi que sur 

le niveau de l’inflation et des taux d’intérêt futurs. De ce fait, elle constitue un bon indicateur 

de la santŽ Žconomique et financi•re du pays Žmetteur.  

Dans un environnement Žconomique stable marquŽ par une inflation faible et un 

endettement public soutenable, les rendements obligataires croissent avec la maturitŽ des titres, 

c’est-ˆ -dire que les taux d’intérêt s’élèvent de façon régulière au fur et à mesure que l’échéance 

du titre s’éloigne. Cela s’explique par le fait que plus l’échéance est lointaine, plus le risque de 

réalisation d’événements pouvant affecter défavorablement la valeur du titre obligataire est fort.  

En effet, plus on s’éloigne dans le temps, plus l’incertitude sur la capacité de 

remboursement de l’émetteur ou sur le niveau des taux d’intérêt ou d’inflation est élevée. Dans 

ces conditions, les investisseurs exigent une prime de risque pour pr•ter sur des ŽchŽances 

longues par rapport au fait de pr•ter sur des ŽchŽances courtes. 

 

Toutefois, les emprunts d’Etat étant généralement considérés comme des titres « sžrs È 

dans le sens o• ils ont peu de chance de ne pas •tre remboursŽs, les primes de risque attachŽes 

à l’éloignement des maturités sont assez réduites. Sur les échéances les plus longues, à 20,30 

ou 50 ans, elles peuvent m•me •tre quasi-nulles car sur ces horizons de tr•s long terme, le risque 

de dŽfaut tout comme les risques de taux ou d’inflation peuvent être considérés comme 

globalement identiques. On dŽduit donc que la prime de risque, appelŽe prime de terme, 

augmente avec le temps mais est marginalement dŽcroissante. Ainsi, la courbe des taux sur les 

emprunts d’Etat des principaux pays développés revêt en règle générale une forme croissante 

et concave, comme prŽsentŽ sur le graphique :  

 

 

!

!

!

!

!
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La forme de la courbe des taux n’est cependant pas figée. Il se peut en effet qu’elle se 

modifie sensiblement en raison d’une évolution marquée de la situation monétaire ou 

budgŽtaire du pays Žmetteur :  

4=!C4!/60)3A3.4)3(0!26!+4!.(%:;6!26$!)4%G!,!!

La pentification de la courbe des taux correspond 

ˆ une situation dans laquelle la forme de la courbe des 

taux d’intérêt obligataires se modifie pour passer d’une 

courbe concave à une courbe plus proche d’une droite, en 

raison d’une hausse des taux d’intŽr•t ˆ long terme.  

La pentification de la courbe des taux intervient 

lorsque les investisseurs exigent des primes de risque 

ŽlevŽes pour pr•ter sur des ŽchŽances lointaines pour 

compenser un risque inflationniste ou de dŽrapage 

budgétaire futur qu’ils jugent supérieur au niveau actuel. 

Cette situation est associée à des anticipations de hausse de l’inflation à terme ou de dégradation 

de la situation budgŽtaire.  

;=!L’inversion de la courbe des taux!,!

L’inversion de la courbe des taux se produit 

lorsque les taux courts deviennent supŽrieurs aux taux 

longs. C’est généralement ce qui se passe dans une 

situation de forte hausse de l’inflation qui conduit la 

banque centrale à remonter ses taux d’intérêt à court 

terme et cette hausse se diffuse sur toutes les ŽchŽances 

courtes ( de 3 mois ˆ moins de 2 ans). Si la banque 

centrale est crŽdible aux yeux des investisseurs, ceux-ci 

anticipent alors une baisse de l’inflation future et rŽduisent 

la prime de risque attachŽe aux obligations ˆ long terme.  

Une inversion de la courbe des taux est souvent associŽe ˆ des pŽriodes de surchauffe 

économique, la vigueur de l’activité provoquant des tensions inflationnistes. Ces derni•res 

poussent la banque centrale à intervenir via la hausse des taux d’intérêt à court terme qui 

finissent par entraîner un ralentissement économique. L’inversion de la courbe des taux est donc 

considŽrŽe comme un signe avancŽ du dŽclenchement d’une récession à moyen terme.  
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.=!L’aplatissement de la courbe des taux!,!!

L’aplatissement de la courbe des taux d’intérêt 

correspond ˆ une situation dans laquelle les taux longs 

baissent et se rapprochent du niveau des taux d’intérêt à 

court terme tout en leur restant supŽrieurs. 

Cette situation peut rŽsulter de diffŽrentes 

causes. Elle peut notamment provenir d’un changement 

des anticipations des investisseurs quant au niveau des 

taux d’intérêt à long terme. S’ils estiment par exemple que 

l’inflation va baisser au cours des années futures, la prime 

exigŽe pour acheter des titres obligataires de long terme 

va baisser. 

 

Mais d’autres éléments peuvent également aboutir à un aplatissement de la courbe des 

taux d’intérêt. En particulier, si la situation budgétaire d’un Etat fortement endetté s’améliore, 

la probabilitŽ de dŽfaut ˆ moyen et long terme de cet Etat se rŽduit, ce qui se traduira par une 

baisse de la prime de risque exigŽe par les investisseurs pour souscrire ˆ ses Žmissions de titres 

sur les maturitŽs les plus longues. 

Par ailleurs, la conjonction d’un environnement faiblement inflationniste et d’une 

abondance de liquiditŽ au niveau mondial favorise la recherche par les investisseurs 

internationaux de placements ˆ la fois peu risquŽs et offrant des rendements supŽrieurs ˆ ceux 

qui sont proposŽs sur les titres de court terme. La demande de titres obligataires ˆ long terme 

des principaux pays dŽveloppŽs augmente, ce qui pousse les taux longs ˆ la baisse. 

2=!C4!.(%:;6!26$!)4%G!/+4)6!,!!

La courbe plate, dans laquelle les taux ne varient pas 

ou tr•s peu selon les maturitŽs, ne refl•te pas des anticipations 

mais reprŽsente seulement une situation de transition entre 

une courbe croissante et une autre dŽcroissante. Elle est 

reprŽsentŽe par une droite horizontale indiquant que les taux 

courts sont identiques ˆ ceux longs. 

 

!
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4. Les thŽories Žconomiques explicatives de la structure des taux : 

De nombreuses thŽories ont ŽtŽ avancŽe par des Žconomistes dans le cadre de 

l’explication de la forme de la courbe des taux ou m•me le lien reliant les taux courts et les taux 

longs. On peut citer principalement la thŽorie des anticipations, la thŽorie de la prime de risque, 

la théorie de segmentation des marchés et la théorie de l’habitat préféré. 

4=!C4!)5#(:36!26$!40)3.3/4)3(0$!,!!

Selon cette thŽorie, dŽveloppŽe par Friedrich A. Lutz4, les taux longs ne seraient que la 

moyenne gŽomŽtrique des taux courts anticipŽs. Cette thŽorie affirme que la structure des taux 

d’intérêt est déterminée par les anticipations des investisseurs sur l’évolution des taux futurs. 

Un investisseur, dont l’objectif est la recherche du plus fort rendement possible, aurait 

le choix de placer son argent sur diverses ŽchŽances : il rechercherait donc la combinaison qui 

lui permettrait de maximiser son rendement. Un arbitrage sera donc tout à fait possible s’il a le 

choix entre l’achat d’une obligation à coupon zéro de maturité n et l’achat de n titres d’échéance 

d’une année (en considérant que son horizon temporel de placement serait de n annŽes). Il 

n’hésitera donc pas à passer de durées courtes aux durées longues ou inversement, s’il prŽvoit 

qu’il en retirera un rendement plus élevé. 

Cette théorie s’appuie sur les hypothèses suivantes : 

�Â Pour les investisseurs, les actifs financiers de durŽe diffŽrente sont donc parfaitement 

interchangeables. 

�Â Le passage d’une durée à une autre n’entraîne pas de frais. Tous les agents 

Žconomiques sont parfaitement informŽs et peuvent accŽder ˆ tous les marchŽs. Dans 

ces conditions, le rendement d’un placement ̂  long terme peut •tre Žgal aux placements 

ˆ court terme successifs.  

En se basant sur cette thŽorie, on peut expliquer les diffŽrents profils de courbe des taux de la 

fa•on suivante :  

• Si la structure est plate, la stabilitŽ des taux est anticipŽe. 

• Si la structure est normale (pente ascendante) , une hausse des taux est anticipŽe.  

• Sinon, dans le cas d’une structure inversée, les marchés financiers anticipent une baisse 
des taux.  
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 La thŽorie des anticipations a ensuite ŽtŽ Žtablie en avenir incertain par F.A Lutz et par 

B.G.Malkiel5 et D.Meiselman6 . En admettant que, sur une longue pŽriode, les investisseurs 

anticipent alternativement une hausse ou une baisse des taux ˆ court terme, la thŽorie des 

anticipations suggère qu’historiquement, on devrait observer sensiblement autant de courbes de 

structure de taux ascendantes que de courbes descendantes. Or l’existence d’une très grande 

majoritŽ de courbes ascendantes conduit ˆ penser que cette thŽorie ne suffit pas ˆ expliquer la 

structure des taux en fonction de la maturité. En effet, cette théorie a fait l’objet de nombreuses 

critiques, notamment par J.Robinson7 . En se basant sur des observations, il a été montré qu’il 

était peu probable qu’un investisseur puisse anticiper les taux futurs avec une précision 

suffisante pour fonder ses dŽcisions. 

En outre, si cette condition était vérifiée, la probabilité d’obtenir une structure inversée 

serait identique à celle d’une structure normale. Or, cette dernière apparaît plus fréquemment. 

De plus, l’hypothèse d’indifférence, en termes de durée de placement et d’arbitrages, de 

l’investisseur entre les différentes stratégies pour obtenir le meilleur rendement, a Žgalement 

été remise en cause. En réalité, une meilleure explication de la formation des taux d’intérêt 

exige la prise en compte de deux concepts fondamentaux négligés jusqu’alors : il s’agit des 

notions de risque et de liquiditŽ. 

;=!C4!)5#(:36!26!+4!/:3&6!26!:3$7%6!,!

Les intervenants sur les marchés ont de l’aversion pour le risque. Ils préfèrent donc 

acheter des titres à court terme plutôt qu’à long terme. En revanche, les emprunteurs vont plutôt 

Žmettre des titres de longue ŽchŽance. Il en rŽsulte une faiblesse structurelle du marchŽ 

obligataire, qui se traduit par un excŽdent de demande pour les titres ˆ court terme, et par un 

surplus d’offre d’obligations à long terme. Les obligations courtes seront donc plus «liquides » 

que les titres longs. Pour attirer les investisseurs vers ces derniers, les Žmetteurs devront offrir 

pour ces titres une prime par rapport aux taux ˆ court terme. 
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La dissymŽtrie structurelle du marchŽ a conduit J.R. Hicks8 ˆ formuler la thŽorie de la 

prime de liquiditŽ, selon laquelle les investisseurs n’acceptent d’investir à long terme qu’en 

échange d’une prime de risque ou de liquidité. Cependant, cette théorie, qui souligne les 

insuffisances de la thŽorie des anticipations, souffre de quelques imperfections. En effet, tout 

investisseur qui dŽsire placer ses fonds pendant un horizon de temps de longue durŽe ne va pas 

exiger une prime de risque. Tous les investisseurs ne prŽf•rent pas le court terme. 

Cette limitation de la thŽorie de la prime de risque est surmontŽe par la thŽorie de la 

segmentation des marchés et de l’habitat préféré considérant la diversité des prŽfŽrences 

concernant l’horizon des investisseurs, dans l’explication de la prime de risque. 

.=!C4!)5#(:36!26!$6<&60)4)3(0!26$!&4:.5#$!,!!

Selon cette thŽorie, il n'y a pas de corrŽlation entre les taux d'intŽr•t et les diffŽrentes 

échéances. L'offre et la demande de capitaux s’établit sans relation les uns avec les autres. En 

effet, on imagine mal une entreprise investir ses capitaux sur du long terme uniquement parce 

que ses anticipations de la structure des taux ˆ terme lui serait favorable. 

d. La théorie de l’habitat préféré!,!

La théorie de l'habitat préféré développée par F. Modigliani et R.Sutch repose sur l’idée 

que les investisseurs ont des prŽfŽrences pour certains horizons de placement. Les entreprises 

qui souhaitent Žmettre des titres ˆ un horizon non dŽsirŽ par ces m•mes investisseurs devront 

donc ajouter une prime ˆ la rentabilitŽ normale. 

5. La multitude de courbe des taux : 

Sur chaque place financi•re il existe ˆ tout moment, non pas une seule, mais une multitude 

de courbes de taux. 

On peut globalement distinguer deux types de courbes: 

• Les courbes observŽes, ou courbe de marchŽ, qui sont construites directement ˆ partir 

de cotations d’instruments financiers sur le marché (exemples :courbe des taux de 

swaps, courbe des taux de rendement ˆ maturitŽ des obligations). 

• Les courbes implicites, qui sont dŽduites (ou dŽrivŽes indirectement) ˆ partir des 

cotations de marchŽ, mais en les transformant (exemples : courbe des taux zŽro-coupon, 

courbe de taux forwards, courbe des taux de rendement au pair). 
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Ayant pour premier objectif l’identification du modèle le plus adéquat et le plus adapté 

ˆ la courbe des taux observable sur le marchŽ, il est indispensable en un premier temps de 

reconstruire cette derni•re ˆ partir des donnŽes disponibles et par la suite Žtaler les diverses 

mŽthodes de modŽlisation utilisŽes en mettant en Žvidence le contexte de leurs introductions, 

leurs avantages et les différents inconvénients qu’ils présentent. Ceci fera bel et bien l’objet du 

présent chapitre. Cependant, avant d’enchaîner, nous commencerons tout d’abord par justifier 

le choix du travail sur la courbe zŽro-coupon en exposant ses particularitŽs. 

I. Pourquoi choisir de travailler sur la courbe zŽro-coupon ?  

Afin de disposer d'une sŽrie de donnŽes cohŽrentes, les courbes de taux sont toujours 

construites en utilisant des taux de rendement d'instruments homog•nes. Pour les courbes 

obligataires, cela signifie notamment que l'on se sert toujours des taux d'un m•me Žmetteur ou, 

s'il s'agit d'une courbe sectorielle, d'Žmetteurs provenant du m•me secteur. 

Cependant, construire une courbe de taux ˆ partir d'obligations “classiques”, dotées 

d'un coupon, crŽerait une courbe souffrant d'un certain nombre d'incohŽrences. Ainsi, par 

exemple deux obligations ayant la m•me ŽchŽance mais une duration tr•s diffŽrente, n'auront 

pas le m•me taux de rendement. De m•me, deux coupons identiques appartenant ˆ deux 

obligations de maturitŽ diffŽrente ne seront pas actualisŽs au m•me taux de rendement, alors 

qu'ils gŽn•rent un flux strictement identique. Pour cette raison, nous allons traiter la courbe 

zŽro-coupon dont nous citerons les caractŽristiques dans ce qui suit. 

1. DŽfinition de la courbe des taux zŽro-coupon: 

4= C’(;+3<4)3(0!H#:(-.(%/(0! ,!!

Comme le nom l’indique, une obligation zŽro-coupon (Žgalement nommŽe Ç obligation 

de capitalisation È ou Ç Strip È en anglais) ne verse aucun flux intermŽdiaire (coupon) et ne 

donne lieu qu’à un seul flux de remboursement à sa date d’échéance. Ainsi, à titre d’exemple 

simpliste, un zŽro-coupon de nominal N=1$ devra verser ˆ son dŽtenteur cette valeur faciale ˆ 

la date de sa maturitŽ T. 



5*,+3&'$"EF"X-3&3,&38-"1"4,"#8:943%,&38-":$"4,")8.'=$":$%"&,.;"Y9'8F)8.+8- "

"!&&!" !
!

;= C6!/:3G!H#:(-.(%/(0! ,!!

Le prix B(t,T) d’un bon zŽro-coupon de maturitŽ T ˆ un instant t (t<T) correspond ˆ la 

valeur en cette date t d’une unité monétaire payée à T  (B(T,T) = 1) sans paiements 

intermŽdiaires entre les deux dates. Nous supposerons dans toute la suite que le prix zŽro-coupon 

est un processus positif strictement et adaptŽ sur un espace de probabilitŽ filtrŽ9 ���Ÿ�����)�����3��.  

.= C6!)4%G!H#:(-.(%/(0! ,!!

CommunŽment connu comme Žtant le taux le plus utile sur le marchŽ financier, le taux 

zŽro-coupon à n années est le taux d’intérêt obtenu sur un investissement engendrant un seul 

flux au terme des n annŽes sans flux intermŽdiaires.  

A chaque fois que l’on parle d’évaluation de produits financiers, qu’il s’agisse 

d’obligations, d’options ou autres, le taux zéro-coupon est forcŽment ŽvoquŽ. Le taux zŽro-

coupon permet l’actualisation des flux à une date donnée, ce qui constitue en fait le principe de 

l’évaluation d’un actif quelconque. L’intérêt du taux zéro-coupon dans ce sens, appara”t 

principalement à travers son unicité. En effet, pour une maturité donnée il n’existe qu’un seul 

taux zŽro-coupon permettant l’actualisation à une date prŽalable t.  

Les taux utilisŽs pour calculer les prix des obligations doivent •tre des taux Ç purs È 

c’est ˆ  dire des titres zŽro coupon afin d’éviter des distorsions dus à des niveaux de coupons 

annuels diffŽrents. Conna”tre la courbe des taux zŽro coupon au comptant est tr•s important en 

pratique car cela permet aux acteurs du marchŽ: 

• D’évaluer et de couvrir à la date de reconstitution les produits de taux délivrant des flux 
futurs connus (obligation ˆ taux fixe, par exemple) ; 

• De dŽriver les autres courbes implicites : la courbe des taux forward, la courbe des taux 
de rendement au pair et la courbe des taux de rendement instantanŽs ; 

• Enfin, la courbe spot est le point de dŽpart pour la mise en place de mod•les 
stochastiques de dŽformation de cette courbe dans le temps. 

En temps continu, ˆ une date t le taux zŽro-coupon correspondant ˆ une maturitŽ T est 

obtenu ˆ partir du prix B(t,T) dŽfini prŽcŽdemment en appliquant la relation :  

𝑹(𝒕, 𝑻) = − 𝟏
𝑻−𝒕

𝐥𝐧 (𝑩(𝒕, 𝑻))                (1.1) 

Ainsi comme toute autre structure par terme des taux, la courbe zŽro-coupon est la 

fonction qui donne les diffŽrents taux de la date t en fonction de leur maturitŽ T, 𝑻 → 𝑹(𝒕, 𝑻) 

!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
[ !d0.&!1'4.).*.0)!1+)(!6$!23+%.*&$!(,.8+)*!!



5*,+3&'$"EF"X-3&3,&38-"1"4,"#8:943%,&38-":$"4,")8.'=$":$%"&,.;"Y9'8F)8.+8- "

"!&' !" !
!

2. Les types de courbes des taux zŽro-coupon: 

Il existe trois grands types de courbes de taux zŽro-coupon : la courbe TrŽsor, la 

courbe interbancaire, et les courbes dites corporate. Le choix de la courbe 

diff•re selon le produit financier ˆ valoriser et la notation de la contrepartie. 

L’actualisation des flux futurs se fait sur l’une d’entre elles. 

• C4!.(%:;6!V:#$(:!Jou courbe d’EtatM!est construite ˆ partir des obligations Žmises par 
l’Etat. Il s’agit de la courbe dite sans risque dans les pays du G710 dans la mesure o• les 
Etats de ces pays sont censŽs ne jamais faire dŽfaut. Ils sont notŽs AAA par les agences 
de rating (meilleure notation possible).  

• C4! .(%:;6! 30)6:;40.43:6!comme son nom l’indique résulte d’opérations financières 
entre banques. Elle est construite ˆ partir des taux de dŽp™t, des futures et des swaps. Il 
ne s’agit pas d’une courbe sans risque puisque les banques ne jouissent pas du meilleur 
rating des agences de notations. Leur rating moyen se situe entre A et AA pour S&P et 
A1 et Aa1 pour Moody’s.  

• C6$!.(%:;6$!i!.(:/(:4)6 !j! sont les courbes qui caractŽrisent les entreprises du secteur 
privŽ. Il en existe de multiples qui dŽpendent du rating des entreprises et de leur secteur 
Žconomique.  

Chacune de ces courbes est construite en utilisant les obligations des entitŽs concernŽes dont 
nous retrouvons l’échelle de notation en annexe. 

II.  Processus �G�¶extraction de la courbe des taux zŽro-coupon  : 

Les mod•les prŽsentŽs par la suite ont tous pour but de fournir une estimation proche de 

la courbe rŽelle des taux zŽro-coupon. Cependant, il est ̂  noter que contrairement aux obligations 

couponnŽes, il n’existe pas suffisamment d’obligations zéro-coupon cotŽes pour chaque 

ŽchŽance ou encore elles sont souvent tr•s peu liquides pour que leur taux de rentabilitŽ actuariel 

soit significatif. Par consŽquent, celles-ci ne permettent pas d’obtenir les taux zéro-coupon 

directement pour un continuum de maturitŽs.  Dans ce sens, la reconstitution directe ou 

extraction de la courbe zŽro-coupon ˆ partir de la courbe des taux couponnŽs fournie par Bank 

Al Maghrib est rendue nŽcessaire et elle se fait en passant par les deux Žtapes consŽcutives 

expliquŽes ci-apr•s . 

Dans cette section, puisque l’on procède de manière similaire pour chaque date de 

valeur, nous considŽrons la maturitŽ comme étant la durée restant avant l’échéance d’une 

obligation. Ainsi ˆ une date s le taux Y(s,T) d’une obligation de date d’échéance T s’écrira 

Y(0,t) avec t = T-s .  

!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
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1. �/�¶�L�Q�W�H�U�S�R�O�D�W�L�R�Q���H�W���O�¶�H�[�W�U�D�S�R�O�D�W�L�R�Q: 

Dans un premier temps, le fait que les taux publiŽs rŽguli•rement par BAM prennent en 

compte les opŽrations les plus rŽcentes et ne reprŽsentent donc que des taux de rendement 

discrets correspondants ˆ certaines maturitŽs seulement, entrave l’élaboration d’une courbe 

continue ˆ partir de ces donnŽes puisqu’elle nŽcessite la connaissance de taux pour toutes les 

maturités. Par conséquent, dans un premier temps, l’opérateur financier se trouve dans 

l’obligation de déterminer lui-même les taux manquants à la courbe couponnée qu’il 

transformera par la suite en zŽro-coupon et pour cela il existe une panoplie de mŽthodes 

proposŽes. 

Habituellement, on proc•de par interpolation ( et extrapolation ) linŽaire. A cette 

mŽthode, nous ajouterons une autre, peu utilisŽe, qui a prouvŽ son efficacitŽ dans les 

environnements de forte pente de courbe de taux : l’interpolation cubique. Dans ce qui suit nous 

prŽsenterons chacune de ces deux mŽthodes.   

• C’interpolation!6)!6G):4/(+4)3(0!+30#43:6!,! 

Si l’on possède les taux couponnŽs de maturitŽ t1 et t2 notŽs respectivement Y(0,t1) et Y(0,t2), 

nous dŽduisons alors le taux de maturitŽ T avec T1<T<T2 en interpolant linŽairement de la 

mani•re suivante :  

𝒀(𝟎, 𝒕) =
(𝒕𝟐 − 𝒕)𝒀(𝟎, 𝒕𝟏) + (𝒕 − 𝒕𝟏)𝒀(𝟎, 𝒕𝟐)

(𝒕𝟐 − 𝒕𝟏)
 

Par exemple, le taux 3 ans est de 5.5% et que le taux 4 ans est de 6%, le taux 3 ans et 9 mois 

interpolŽ sera alors de : 𝑌(0,3.75) = 0.25×5.5%+0.75×6%
1

= 5.875%  

Cette mŽthode peut Žgalement •tre utilisŽe si nous ne disposons pas de taux pour les maturitŽs 

enti•res. Par exemple, nous connaissons le taux du 2 ans et 3 mois et celui du 3 ans et 6 mois. On 

interpole alors pour obtenir celui du 3 ans par la formule : 𝑌(0,3) = 0.5×𝑌(0,2.25)+0,75×𝑌(0,3.5)
1.25

 

De m•me, l’extrapolation concerne les taux correspondant aux maturitŽs dŽpassant la maturitŽ 

maximale tmax  dont le taux est disponible et elle consiste graphiquement en la prolongation du 

segment liant les deux points (tmax-1,Y(0,tmax-1)) et (tmax,Y(0,tmax)) tel que tmax-1 est la borne 

supŽrieure des maturitŽs infŽrieures ˆ tmax dont les taux sont connus et mathŽmatiquement ceci 

revient ˆ calculer le taux pour une maturitŽ t > tmax en utilisant la relation :  

𝒀(𝟎, 𝒕) =
(𝒕𝒎𝒂𝒙 − 𝒕)𝒀(𝟎, 𝒕𝒎𝒂𝒙−𝟏) + (𝒕 − 𝒕𝒎𝒂𝒙−𝟏)𝒀(𝟎, 𝒕𝒎𝒂𝒙)

𝒕𝒎𝒂𝒙 − 𝒕𝒎𝒂𝒙−𝟏
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• C’interpolation cubique ,! 

L’interpolation cubique s’effectue par segment et fait appel à quatre taux. En pratique, on 

consid•re un premier segment dŽfini entre deux maturitŽs T1 et T4 où l’on dispose de 4 taux 

Y(0,T1), Y(0,T2), Y(0,T3) et Y(0,T4) tel que T1<T2< T3<T4 

Le taux interpolŽ correspondant ˆ une maturitŽ T�>T2, T3@ est défini par l’équation cubique :  

!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!�) !𝑌(0, 𝑇) = 𝑎. 𝑇3 + 𝑏. 𝑇2 + 𝑐. 𝑇 + 𝑑! 

O• a, b, c et d sont dŽfinis par le syst•me d’équations :  

{
 
 

 
 𝑌(0, 𝑡1) = 𝑎. 𝑡1

3 + 𝑏. 𝑡12 + 𝑐. 𝑡1 + 𝑑
𝑌(0, 𝑡2) = 𝑎. 𝑡23 + 𝑏. 𝑡22 + 𝑐. 𝑡2 + 𝑑
 𝑌(0, 𝑡3) = 𝑎. 𝑡33 + 𝑏. 𝑡32 + 𝑐. 𝑡3 + 𝑑
𝑌(0, 𝑡4) = 𝑎. 𝑡43 + 𝑏. 𝑡42 + 𝑐. 𝑡4 + 𝑑

 

Ce système d’équations traduit la contrainte selon laquelle la courbe polynomiale de degré trois 

doit passer par les quatre points de marchŽ disponibles (T1, Y(0,T1)), (T2, Y(0,T2)), (T3, Y(0,T3)) 

et (T4, Y(0,T4)). 

A titre d’exemple nous considŽrons les taux Y(0,1)= 3% , Y(0,2)= 5%, Y(0,3)= 5.5% et Y(0,4)= 
6%. Le calcul du taux correspondant ˆ  la maturitŽ 2.5 ans est dŽterminŽ par :  

𝑌(0,2.5) = 𝑎 × 2.53 + 𝑏 × 2.52 + 𝑐 × 2.5 + 𝑑 = 5.34375% 

Avec :(

𝑎
𝑏
𝑐
𝑑

) = (
1 1 1 1
8 4 2 1
27 9 3 1
64 16 4 1

)

−1

(

3%
5%
5.5%
6%

) = (
0.0025
−0.0225
0.07
−0.02

) 

Il est ˆ noter qu’en dépit de la complexité des calculs sur lesquels elle repose, l’interpolation 

cubique reste une méthode considérable vu qu’elle permet d’aboutir à une courbe plus flexible 

que celle obtenue en recourant à l’interpolation linéaire et le graphe ci-dessus prŽsente un 

aper•u de la diffŽrence entre les rŽsultats ces deux interpolations. 

 

!
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2. La mŽthode du Bootstrap: 

Le Ç Bootstrap È est une procédure de reconstitution d’une courbe zéro-coupon pas ˆ pas, i.e. 

segment de maturitŽ par segment de maturitŽ. Cette mŽthode est basŽe sur l'hypoth•se, que le prix 

thŽorique d'une obligation est la somme de ses flux actualisŽs aux taux zŽro-coupon de l'ŽchŽance 

de chaque flux. En pratique cela revient explicitement ˆ : 

• Pour la partie de maturitŽ infŽrieure ou Žgale ˆ 1 an :  
Sur le court terme, les instruments nŽgociŽs sont en gŽnŽral des instruments zŽro-
coupon. Effectivement, un pr•t monŽtaire est remboursŽ en m•me temps que les intŽr•ts 
à la date d’échéance. Le taux zéro-coupon est alors simplement fournit par une 
conversion de base du taux monŽtaire vers un taux actuariel selon la formule : 

𝒓𝒂,𝒕 = (𝟏 +
𝒓𝒎 × 𝒏
𝟑𝟔𝟎

)
𝟏 𝒕⁄
− 𝟏 

         Avec : rm = taux monŽtaire (sur la base de 360 jours) 
                     n = nombre de jours exact du placement 
                     ra = taux zŽro-coupon actuariel 
                     t = fraction d’année du placement ou encore maturitŽ 
                       = 𝒏

𝟑𝟔𝟓
  (puisque nous considŽrons une annŽe de 365 jours ) 

Cette formule est appelŽe formule de transformation des taux ou encore formule de 
conversion actuarielle.  
Ensuite, pour des maturitŽs voulues non-figurantes parmi celles obtenues, on proc•de 
par interpolation. 

• Pour les maturitŽs supŽrieures ̂  1 an : 
Nous rappelons tout d’abord que les taux publiŽs pour les maturitŽs supŽrieures ̂  un 
an sont ̂ la base des taux actuariels donc l’utilitŽ de la conversion se limite ˆ  la partie 
prŽcŽdente. Nous commen•ons alors par dŽterminer ̂  partir des taux actuariels fournis 
ceux des tŽnors de la courbe notamment pour les maturitŽs 1 an, 2 ans, 3 ans… etc 
avant de calculer les taux zŽro-coupon correspondant.     

�9 Pour la maturitŽ 2 ans : 
Rappelons-nous d’abord que toute obligation versant des coupons peut •tre 
considŽrŽe comme un ensemble de zŽro-coupons. Son prix (thŽorique) est donc, 
par consŽquent, Žquivalent ˆ la somme des valeurs actuelles de ces zŽro-
coupons. Ainsi, pour calculer le taux zŽro-coupon de l’échéance à 2 ans par 
exemple, on observe le prix et les caractŽristiques (flux contractuels) d’une 
obligation ˆ cette ŽchŽance et on la dŽcompose ˆ deux zŽro-coupon : le premier 
versant un flux égal au montant du coupon à une maturité d’un an et le deuxième 
versant un flux Žgal ˆ la somme du montant du coupon et celui du 
remboursement du nominal avec une maturitŽ de deux ans.  
A ce niveau, le facteur d’actualisation du premier flux est déjà connu grâce à 
l’étape précédente et l’on déduit le facteur d’actualisation du second flux en 
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résolvant l’équation : 

                     
𝑁 × 𝑡𝑓
(1 + 𝑟𝑎,2)

+
𝑁 × 𝑡𝑓

(1 + 𝑟𝑎,2)2
+

𝑁
(1 + 𝑟𝑎,2)2

=
𝑁 × 𝑡𝑓

(1 + 𝑅(0,1))
+

𝑁 × 𝑡𝑓
(1 + 𝑅(0,2))2

+
𝑁

(1 + 𝑅(0,2))2
 

Ou encore puisque 𝑅(0,1) = 𝑟𝑎,1 et en considŽrant 𝑡𝑓 le taux facial Žgal au taux 

actuariel de la maturitŽ cible ( ici 2 ans c-ˆ -d 𝑡𝑓 = 𝑟𝑎,2)!

𝑟𝑎,2
(1 + 𝑟𝑎,2)

+
𝑟𝑎,2

(1 + 𝑟𝑎,2)2
+

1
(1 + 𝑟𝑎,2)2

=
𝑟𝑎,2

(1 + 𝑟𝑎,1)
+

𝑟𝑎,2
(1 + 𝑅(0,2))2

+
1

(1 + 𝑅(0,2))2
 

         Avec : ra,1 = taux actuariel correspondant ˆ  la maturitŽ 1 an. 
                    ra,2 = taux actuariel correspondant ˆ  la maturitŽ 2 ans. 
                   R(0,2) = le taux zŽro-coupon de maturitŽ 2. 
 

�9 Pour la maturitŽ 3 ans: 
On réitère l’opération précédente à partir de titres ayant une maturité comprise 
entre 2 et 3 ans. 

                                               Etc.                 

�9 En gŽnŽral pour une maturitŽ de n annŽes : 
Disposant des taux actuariels de toutes les maturitŽs et des taux zŽro-coupon 
correspondants aux maturitŽs infŽrieures ˆ n, le calcul du taux zŽro-coupon 
R(0,n) se fait par la résolution de l’équation :  

𝟏
(𝟏 + 𝒓𝒂,𝒏)𝒏

+∑
𝒓𝒂,𝒏

(𝟏 + 𝒓𝒂,𝒏)𝒊

𝒏

𝒊=𝟏

=
𝟏

(𝟏 + 𝑹(𝟎,𝒏))𝒏
+∑

𝒓𝒂,𝒏
(𝟏 + 𝑹(𝟎, 𝒊))𝒊

𝒏

𝒊=𝟏

 

 
A partir des taux zŽro-coupons obtenus, nous pouvons simplement  obtenir ceux relatifs 
ˆ  n’importe quelle maturitŽ en rŽsonnant par interpolation et extrapolation linŽaires. En 
effet, bien que ces derni•res soient approximatives, elles restent pratiques et simples ˆ  
manipuler et sont souvent utilisŽes dans le cadre l’Žlaboration de n’importe quelle 
courbe de taux notamment celle des zŽro-coupon. 

 
                                     

D’ailleurs, ˆ  travers son circulaire publiŽ le 2 Juillet 2004, l’AMMC impose des normes 

d’Žvaluation des titres de crŽances ̂  coupon et normalise le Bootstrap et l’interpolation et 

extrapolation linŽaires pour que tous les organismes puissent aboutir et se baser sur les m•mes 

taux d’actualisation.  

 

 

 

 

 



5*,+3&'$"EF"X-3&3,&38-"1"4,"#8:943%,&38-":$"4,")8.'=$":$%"&,.;"Y9'8F)8.+8- "

"! ', !" !
!

Dans le cadre de notre Žtude, nous avons essayŽ d’automatiser le processus d’extraction 

de la courbe zŽro-coupon ̂  partir des donnŽes de taux fournis au niveau du site de Bank Al 

Maghrib et ce en utilisant le code VBA-Excel figurant dans l’Annexe I et l’interface de cette 

application se prŽsente comme suit : 

 

 

Au niveau de la feuille Excel reprŽsentŽes ci-dessus, nous commen•ons par fournir ˆ  

partir du site de BAM les donnŽes d’entrŽe ̂  savoir la date d’ŽchŽance, le taux moyen pondŽrŽ 

par les prix (TMP) des transactions et la date de valeur correspondants aux lignes obligataires 

concernŽes par des opŽrations d’Žchange ̂ une date donnŽe. Quant ̂ la maturitŽ, elle correspond 

au nombre de jours séparant la date d’ŽchŽance ̂ celle de valeur. Par la suite, en cliquant sur le 

bouton Ç Extraire la courbe ZC È, les diffŽrents calculs vus dans les sections de Bootstrap et 

d’interpolation et extrapolation linŽaire permettent d’aboutir aux diffŽrents taux actuariels pour 

de nombreuses maturitŽs et d’en dŽduire les taux zŽro-coupon.  

 

G3A.'$"EJFF4('1A/*'&-'#&'4(1"'#&-'&+V/HH+.*/(.)4&-'&+V'E(1/*(.)4&-'&+/&*)$1;'&K"1)L*)$H)4&M&H/1(.1&-'#&-)44"'#&
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A titre d’exemple, nous prŽsentons dans les figures ci-dessus et ci-dessous les donnŽes 

et les rŽsultats obtenus pour la courbe du 30/04/2019. 

 

 

 

 

 

 

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

III.  MŽthodes indirectes de reconstitution de la courbe des taux zŽro-

coupon: 

Celles-ci reposent sur le principe de minimisation de l’écart au carré entre les prix de 

marché et les prix reconstitués à l’aide d’une forme à priori spécifiée des taux zéro-coupon ou de 

la fonction d’actualisation pour un panier d’obligations à coupons . 

Concr•tement, on prend un panier constituŽ de n titres obligataires couponnŽs pour 

lesquels ˆ une date donnŽe t on note  :   

- 𝑷𝒋 le prix du marchŽ du j•me titre  

- 𝑷𝒋 ̂le prix thŽorique du j•me titre qui n’est autre que la somme des flux futurs actualisés ou 

encore :                                              𝑃𝑗̂ = ∑ 𝐵(𝑡, 𝑠) × 𝐹𝑠
𝑗

𝑠=𝑠1,….,𝑠𝑛  

G3A.'$"EMF0)1(.'#&-'&+V'E(1/*(.)4&-'&+/&*)$1;'&K"1)L*)$H)4&-$&7DXD8X6DC@ 
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O• 𝐹𝑠
𝑗reprŽsente le flux futur du j•me titre tombant  ̂la date s (s>t ) dont le facteur d’actualisation 

correspondant est 𝑩(𝒕, 𝒔) et s1,s2,…,sn sont les dates des flux futurs  𝐹𝑠1, 𝐹𝑠2, . , 𝐹𝑠𝑛 (typiquement 

𝐹𝑠𝑖 = 𝐶𝑜𝑢𝑝𝑜𝑛 pour tout i=1,….,n-1 et  𝐹𝑠𝑛 = 𝐶𝑜𝑢𝑝𝑜𝑛 + 𝑁𝑜𝑚𝑖𝑛𝑎𝑙).   

Les mŽthodes indirectes consistent donc à approcher les facteurs d’actualisation 𝑩(𝒕, 𝒔) par une 

fonction f(s-t ; β) dŽpendant de param•tres β à estimer en minimisant l’erreur quadratique entre 

les prix observŽs et les prix calculŽs : min
𝛽

1
𝑛
∑ (𝑃𝑗 − 𝑃𝑗̂)2𝑛
𝑖=1

 

Ainsi Žtant donnŽ que la courbe des taux a en gŽnŽral une forme assez rŽguli•re et prŽsentant 

peu de changement de convexitŽ, il a ŽtŽ proposŽ dans un premier temps de l’approcher par des 

fonctions simples telles que les polynômes, exponentielles de polynômes, etc…ˆ travers les 

mŽthodes ˆ splines. En revanche, celles-ci ont des inconvŽnients majeurs dont  principalement 

le 4+.*!9,$!6$(!20$4ficients n’ont pas d’interprétation financière. !

M$!/01-6$!1$!@$6(0)!O.$<$6!+%%0&*$!,)$!&'%0)($!%+&*.$66$!C!2$!%&0:6-/$?!

1. Le mod•le de Nelson-Siegel : 

Il va sans dire que la connaissance des facteurs d’actualisation ˆ  diffŽrentes dates dŽtermine les 

niveaux des taux zŽro-coupon dont les maturitŽs correspondent ˆ  ces dates et vis-versa. Dans 

ce sens, la fonctionnelle des taux zŽro-coupon proposŽe par Nelson-Siegel est pour une maturitŽ 

θ :            𝑅𝑁𝑆(0, 𝜃) = 𝛽0 + 𝛽1 [
1−𝑒−𝜃 𝜏⁄

𝜃 𝜏⁄
] + 𝛽2 [

1−𝑒−𝜃 𝜏⁄

𝜃 𝜏⁄
− 𝑒−𝜃 𝜏⁄ ]   

O•  les diffŽrents param•tres du mod• le peuvent •tre interprŽtŽs de la mani•re suivante : 

- 𝛽0 = lim
𝜃→∞

𝑅𝑁𝑆(0, 𝜃) est le taux long ; il incarne le facteur de niveau  

- 𝛽1 = lim
𝜃→0

𝑅𝑁𝑆(0, 𝜃) −𝛽0 est l’écart entre le taux court et le taux long et reflète donc le 

facteur de rotation 
- 𝛽2 est le facteur de courbure 

- τ est un paramètre d’échelle destiné à rester fixe au cours du temps !

L’inconvŽnient de ce mod• le est qu’il ne permet pas de donner toutes les formes des courbes 

prŽsentes sur le marchŽ. Il existe en effet des courbes ˆ  une bosse et un creux comme celle ci-

dessous que le mod• le de Nelson-Siegel ne permet pas de modŽliser :  
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!

 

 

 

 

 

 

En outre, ce modèle manque aussi de souplesse d’ajustement pour les grandes maturités 

supŽrieures ˆ 7 ans si bien que les obligations de telles maturitŽs sont parfois mal ŽvaluŽes par 

le mod•le. 

Cependant, le premier inconvŽnient de flexibilitŽ peut •tre levŽ en utilisant le mod• le de 

Nelson-Siegel augmentŽ. 

2. Le mod•le de Ç Svensson È ou de Nelson-Siegel augmentŽ : 

Svensson apporte une solution au probl•me de flexibilitŽ en introduisant un param•tre 𝛽3 de 

courbure supplŽmentaire influant surtout la partie courte de la courbe.   

Ainsi, avec les m•mes notations utilisŽes pour le mod•le de Nelson Siegel, la fonctionnelle des 

taux zŽro-coupon prend dans celui de Ç Svensson È la forme suivante :  

𝑅𝑆(0, 𝜃) = 𝛽0 + 𝛽1 [
1−𝑒−𝜃 𝜏⁄

𝜃 𝜏⁄
] + 𝛽2 [

1−𝑒
−𝜃 𝜏1⁄

𝜃 𝜏1⁄
− 𝑒−

𝜃 𝜏1⁄ ] + 𝛽3 [
1−𝑒

−𝜃 𝜏2⁄

𝜃 𝜏2⁄
− 𝑒−

𝜃 𝜏2⁄ ]   

Avec 𝜏1 et 𝜏2 sont des paramètres d’échelle 

Cette extension donne plus de flexibilitŽ ˆ la courbe sur le secteur court terme. Cependant, ces 

indirectes de reconstitution de la courbe restent moins performantes que les mod• les 

stochastiques puisqu’elles ne prennent pas en considŽration la volatilitŽ des taux. 
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Dépendant de l’aléa et du temps , la modélisation de n’importe quel processus relatif à 

un actif financier requiert la familiarisation avec les diffŽrents calculs stochastiques et la 

maitrise de la projection des rŽsultats au domaine de la finance pour une meilleure lecture et 

interprétation et ainsi l’aboutissement à des conclusions consistantes menant vers une bonne 

prise de dŽcision.  

Dans ce contexte, le prŽsent chapitre constitue une br•ve esquisse de notre travail 

prŽsentant les notions stochastiques de base tout en mettant en relief leur application au marchŽ 

financier.  

I. Hypoth•ses sur le marchŽ financier : 

Avant de commencer, notons que sauf en cas de mention contraire, nous considŽrons 

dans toute la suite les hypoth•ses simplificatrices suivantes vŽrifiŽes :  

�9 Le marchŽ est liquide : on peut vendre et acheter ˆ tout moment ; 
�9 Les actions sont divisibles à l’infini, on peut emprunter et vendre à découvert ;  
�9 Les Žchanges ont lieu sans cožt de transaction ; 
�9 On peut emprunter et pr•ter au m•me taux constant r ; 

Ces hypothèses, bien que n’étant pas toujours vérifiées en réalité, caractérisent un 

univers risque neutre et constituent une première modélisation ayant l’avantage de pouvoir 

fournir une Žvaluation des actifs financiers. Effectivement, la probabilitŽ risque-neutre dŽsigne 

la probabilité telle que le prix d’un actif est égal à la somme des flux futurs générés attendus. 

L’avantage de cette probabilitŽ est qu’une fois calculée, elle peut être utilisée pour fixer un prix 

ˆ chaque actif, en s’appuyant sur les revenus futurs attendus. 

Cependant la probabilitŽ risque neutre reste thŽorique puisque les revenus attendus 

s’ajustent à l’aversion de chaque individu au risque. L’acceptation Ç risque neutre È signifie 

donc qu’aucune prime n’est attribuée à la prise de risque. 
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Dans ce qui suit, on suppose qu’il y a sur le marché l’hypothèse d’absence d’opportunité 

d’arbitrage (AOA, no free lunch) entre tout instant 0 et T. L’hypothèse signifie en termes 

simplistes : "Si ma richesse aujourd’hui est nulle, elle ne peut devenir positive et non 

identiquement nulle", soit "On ne peut gagner d’argent sans capital initial". Le raisonnement 

(dŽfaitiste) est : "S’il y avait un arbitrage, quelqu’un en aurait déjà profité". Sachant qu’il y a 

dans les banques beaucoup d’arbitragistes, cette hypothèse est cohérente sur les marchés et elle 

correspond à l’existence d’une mesure de probabilité risque neutre. 

II.  Mod•le du marchŽ financier : 

Avant de commencer, notons que sauf en cas de mention contraire, nous considŽrons 

dans toute la suite les hypoth•ses simplificatrices suivantes vŽrifiŽes :  

En notations mathŽmatiques, sur une durŽe [0,T] le marchŽ financier se modŽlise par un 

quintuplet (�Ÿ, 𝓕,(Ft)t ∈[0,T],�¢,! )  o• :  

- �Ÿ est l’univers ou l’ensemble (en général infini non dénombrable) des états possibles 
du marché, muni d’une tribu11 𝓕 

- Pour tout t∈"#$%&$!' (!est une tribu contenant toutes les informations disponibles sur 
le marché à l’instant t, la famille (Ft)t ∈[0,T] est une filtration, c’est-ˆ -dire que, pour 
tout 0 ≤ s≤ t ≤T on a 𝑭𝒔 ⊆ 𝑭𝒕 ⊆ 𝓕.                                       

- �¢ est une probabilitŽ dŽfinie sur (�Ÿ, 𝓕), appelŽe probabilitŽ historique  
- !" est un processus stochastique mesurable adaptŽ sur (�Ÿ, 𝓕,(Ft)t ∈[0,T]) appelŽ 

processus de prix "
A prŽsent , nous expliquerons les notions probabilistes citŽes ci-dessus.  

III.  Quelques notions importantes en stochastique : 

1. Processus stochastique : 

Un processus stochastique (ou alŽatoire) est une famille de variables alŽatoires (Xt)t ∈ [0, T]5!b!

appartient!gŽnŽralement ˆ !ℝ ou ℕ.!!

∀𝝎 ∈ Ω, 𝒕 → 𝑿𝒕(𝝎)!est appelŽ trajectoire (ou rŽalisation) du processus (𝑿𝒕)𝒕≥𝟎!

2. La tribu : 

U)$! tribu! eσ7+6<$:&+! $)! N)<6+.(g! (ur! Ω" est une famille de parties de! Ω5 

contenant l’ensemble vide, stable par passage au complémentaire, union 

dŽnombrable et intersection dŽnombrable. 

!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
WW!U)$!*&.:,!(,&!,)!$)($/:6$!n!$(*!,)!$)($/:6$!)0)!8.1$!1$!%+&*.$ (!1$!n5!(*+:6$!%+&!%+((+<$!+,!20/%6'/$)*+.&$!$*!%+&!,).0)!
1')0/:&+:6$!e!$*!10)2!+,((.!%+&!.)*$&($2*.0)!1')0/:&+:6$g?!!!
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�¾ Tribu engendrŽe :  

La tribu engendrŽe par une famille de variables alŽatoires(𝑋𝑡)𝑡∈[0,𝑇]""est la plus petite 
tribu contenant les ensembles 𝑋𝑡−1(𝐴) pour tout 𝑡 ∈ [0,𝑇] et 𝐴 ∈ 𝐵𝑅?!

On la note!𝝈(𝑿𝒕; 𝒕 ≤ 𝑻)?!

O• 𝐁𝐑 est la plus petite tribu contenant tous les intervalles ouverts (ou fermŽs, ou 
ouverts ˆ droite fermŽs ˆ gauche...) 

3. La filtration : 

Une filtration est une suite croissante de tribus (𝐹𝑛)𝑛≥0, c'est-ˆ -dire ∀𝑛 ∈ ℕ, 𝐹𝑛  ⊂ 𝐹𝑛+1. 

Si (𝑋𝑖)𝑖∈ℕ est une suite de variables alŽatoires, la filtration (𝐹𝑛)𝑛≥0 dŽfinie par 𝐹𝑛 =

𝜎(𝑋1, … . . , 𝑋𝑛) est appelŽe la filtration naturelle de la suite (𝑋𝑖)𝑖∈ℕ . 

�¾ Processus adaptŽ :  

Le processus (𝑋𝑖)𝑖∈ℕest dit adaptŽ ˆ la filtration (𝐹𝑛)𝑛≥0!si ∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑋𝑛 𝑒𝑠𝑡 𝐹𝑛 −
𝑚𝑒𝑠𝑢𝑟𝑎𝑏𝑙𝑒?!

!

4. Mouvement brownien: 

On se donne un espace probabilisŽ (�Ÿ, 𝓕,�¢) et un processus (Bt)t≥0 sur cet espace. 

Le processus (Bt)t≥0 est un mouvement Brownien (standard) si : 

• 𝑩𝟎 = 𝟎 (le mouvement Brownien est issu de l’origine). 

• (𝐵𝑡)𝑡≥0 est presque sûrement continu c’est-ˆ -dire que pour toute rŽalisation 𝜔 la 
fonction trajectoires 𝑡 → 𝐵𝑡(𝜔) est continue. 

• ∀𝒔; 𝒕 ≥ 𝟎 tels que 𝒔 < 𝒕, l’accroissement 𝑩𝒕 − 𝑩𝒔 est une variable alŽatoire de loi 
gaussienne centrŽe de variance (𝒕 − 𝒔), c-ˆ -d. 𝑩𝒕 − 𝑩𝒔~𝑵(𝟎; (𝒕 − 𝒔)). 

• Le processus (Bt)t≥0 est ˆ accroissements indŽpendants : 
∀𝑠 < 𝑡, 𝑩𝒕 − 𝑩𝒔 est indŽpendant du processus (𝑩𝒖)𝟎≤𝒖≤𝒔 avant le temps s. 

!

5. �3�U�R�F�H�V�V�X�V���G�¶It™  : 

On appelle processus d’It™ un processus (𝑋𝑡)𝑡∈[0.𝑇] ˆ valeurs dans ℝ tel que  
ℙ-p.s. ∀𝒕 ≤ 𝑻; 𝑿𝒕 = 𝑿𝒐 + ∫ 𝑲𝒔𝒅𝒔 

𝒕
𝟎 + ∫ 𝑯𝒔𝒅𝑩𝒔 

𝒕
𝟎  

!/$) "C"
(𝐵𝑡)𝑡≥0"$%&".-"#8./$#$-&"='8Z-3$-"
𝑋𝑜"$%&"𝐹𝑜F#$%.',=4$"
["$&"U"%8-&":$.;"+'8)$%%.%"(𝐹𝑡)𝑡≥0F,:,+&9%"&$4%"6.$"

ℙF+B%B"\"∀𝑡 ≥ 0; ∫ |𝐾𝑠|𝑑𝑠 <
𝑡
0 ∞"$&"∫ 𝐻𝑠2𝑑𝑠 <

𝑡
0 ∞B"
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6. Martingale : 

Le nom martingale est synonyme de jeu équitable, c’est-ˆ -dire d’un jeu ou le gain que l’on peut 

espŽrer faire en tout temps ultŽrieur est Žgal ˆ la somme gagnŽe au moment prŽsent. Les 

martingales, ainsi que leurs variantes les sous-martingales et les sur-martingales, jouissent de 

nombreuses propriétés qui les rendent très utiles dans l’étude de processus stochastiques. 

MathŽmatiquement, soit un processus adaptŽ"(𝑿𝒏; 𝑭𝒏)𝒏∈ℕ tel que 𝑿𝒏est intŽgrable pour tout n, 
i.e., 𝐸(|𝑋𝑛|) < ∞. On dit que le processus est : "
e.g!une martingale5!(.!%0,&!*0,( !0 ≤ 𝑚 ≤ 𝑛0"

"""""𝑬(𝑿𝒏/𝑭𝒎) = 𝑿𝒎!\"+B%B"
e..g!une sur-martingale5!(.!%0,&!*0,( !0 ≤ 𝑚 ≤ 𝑛0"

"""""𝑬(𝑿𝒏/𝑭𝒎) ≤ 𝑿𝒎!\"+B%B"
e...g!une sous-martingale5!(.!%0,&!*0,( !0 ≤ 𝑚 ≤ 𝑛0"

"""""𝑬(𝑿𝒏/𝑭𝒎) ≥ 𝑿𝒎!\"+B%B"

IV.  Quelques thŽor•mes de base : 

1. �/�H���O�H�P�P�H���G�¶�,�W™: 

Soit (Xt)t≥0.un processus d’Itô de la forme 𝑿𝒕 = 𝑿𝟎 + ∫ 𝝁𝒔𝒅𝒔
𝒕
𝟎  + ∫ 𝝈𝒔𝒅𝑩𝒔

𝒕
𝟎   

Ou encore                                            𝒅𝑿𝒕 = 𝝁𝒕𝒅𝒕 + 𝝈𝒕𝒅𝑩𝒕  

Avec 𝜇𝑡 et 𝜎𝑡 sont deux processus alŽatoires. Soit  ∅ ∈ 𝐶1,2(ℝ+, ℝ𝑛) 

Alors  ∅(𝒕, 𝑿𝒕)  est un processus d’Itô et:!!               

𝒅∅(𝒕, 𝑿𝒕) = (
𝝏∅(𝒕, 𝑿𝒕)

𝝏𝒕 +
𝟏
𝟐𝝈𝒕

𝟐 𝝏
𝟐∅(𝒕, 𝑿𝒕)
𝝏𝒙𝟐 )𝒅𝒕 +

𝝏∅(𝒕, 𝑿𝒕)
𝝏𝒙 𝒅𝑿𝒕 

!

2. Le thŽor•me de Girsanov: 

Soit  (𝜽𝒕; 𝒕 ∈ [𝟎, 𝑻]) un processus adaptŽ tel que  ∫ 𝜽𝒔𝟐𝒅𝒔
𝒕
𝟎 < +∞!p.s. tel que le processus ! 

(𝑳𝒕; 𝒕 ∈ [𝟎, 𝑻])  dŽfini par : 

                                               𝑳𝒕 = 𝒆𝒙𝒑 {−∫ 𝜽𝒔𝒅𝑩𝒔
𝒕

𝟎
−
𝟏
𝟐
∫ 𝜽𝒔𝟐𝒅𝒔
𝒕

𝟎
} 

soit une martingale sous ℙ. N60&(5!O0,(!6+!probabilitŽ!ℚ!1'4.).$!%+&&&

&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&
𝒅ℚ
𝒅ℙ
= 𝑳𝑻 = 𝒆𝒙𝒑 {−∫ 𝜽𝒔𝒅𝑩𝒔

𝑻
𝟎 − 𝟏

𝟐 ∫ 𝜽𝒔𝟐𝒅𝒔
𝑻
𝟎 }&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&!!

6$!%&02$((,( (𝐵𝑡̃; 𝑡 ∈ [0, 𝑇])!8'&.4.+)*!𝑩𝒕̃ = 𝑩𝒕 + ∫ 𝜽𝒔𝒅𝒔
𝒕
𝟎 &!$(*!,)!/0,8$/$)* !:&0f).$)! !

(*+)1+&1? 
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Depuis quelques annŽes, de nombreux mod•les de taux ont ŽtŽ dŽveloppŽs et deux 

approches dominantes prŽvalent quant ˆ la modŽlisation de la structure par terme des taux 

d’intérêt en temps continu. 

La premi•re a ŽtŽ introduite par VASICEK en 1977 et concerne les mod•les qui 

supposent qu'il existe des variables alŽatoires ou variables d'Žtat qui conditionnent le prix des 

obligations mais aussi leur risque. Plus rŽcemment, l'approche probabiliste de la structure par 

terme qui se situe dans le cadre du mod•le de HEATH, JARROW et MORTON (1992) s'inscrit 

Žgalement dans cette lignŽe, puisque ces auteurs consid•rent comme une donnŽe connue 

l'ensemble de la courbe des taux de la date initiale. Ces mod•les dŽpendent donc de donnŽes 

exog•nes, ce qui leur vaut l'appellation de mod•les d'Žquilibre partiel. Tous poss•dent la m•me 

caractŽristique : la prime ou les primes de risque dont dŽpend la structure des taux sont 

indŽfinies et doivent donc faire l'objet d'un choix ̂  priori ˆ moins qu'elles ne soient laissŽes 

indŽterminŽes gr‰ce ˆ un changement de probabilitŽ. 

Parall•lement aux mod•les d'Žquilibre partiel, les mod•les d'Žquilibre gŽnŽral, dont le 

plus cŽl•bre est celui de Cox, INGERSOLL et Ross (1985) prŽsentent l'avantage d'une tr•s 

grande cohŽrence interne puisqu'ils permettent d'identifier les variables d'Žtat ainsi que leur 

dynamique, et surtout, de dŽterminer de fa•on endog•ne les diffŽrentes primes de risque. 

NŽanmoins, ces mod•les imposent des restrictions tr•s fortes sur le type de comportement 

supposŽ des agents. 

On constate que bien que la littŽrature relative ˆ la prŽsentation des mod•les 

stochastiques de la courbe des taux soit tr•s abondante, celle-ci reste peu suivie de recherches 

ˆ caract•re empirique et l'objectif de la prŽsente Žtude est de se concentrer sur les performances 

empiriques de certains mod•les de base dans le contexte des taux obligataires marocains. Une 

prŽsentation prŽalable du fondement thŽorique des mod•les utilisŽs s’impose dans ce cadre et 

elle fera l’objet de ce chapitre. Aussi, nous appliquerons 3 mod•les principaux ˆ la courbe des 

taux …. pour pouvoir juger celui qui est le plus adéquat  
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Avant de développer le volet théorique, il est à citer que l’étude historique des 

mouvements de la courbe des taux, avant les rŽcents ŽvŽnements liŽs ˆ la conjoncture sur les 

marchŽs en 2012(taux courts nŽgatifs), met en relief les points suivants :  

P1 : Les taux d’intérêt ne sont pas nŽgatifs : il apparaissait en effet aberrant d’un point 
de vue économique de prêter de l’argent à un taux négatif. Cette propriété est aujourd’hui 
remise en cause, avec pour exemple l’emprunt réalisé en juillet 2012 par la France à des 
taux nŽgatifs. 

P2 :Ils sont affectŽs par des effets de retour ˆ la moyenne : des valeurs ŽlevŽes de taux 
ont tendance à être suivies plus fréquemment par des baisses que par des hausses. L’effet 
inverse est Žgalement constatŽ pour des niveaux de taux inhabituellement bas. En effet, 
contrairement aux actions et aux indices actions, les taux n’ont pas de trend12 sur longue 
pŽriode et ils Žvoluent au sein d’un tunnel.  

 

 

 

 

 

&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&
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P3 : Les taux n’évoluent pas de fa•on parfaitement corrŽlŽs: ci-dessous les corrŽlations 
entre les variations quotidiennes de taux zŽro-coupon issus de la courbe interbancaire 
pour la France de 1995 ˆ 1998. 

 

!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
W\!b$)1+)2$!!
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P4 : Les taux ˆ court terme sont plus volatiles que les taux ˆ long terme ; en effet, 

historiquement la volatilitŽ est gŽnŽralement une fonction dŽcroissante de la maturitŽ des 

taux, ou croissante sur le court terme jusqu’à un an puis décroissante au-del̂ .  

Ainsi un mod•le de taux idŽal devrait-il  avoir les caractŽristiques suivantes :  

- RŽaliste : il doit permettre de prendre en compte les propriŽtŽs empiriques de la 

courbe des taux mise en Žvidence ci-dessus.  

- Bien construit : les inputs du mod•le doivent •tre observables sur le marchŽ ou 

facilement estimables, et en outre frŽquemment rŽajustables.  

- Compatible avec les prix de marchŽ de produits tels que les obligations ˆ taux 

fixe, swaps standards… 

- Suffisamment simple pour permettre des calculs rapides et intuitifs. 

- Ne nŽgligeant pas un facteur de risque 

- �&�R�K�p�U�H�Q�W�� �G�¶�X�Q�� �S�R�L�Q�W�� �G�H�� �Y�X�H�� �W�K�p�R�U�L�T�X�H����c’est-ˆ-dire, satisfaisant l’Absence 

d’Opportunité d’Arbitrage (AOA). Cette caractéristique peut aujourd’hui être 

remise en cause avec l’émission de taux négatifs sur le marché.  

- Offrant une mŽthode de couverture du produit de taux qui permette au vendeur 

de dupliquer aisŽment le produit, et par consŽquence de sŽcuriser tout au long de la 

vie du produit la marge dŽgagŽe initialement lors de la revente.  

Ce modèle parfait n’existant pas, il existe comme nous l’avons cité prŽcŽdemment une 

multitude de modèles développés pour s’en approcher notamment les modèles stochastiques 

proposŽs rŽcemment. Dans la suite, nous indiquerons la thŽorie sur laquelle se base chacun de 

ces mod•les qui peuvent •tre monofactoriels ou multifactoriels, ˆ discrŽtisation exacte ou 

approximative mais encore reposant sur la théorie de l’absence d’opportunité d’arbitrage ou sur 

l’équilibre du marché offre/demande. Ceci nous permettra de calibrer les mod•les en estimant 

les diffŽrents param•tres correspondant aux donnŽes marocaines disponibles et Žventuellement 

comparer les résultats pour faire un choix d’estimation adéquate de la courbe des taux zéro-

coupon se basant essentiellement sur la vŽrification de la majoritŽ des crit•res citŽs auparavant. 
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I. Mod•les ˆ un facteur :  

Dans les mod•les à un facteur, le taux à court terme est la seule variable d’état qui 

explique l’évolution de la structure par terme des taux d’intérêt. Ce taux est considéré comme 

un indicateur des conditions du crŽdit ou m•me comme le point focal de la politique monŽtaire. 

En effet, la connaissance du taux ˆ court terme revêt d’une importance cruciale pour les acteurs 

du marchŽ monŽtaire et obligataire, si bien que son niveau (actuel et anticipŽ) constitue un 

déterminant majeur de la structure par terme des taux d’intérêt et cela explique bien la raison 

pour laquelle les modèles à un seul facteur identifient la variable d’état au taux court. 

On commence par postuler que le taux à court terme est l’unique variable aléatoire 

dŽterminant la courbe des taux d’intérêt. Les changements du taux court sont décrits par la 

diffŽrentielle stochastique dans laquelle tous les ŽlŽments sont scalaires : 

                          𝒅𝒓(𝒕) = 𝝁(𝒓, 𝒕)𝒅𝒕 + 𝝈(𝒓, 𝒕)𝒅𝑩(𝒕) 

Le taux court suivant un processus d’Itô, µ(r,t) dŽsigne l’espérance du changement 

instantanŽ de r(t), et 𝝈!(𝒓, 𝒕) est Žgale ˆ la variance de ce m•me changement. 

A ce stade, le processus gouvernant l’évolution de r(t) est encore tr•s gŽnŽral : la 

tendance µ et la volatilitŽ 𝝈 sont susceptibles de dŽpendre du niveau courant du taux court et 

de l’instant considéré. Le choix d’un processus d’Itô impose une condition non triviale : Les 

trajectoires de r sont continues, et le taux court n’effectue donc aucun saut instantané. Ainsi, 

par exemple, si on suppose que le taux court est fixŽ par les autoritŽs monŽtaires, cette propriŽtŽ 

exclut la prise en compte d’éventuelles ruptures de politique monétaire. 

1. �0�R�G�q�O�H���G�H���9�D�ã�t�þ�H�N :  

4=!S:#$60)4)3(0!)5#(:37%6!2%!&(2T+6!,!

-./01-2-3-42!56!74589:!:3!5-;3<-=63-42!56!3>6?!@46<3!A!!

L’une des premières modélisations stochastiques des taux fut développé par Vasicek en 

1977. Cette modélisation du taux instantanné à court terme, effectuée dans le cadre d’un modèle 

d’équilibre partiel, suppose que le taux court instantanŽ r suit le processus autorŽgressif 

d’Ornstein-Uhlenbeck ̂  coefficients constants et ceci se prŽsente comme suit : 

                     𝒅𝒓(𝒕) = 𝒌[𝜽 − 𝒓(𝒕)]𝒅𝒕 + 𝝈𝒅𝑾𝒕 , 𝒓(𝟎) =  𝒓𝟎   (2.1) 
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O• r0, k, θetσsont des constantes positives et P  est un mouvement brownien standard qui 

suit un processus de Wiener. 

La solution explicite de l’EDS (Equation DiffŽrentielle Stochastique)e\ ?Wg est pour tout s ≤ t : 

𝒓(𝒕) = 𝒓(𝒔)𝒆−𝒌(𝒕−𝒔) + 𝜽 (𝟏 − 𝒆−𝒌(𝒕−𝒔)) + 𝝈∫ 𝒆−𝒌(𝒕−𝒖)𝒕
𝒔 𝒅𝑾𝒖   J@=@M!!

ou encore : 𝒓(𝒕) = 𝒓𝟎𝒆−𝒌𝒕 + 𝜽 (𝟏 − 𝒆−𝒌𝒕) + 𝝈𝒆−𝒌𝒕 ∫ 𝒆𝒌𝒖𝒕
𝟎 𝒅𝑾𝒖  

Ainsi, le taux court r(t) est distribuŽ normalement conditionnellement ˆ 𝓕𝒔 et son espŽrance 

et sa variance sont respectivement : 

                   𝑬{𝒓(𝒕)|𝓕𝒔} = 𝒓(𝒔)𝒆−𝒌(𝒕−𝒔) + 𝜽 (𝟏 − 𝒆−𝒌(𝒕−𝒔))      (2.3) 

     𝑽𝒂𝒓{𝒓(𝒕)|𝓕𝒔} =
𝝈𝟐

𝟐𝒌
 (𝟏 − 𝒆−𝟐𝒌(𝒕−𝒔))                       (2.4)          

Cette modŽlisation permet donc de prendre en compte l’effet de retour à la moyenne 

constaté sur les taux d’intérêt. En effet, sur un long terme (c-ˆ -d en tendant t vers l’infini), le 

taux court r(t) aura tendance ˆ  se rapprocher de son niveau moyen θ ˆ la vitesse k (interprŽtŽe 

comme la vitesse d’ajustement du taux court actuel vers sa moyenne de long terme θ) . 

Explicitement, lorsque r(t) s’éloigne de θ , l’espérance de sa variation instantanŽe devient non 

nulle : si r(t)<b, celle-ci est positive de sorte que le taux court a tendance ˆ augmenter en se 

rapprochant à sa moyenne sur le long terme d’autant plus intensément qu’il s’en est écarté et 

que le param•tre k est grand ;à l’inverse, si r(t)>b, l’espérance de variation instantanée du taux 

court r(t) sera nŽgatif et celui-ci diminuera dans le temps pour se rapprocher de θ. 

Ce phŽnom•ne de retour à la moyenne que Vašíček met en évidence, trouve bel et bien 

ses racines dans le marchŽ obligataire o• ce comportement du taux court peut •tre justifiŽ par 

des arguments macroŽconomiques. Effectivement, lorsque les taux sont ŽlevŽs, la demande de 

fonds de la part des emprunteurs est faible et l’économie tend ˆ ralentir engendrant ainsi la 

baisse des taux. Lorsqu’au contraire les taux sont faibles, les emprunteurs seront plus nombreux 

et l’économie aura tendance à augmenter en faisant grimper les taux. 

En d’autres termes, nous pouvons considŽrer k comme Ç une force de rappel È puisque, 

comme nous le constatons dans les formules (2.3) et (2.4), en la tendant vers l’infini (Žquivalent 

ˆ une force de rappel importante ), l’espérance conditionnelle du taux court tend bel et bien vers 

sa valeur moyenne θ et la variance quant ˆ elle tend vers la valeur nulle alors qu’inversement, 

lorsque k tend vers 0, l’espérance conditionnelle tend vers la valeur actuelle du taux r(s) , ce 

qui s’explique par la nullitŽ de la force de rappel, alors que la variance tend vers (t-s) 𝝈𝟐!) 
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La mise en œuvre pratique des processus stochastiques, tels que le modèle de taux court 

de Vašíček nécessite une discrétisation que ce soit pour l’estimation des paramètres ou pour la 

simulation des trajectoires. Dans ce sens, nous allons utiliser la discrŽtisation exacte proposŽe 

par GOURIEROUX, MONFORT et RENAULT (1993) donnŽe par la forme suivante ( pour 

simplifier nous notons rt !le taux court à l’instant t au lieu de r(t) ) : 

𝒓𝒕 − 𝒓𝒕−𝟏 = 𝜽 (𝟏 − 𝒆−𝒌) + (𝒆−𝒌 − 𝟏)𝒓𝒕−𝟏 + 𝜺𝒕    (2.5) 

Avec :                   𝜺𝒕⁓𝑵(𝟎,
𝝈𝟐

𝟐𝒌
 (𝟏 − 𝒆−𝟐𝒌)) 

L’équation de discrétisation (2.5) s’écrit aussi sous la forme suivante : 

𝒓𝒕 =  𝐚 + 𝒃𝒓𝒕−𝟏 + 𝜺𝒕                                          (2.6) 

Avec :  a = 𝜽 (𝟏 − 𝒆−𝒌)  et   *  = 𝒆−𝒌  
• a et b des constantes positives . 
• H t le résidu de l’équation de régression 
• r t-1 est le taux court à l’instant (+,  

 
Ainsi, l’équation de l’évolution du taux court se présente dans ce sens comme Žtant un mod•le 

autorégressif d’ordre 1 AR(1) et le calibrage du modèle de Vašíček après vérification de cette 

caractŽristique devient simple : il suffit d’appliquer une régression linéaire entre deux jeux de 

donnŽes historiques de taux courts pour aboutir aux estimations des param•tres ! !et �E�B ainsi que 

l’écart-type des rŽsidus �1�0 qui permettront de remonter aux param•tres du processus d’Ornstein 

Uhlenbeck comme suit : 

�¾ 𝒌 = −𝒍𝒏(𝒃 ̂)!

�¾ 𝜽 =  𝐚̂

𝟏−𝒃̂
!

�¾  𝝈 = 𝝈𝜺√
𝟐𝒌

𝟏−𝒆−𝟐𝒌
& 
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Ayant comme objectif la modŽlisation de la courbe zŽro-coupon, qui comme citŽ 

auparavant constitue un point de départ pour la modélisation d’autres courbes mais aussi 

principalement dans notre Žtude un atout pour la valorisation du portefeuille obligataire et la 

prŽvision, nous cherchons ̂  ce niveau ̂  dŽterminer les prix zŽro-coupon de diffŽrentes maturitŽs 

ˆ partir du taux court afin de dŽduire les taux zŽro-coupon correspondants et aboutir 

Žventuellement ˆ la courbe désirée que l’on comparera à celle du marché pour savoir si le 

modèle est adéquat et s’adapte bien aux données. Ceci s’avère possible dans la mesure où les 

modèles à un facteur considèrent que toute l’information concernant la structure par terme en 

tout point dans le temps peut •tre incarnŽe par le taux court correspondant. Par consŽquent, dans 

ce contexte, seuls le taux court et le temps restant ˆ la maturité affectent le prix d’une obligation 

quelconque. Plus particuli•rement, sous une probabilitŽ risque neutre �£, le prix B(t,T) ˆ la date 

t d’un zéro-coupon de maturitŽ T (T>t) peut •tre dŽterminŽ par : 

              𝑩(𝒕, 𝑻) = 𝑬ℚ [𝒆−∫ 𝒓𝒔𝒅𝒔
𝑻
𝒕 |𝓕𝒕] = 𝑬ℚ [𝒆−∫ 𝒓𝒔𝒅𝒔

𝑻
𝒕 |𝒓𝒕]       (2.7)          

 

Toutefois, Žtant donnŽ que Vašíček a dŽfini son mod•le historiquement en univers rŽel, un 

changement de numŽraire en passant par le thŽor•me de Girsanov s’impose, un terme incarnant 

le risque apparait et le processus s’écrit donc dans l’univers risque neutre : 

                                                            𝒅𝒓𝒕 = 𝒌(𝜽ℚ − 𝒓𝒕). 𝒅𝒕 + 𝝈𝒅𝑾̃𝒕                (2.8)!!!!!!!!!!

O•      𝜽ℚ = 𝜽− 𝝈𝝀
𝒌     tel que λ représente la prime de risque  

Et       𝑾̃𝒕 = 𝑾𝒕 + 𝝀𝒕    est un mouvement brownien sous �£ ( par le thŽor•me de Girsanov ). 

Ainsi en univers risque neutre, la solution de l’EDS (identiquement ˆ (2.2)) est pour s>t : 

𝒓𝒔 = 𝒓𝒕𝒆−𝒌(𝒔−𝒕) + 𝜽ℚ (𝟏 − 𝒆−𝒌(𝒔−𝒕)) + 𝝈𝒆−𝒌𝒔 ∫ 𝒆𝒌𝒖
𝒔

𝒕

𝒅𝑾𝒖 

Aussi, à l’instar des relations (2.3) et (2.4), nous avons : 

𝑬ℚ{𝒓𝒔|𝓕𝒕} = (𝒓𝒕−𝜽ℚ)𝒆−𝒌(𝒔−𝒕) + 𝜽ℚ 

                          𝑽𝒂𝒓ℚ{𝒓𝒔|𝓕𝒕} =
𝝈𝟐

𝟐𝒌
 (𝟏 − 𝒆−𝟐𝒌(𝒔−𝒕)) 
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Par ailleurs, le caract•re gaussien du taux court 𝒓𝒕 fait que ∫ 𝑟𝑠𝑑𝑠
𝑇
𝑡  suit une loi normale dont 

l’espérance m(t,T) et la variance v(t,T)  sont respectivement :  

                        𝑬ℚ {∫ 𝒓𝒔
𝑻
𝒕 𝒅𝒔|𝓕𝒕} = (𝒓𝒕 − 𝜽ℚ)

𝟏−𝒆−𝒌(𝑻−𝒕)

𝒌
+ 𝜽ℚ(𝑻 − 𝒕)      (* ) 

       𝑽𝒂𝒓ℚ {∫ 𝒓𝒔
𝑻
𝒕 𝒅𝒔|𝓕𝒕} = − 𝝈𝟐

𝟐𝒌𝟑
 (𝟏 − 𝒆−𝒌(𝑻−𝒕))

𝟐
+ 𝝈𝟐

𝒌𝟐
(𝑻 − 𝒕 − 𝟏−𝒆−𝒌(𝑻−𝒕)

𝒌
) (** )         

Aussi nous avons :                  𝑬ℚ {𝒆−∫ 𝒓𝒔
𝑻
𝒕 𝒅𝒔|𝓕𝒕} = 𝒆−𝒎(𝒕,𝑻)−

𝒗(𝒕,𝑻)
𝟐 !!!!!!!!!!!!!!!!(*** ) 

Des relations (2.7), (*), (**) et (***) nous dŽduisons en effectuant de simples calculs que le 
prix à la date t d’un zéro-coupon de maturité T s’écrit :                                !

                                𝑩(𝒕, 𝑻) = 𝒂(𝒕, 𝑻)𝒆−𝒃(𝒕,𝑻)𝒓𝒕            (2.9)          

Avec -!!!!!!!!!!!!   𝒃(𝒕, 𝑻) = 𝟏
𝒌
(𝟏 − 𝒆−𝒌(𝑻−𝒕))!

!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!𝒂(𝒕, 𝑻) = 𝒆𝒙𝒑{(𝜽ℚ − 𝝈𝟐

𝟐𝒌𝟐
 ) [𝒃(𝒕, 𝑻) − 𝑻 + 𝒕] − 𝝈𝟐

𝟒𝒌
𝒃𝟐(𝒕, 𝑻)!. !!!!! 

                                        = 𝒆𝒙𝒑{(𝜽 − 𝝀𝝈
𝒌
− 𝝈𝟐

𝟐𝒌𝟐
 ) [𝒃(𝒕, 𝑻) − 𝑻 + 𝒕] − 𝝈𝟐

𝟒𝒌
𝒃𝟐(𝒕, 𝑻)} 

 

 Du prix zŽro-coupon, on peut extraire directement le taux zŽro-coupon qui nous 

intŽresse le plus ˆ ce niveau-l̂ . Ainsi selon ce mod•le, le taux zŽro-coupon de maturité T s’écrit 

ˆ la date t : 

   𝑹(𝒕, 𝑻) = −
𝒍𝒏𝑩(𝒕, 𝑻)
𝑻 − 𝒕

 

      = − 𝟏
𝑻−𝒕

{−𝒃(𝒕, 𝑻)𝒓𝒕 + (𝜽 −
𝝀𝝈
𝒌
− 𝝈𝟐

𝟐𝒌𝟐
) [𝒃(𝒕, 𝑻) − 𝑻 + 𝒕] − 𝝈𝟐

𝟒𝒌
𝒃𝟐(𝒕, 𝑻)} 

Ou encore : 

𝑹(𝒕, 𝑻) = − 𝟏
𝑻−𝒕

{𝟏
𝒌
(𝒆−𝒌(𝑻−𝒕) − 𝟏)𝒓𝒕 +

𝝈𝟐

𝟒𝒌𝟑
(𝟏 − 𝒆−𝟐𝒌(𝑻−𝒕)) + 𝟏

𝒌
(𝜽 − 𝝀𝝈

𝒌
−

𝝈𝟐

𝒌𝟐
) (𝟏 − 𝒆−𝒌(𝑻−𝒕)) − (𝜽 − 𝝀𝝈

𝒌
− 𝝈𝟐

𝟐𝒌𝟐
) (𝑻 − 𝒕)}  

On note que pour une maturité tendant vers l’infini, le taux zéro-coupon est constant et ne 

dŽpend pas de r t et on pose : 

                                     𝑹(𝒕,∞) = 𝐥𝐢𝐦
𝑻→∞

𝑹(𝒕, 𝑻) =𝜽 − 𝝀𝝈
𝒌
− 𝝈𝟐

𝟐𝒌𝟐
   

D’où :   𝑹(𝒕, 𝑻) = 𝑹(𝒕,∞) + (𝒓𝒕 − 𝑹(𝒕,∞))
𝟏−𝒆−𝒌(𝑻−𝒕)

𝒌(𝑻−𝒕)
+ 𝝈𝟐

𝟒𝒌𝟑(𝑻−𝒕)
(𝟏 − 𝒆−𝒌(𝑻−𝒕))𝟐 
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Jusqu’à présent, les démarches précédentes permettent d’estimer les paramètres du 

processus de diffusion. Pour pouvoir dŽterminer les prix et les taux des zŽro-coupons, il reste 

donc à spécifier le paramètre λ correspondant au prix du risque du marché et mesurant ainsi le 

degrŽ auquel les investisseurs exigent des rendements plus ŽlevŽs pour compenser le risque de 

dŽfaut et le risque de liquiditŽ auxquels ils seront exposer en dŽtenant une obligation. 

L’estimation de cette prime de risque se fait en calibrant le mod•le de sorte ˆ optimiser sa 

reprŽsentation de la courbe rŽelle construite ˆ partir des donnŽes du marchŽ ou encore ˆ 

minimiser l’écart entre cette dernière et la structure engendrée par le modèle.  

 

;=!L//+3.4)3(0!4%G!2(00#6$!23$/(03;+6$!,!!

Le taux court est la limite du taux d'intŽr•t des obligations ˆ maturitŽ tendant vers zŽro. 

Par consŽquent, nous ne pouvons pas observer directement le taux court sur le marchŽ. 

Cependant, nous pouvons considŽrer le taux court comme le taux au jour le jour des banques 

de réserve, puisqu’il a la maturité la plus courte du marché. Il est également possible d’utiliser 

le rendement des obligations ˆ tr•s court terme (par exemple, 1 mois ou 3 mois jusqu'ˆ 

l'ŽchŽance) en tant que valeur approximative du taux court.  

Le taux court peut pour autant •tre dŽfini comme le taux de croissance d’un compte 

bancaire. Aussi, il est ˆ noter que toutes les dŽfinitions du taux d'intŽr•t sont Žquivalentes pour 

des intervalles de temps tr•s courts. En effet, il est facile de montrer que le taux court peut •tre 

Žcrit comme la limite de taux zŽro coupon dŽfini ci-dessus : 

𝒓(𝒕) = 𝐥𝐢𝐦
𝑻→𝒕+

𝑹(𝒕, 𝑻) 

-.!D<0;:23>3-42!5:;!54220:;!A!!

Dans le cadre de notre Žtude, nous avons choisi comme taux court terme le taux moyen 

pondéré (TMP) qui est un taux au jour le jour du marché monétaire. C’est un taux moyen 

pondŽrŽ par les montants des transactions dŽclarŽes pour un Žchantillon reprŽsentatif 

d’établissements admis au marché interbancaire.  

Ainsi, pour une estimation exhaustive des param•tres dŽsirŽs, nous utilisŽ  une base de 

donnŽes assez large, celle des données journalières du TMP s’étalant du 1/1/2005 au 5/5/2019, 

soit un total de 5238 observations reprŽsentŽes sur le graphe suivant :  



5*,+3&'$"JF"],"#8:943%,&38-"%&8)*,%&36.$":$"4,")8.'=$"Y9'8F)8.+8- "

"!() !" !
!

.015

.020

.025

.030

.035

.040

.045

.050

1/1/2005 1/1/2010 1/1/2015

             TMPjj entre 1/1/2005 et 5/5/2019

 
"""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""G3A.'$"ELL,)44"'#&-'&N/4W&Q+L3/B21.;&-$&:3Z&'4(1'&+'&CXCX6DD9&'(&+'&9X9X6DC@&

Nous constatons que le TMPjj se caractŽrise durant la pŽriode considŽrŽe par une grande 

volatilitŽ  et ceci  s’explique bien par sa sensibilitŽ au niveau de liquiditŽ bancaire et au taux 

directeur de la Banque Centrale Marocaine (BAM) . En effet, dans un premier temps sur les 

annŽes allant de 2005 ˆ 2014 et dans le cadre d’une absorption de liquiditŽ, Bank Al Maghrib 

mettait en vigueur des taux directeurs relativement ŽlevŽs, ˆ savoir un taux de 3,25% en 2010 

et parall•lement ˆ cela les valeurs du TMP oscillaient ˆ haute Žchelle et ont atteint des pics 

dŽpassant les 4% . Par la suite, un dŽficit de liquiditŽ bancaire caractŽrisait le marchŽ monŽtaire 

et  BAM dŽcida de baisser son taux directeur en septembre 2014 de 25 pbs13 ˆ 2,75% et en 

dŽcembre de la m•me annŽe de 25 pbs supplŽmentaires ˆ 2,50% pour finalement le fixer 

jusqu’aujourd’hui en 2,25% quant au taux interbancaire moyen pondŽrŽ au jour le jour (TMPjj), 

il a oscillŽ dans une fourchette comprise entre 2,25% et 2,34% et s’est Žtabli au premier 

trimestre de l’année 2019 en moyenne ˆ 2,27%.  

Globalement, les valeurs prises par le TMP restent toujours proches des taux directeurs. 

D’ailleurs, la figure ci-dessous prŽsente diffŽrentes statistiques relatives ˆ la sŽrie de 

donnŽes du taux moyen pondŽrŽ (TMPjj) : 

!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
W]!B0.)*!1$!:+($!e%:g!: c’est une unité de mesure fréquemment utilisée en finance pour décrire la variation d’un 
%0,&2$)*+<$!0u taux d’un produit financier!; sur le marché monétaire, c’est l’unité minimale. Par ex si taux passe 
1$!\o!C!\5Wo5!.6!+,&+!+,</$)*'!1$!W`!%0.)*(!1$!:+($?!
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Series: TMP
Sample 1/01/2005 5/05/2019
Observations 5238

Mean       0.028671
Median   0.030080
Maximum  0.049590
Minimum  0.019350
Std. Dev.   0.005002
Skewness   0.246506
Kurtosis   2.510225

Jarque-Bera  105.4016
Probability  0.000000

 
G3A.'$"ENF[.#()B1/%%'&-'&+/&#"1.'&:3Z&1"/+.#"&H/1&+'#&/$('$1#&#$1&T\ .'U#&

Ainsi, sur la pŽriode considŽrŽe, nous avons : 

�¾ 𝑻𝑴𝑷 = 𝟐. 𝟖𝟔𝟕𝟏%!
�¾ 𝐦𝐚𝐱

𝟐𝟎𝟎𝟓→𝟐𝟎𝟏𝟗
𝑻𝑴𝑷 = 𝟒. 𝟗𝟓𝟗%!

�¾  𝐦𝐢𝐧
𝟐𝟎𝟎𝟓→𝟐𝟎𝟏𝟗

𝑻𝑴𝑷 = 𝟏. 𝟗𝟐𝟑𝟓% 
�¾ 𝑽𝒂𝒓(𝑻𝑴𝑷) =  𝟎. 𝟎𝟎𝟓𝟎𝟎𝟐𝟐 = 𝟐. 𝟓𝟎𝟐 × 𝟏𝟎−𝟓 

Ici, en se basant sur le coefficient d’aplatissement (kurtosis) 2.51 𝛽 proche de 3 et le 

coefficient faible d’asymétrie 𝛼 (skewness) sont à peu près identiques à ceux d’une loi normale 

ˆ savoir respectivement 𝛽 = 3 et 𝛼 = 0 , nous pouvons dire que sur la pŽriode du 1/1/2005 au 

5/05/2019  les valeurs prises par le TMP peuvent •tre approximativement considŽrŽes comme 

distribuŽes normalement. D’ailleurs, sur le graphique QQ-plot ci-dessous, le nuage des points 

est relativement alignŽ sur la droite de la loi normale puisque nous n'observons pas  

d’Žcartement tr•s significatif. Mais de mani•re prŽcise, le test de Jarque-Bera montre que 

l’hypothèse de normalité n’est pas assurée. Néanmoins, ceci n’entrave pas notre étude. 
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--.!E:;3!5:!;3>3-422><-30!A!!

Comme le modèle de Vašíček discrétisé vu précédemment (relations (2.5) et (2.6)) 

indique que le taux court s’ajuste suivant un processus auto régressif d’ordre 1, il est 

indispensable de s’assurer que les données empiriques de la sŽrie TMP vŽrifient cette 

caractŽristique. 

Pour cela nous recourrons au corrŽlogramme o• les autocorrŽlations simples(AC) permettent 

d’identifier un modèle MA(q) tandis que les autocorrélations partielles(PAC) permettent 

d’identifier un modèle AR(p). 
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On remarque que les autocorrélations simples décroissent d’une façon exponentielle, alors 

que celles partielles sont significativement ou presque nuls ˆ partir du deuxi•me 

coefficient d’autocorrélation partiel tandis que la valeur de la premi•re autocorrŽlation partielle 

dépasse l’intervalle de confiance. Ce qui permet donc d’identifier un modèle 

autorégressif d’ordre 1 de la sŽrie TMP. Cela confirme ainsi le pas d’ordre 1 de la 

discrŽtisation tenue en compte dans cette modŽlisation. 
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Absence de racine unitaire ou |φ| 
< 1 correspondant au cas d’un 
mod•le AR(1) (stationnaire)!

!

PrŽsence de racine unitaire ou 
φ=1 correspondant au cas d’un 

mod•le AR(1) (non stationnaire)!

!

Aussi, avant d’effectuer une régression quelconque et d’estimer les différents paramètres, 

l’étude de la stationnarité de la série en question s’impose. 

A cet effet,  nous rappelons qu’un processus stochastique 𝑿𝒕!est dit stationnaire si sa moyenne, 

sa variance et sa covariance sont indŽpendantes du temps et si sa variance est finie c-ˆ -d :  

�¾ 𝐸(𝑋𝑡) = 𝐸(𝑋𝑡+𝑚) = 𝜇      ∀𝑚, 𝑡 ;!

�¾ 𝑉𝑎𝑟(𝑋𝑡) = 𝜎2 < ∞               ∀𝑡 ; 
�¾ 𝐶𝑜𝑣(𝑋𝑡, 𝑋𝑡+𝑚) = 𝛾𝑚          ∀𝑚, 𝑡 ; 

Une sŽrie chronologique est donc stationnaire si celle-ci est la réalisation d’un processus 

stationnaire, ce qui implique bien qu’elle ne comporte point de tendance et plus particulièrement 

aucun facteur Žvoluant dans le temps.  

Dans ce sens ,un test de stationnaritŽ largement utilisŽ et rŽpandu est le test de racine unitaire 

Ç Unit Root Test È proposŽ par Dickey et Fuller dans le cas des mod•les AR(1) ou encore le 

test de Dickey-Fuller AugmentŽ (ADF) pour le cas gŽnŽral des mod•les AR(p). La logique de 

ces tests repose sur les trois mod•les suivants : 

�™ Mod•le 1 : mod•le autorŽgressif avec tendance et constante : 

𝑿𝒕 − 𝝋𝑿𝒕−𝟏 = 𝜶 + 𝜷. 𝒕 + 𝜺𝒕 avec 𝜷 ≠ 𝟎 sous H0 

�™ Mod•le 2 : mod•le autorŽgressif avec constante : 

𝑿𝒕 − 𝝋𝑿𝒕−𝟏 = 𝜶 + 𝜺𝒕 avec 𝜶 ≠ 𝟎 sous H0 

�™ Mod•le 3 : mod•le stationnaire 𝑿𝒕 − 𝝋𝑿𝒕−𝟏 = 𝜺𝒕 

H0 :                                                                                           vs H1 : 

 

 

Le test de Dickey-Fuller, ne concernant que les processus autorégressifs d’ordre 1 ou AR(1) a 

ŽtŽ par le test de Dickey-Fuller AugmentŽ (ou Augmented Dickey-Fuller ou encore nommŽ test 

ADF) afin de détecter la présence d’une racine unitaire pour les processus AR (p).  

Sur EViews, pour procŽder ˆ un test ADF, nous commen•ons par tester l’adéquation des 

donnŽes au  mod•le 1 et nous obtenons: 
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Null Hypothesis: TMP has a unit root  

Exogenous: Constant, Linear Trend  

Lag Length: 8 (Automatic - based on SIC, maxlag=30) 
     

   t-Statistic   Prob.* 
     

Augmented Dickey-Fuller test statistic -6.246363  0.0000 

Test critical values: 1% level  -3.959880  

 5% level  -3.410706  

 10% level  -3.127139  
     

*MacKinnon (1996) one-sided p-values.  
"""""""""""""""""""""""""""""""""""G3A.'$"HQF!"#$+(/(#&-$&('#(&-'&,.*W'YL̀$++'1&Q$B%'4("&#$1&+'&(/$E&*)$1(&H)$1&+V'E.#('4*'&-V$4'&('4-/4*'&^#)1(.'&T\.'U#_"

La statistique de Dickey-Fuller qui affiche une valeur de  -6.246363 nŽgative et infŽrieure 
ˆ -3.410706 la valeur critique ˆ 5% mais aussi la p-value < 0.05 permettent de rejeter H0 et 
donc de dŽduire que la sŽrie ne suit pas de tendance (𝜷 = 𝟎). 

Ensuite effectuons le test relatif au mod•le 2 dont les rŽsultats se prŽsentent comme suit: 

Null Hypothesis: TMP has a unit root  

Exogenous: Constant   

Lag Length: 8 (Automatic - based on SIC, maxlag=30) 
     

   t-Statistic   Prob.* 
     

Augmented Dickey-Fuller test statistic -5.138067  0.0000 

Test critical values : 1% level  -3.431481  

 5% level  -2.861925  

 10% level  -2.567017  
     

*MacKinnon (1996) one-sided p-values.  
""""""""""""""""""""""""""""""""G3A.'$"HEF!"#$+(/(#&-$&('#(&-'&,.*W'YL̀$++'1&Q$B%'4("&#$1&+'&(/$E&*)$1(&H)$1&+/&#.B4.A.*/(.?.("&-'&+/&*)4#(/4('&^#)1(.'&T\.'U#_&

De m•me, ˆ ce niveau , la statistique de Dickey-Fuller prend une valeur de  -5.138067 
infŽrieure ˆ -2.861925 la valeur critique ˆ 5% mais aussi la p-value < 0.05 permettent de 
rejeter H0 et donc de dŽduire que la nullitŽ de la constante  (𝜶 = 𝟎). 

Finalement, nous effectuons le dernier test de racine unitaire du mod•le 3 :  
Null Hypothesis: TMP has a unit root  
Exogenous: None   
Lag Length: 9 (Automatic - based on SIC, maxlag=30) 

     
   t-Statistic   Prob.* 
     

Augmented Dickey-Fuller test statistic -0.986323  0.2907 

Test critical values: 1% level  -2.565428  
 5% level  -1.940888  
 10% level  -1.616657  
     

*MacKinnon (1996) one-sided p-values. 
 

"""""""""""""""""""""""""""""""""""""""G3A.'$"HHF!"#$+(/(#&-$&('#(&-'&1/*.4'&$4.(/.1'&H)$1&+/&#(/(.)44/1.("&-'&+/&#"1.'&-$&(/$E&*)$1("̂ %8'&3$"S_3$Z%`"

Une analyse similaire aux deux prŽcŽdentes de la statistique de Student ( |−0.986323| <
| − 1.940888| valeur critique ˆ un seuil de confiance 95% ) et de la p-value qui dŽpasse 
ici les 5%  donc on rejette H0 l’hypothèse d’existence d’une racine unitaire dans la série et 
on conclut que la sŽrie est stationnaire. 
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---.!Résultats de l’est-7>3-42!5:;!B><>783<:;!A!!

Après avoir vérifié la stationnarité de la série et la légitimité d’un processus AR(1), nous 

passons à la régression du taux d’intérêt court suivant le modèle présenté par Vašíček. En 

utilisant le logiciel EViews, l’estimation des param•tres a et b de la relation de rŽgression (2.6) 

nous a donnŽ les rŽsultats suivants :  

Dependent Variable: TMP   
Method: Least Squares   
Date: 05/25/19   Time: 16:57   
Sample (adjusted): 1/02/2005 5/05/2019  
Included observations: 5237 after adjustments  

     
     Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.   
     
     C 0.000747 9.12E-05 8.189576 0.0000 

TMP(-1) 0.973939 0.003135 310.6769 0.0000 
     
     R-squared 0.948553     Mean dependent var 0.028672 

Adjusted R-squared 0.948543     S.D. dependent var 0.005002 
S.E. of regression 0.001135     Akaike info criterion -10.72458 
Sum squared resid 0.006740     Schwarz criterion -10.72208 
Log likelihood 28084.32     Hannan-Quinn criter. -10.72371 
F-statistic 96520.16     Durbin-Watson stat 1.953527 
Prob(F-statistic) 0.000000    

     
 

 

Nous constatons que les p-values associŽes ˆ la statistique de student sont toutes nulles, 

inférieures donc au seuil critique de 5%. On rejette donc l’hypothèse de nullité des coefficients 

a et b. De plus, la statistique de Fisher permet de rejeter la nullitŽ simultanŽe de tous les 

coefficients estimŽs. Cela confirme la significativitŽ du mod•le considŽrŽ. La statistique 

Durbin-Watson est de 1.953527 et donc proche de 2, ce qui nous permet de vŽrifier l’absence 

d’autocorrélation entre les erreurs.  

Ce m•me tableau d’estimation donne :  ‰ = 0.000747 ; 𝒃̂ = 0.973939; 𝝈𝜺 = 0.001135!; 

Alors on peut prŽsenter la sŽrie comme suit :    

                                  TMP = 0.000747 + TMP (-1) *0.973939���0                         

L*!0)!%$,*!10)2!1'1,.&$!6$(!paramètres du modèle de Vašíček!"!

�¾ 𝒌 = − 𝐥𝐧(𝒃̂) = − 𝐥𝐧(𝟎. 𝟗𝟕𝟑𝟗𝟑𝟗) = 𝟎. 𝟎𝟐𝟔𝟒𝟎𝟔𝟔!

�¾ 𝜽 =  𝐚̂
𝟏−𝒃̂

= 𝟐. 𝟖𝟔𝟔𝟑𝟓%!

�¾ 𝝈 = 𝝈𝜺√
𝟐𝒌

𝟏−𝒆−𝟐𝒌
&= 1.15! 𝟏𝟎−𝟑 

‰!"! `?```Y^Y!

!

‰!"! `?```Y^Y!

�E�B "! `?[Y][][ !

!

�E�B "! `?[Y][][ !

�1�0 "! `?``WW]_!

!

�1�0 "! `?``WW]_!
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G3A.'$"HKFSensibilité de la courbe du modèle de Vašíček par rapport à λ 

G3A.'$"HMFG)%H/1/.#)4&-'&+/&*)$1;'&K"1)Lcoupon du marché et celle de Vašíček sous l'hypothèse 
λ=0S&&1"/+.#"'&H/1&+'#&/$('$1# 

-F.!G;3-7>3-42!56!B><>783<:!λ!!:3!5:!9>!B<-7:!5:!<-;H6:!!A!!

Dans un premier temps nous supposons qu’il n’y a pas de prime de risque sur le marché 

c-ˆ -d λ=0 et nous traçons la courbe des taux zéro-coupons de Vašíček et celle du marché pour 

aboutir au graphique qui suit :  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Nous constatons que les deux courbes sont ˆ peu pr•s parfaitement identiques sur le court terme 

mais elles s’éloignent considŽrablement de plus en plus pour la partie au-delˆ de la maturitŽ 3 

ans. En effet, en considérant la prime de risque nulle, le modèle de Vašíček attribue aux 

obligations ˆ long terme des rendements pareils que ceux de celles ˆ court terme chose qui ne 

refl•te gu•re la situation rŽelle du marchŽ. 

 A cet effet, pour mieux percevoir l’impact du paramètre λ sur la courbe des taux obtenue nous 

le faisons varier entre certaines valeurs et cela aboutit au graphique ci-dessous : 
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a,=4$,."EF!"#$+(/(#&-V'#(.%/(.)4&-'&+/&*)$1;'&K"1)L*)$H)4&H/1&+'&
modèle de Vašíček au 30/04/2019 

Les courbes ci-avant montrent que λ influence le sens de variation des taux. En effet, quand ce 

param•tre est positif, la courbe est inversŽe et dans le cas inverse o•  λ est nŽgatif, la courbe 

prend sa forme normale et elle est plate sinon.  

Effectivement, m•me mathŽmatiquement la formule du taux zŽro-coupon vu prŽcŽdemment :  

𝑅(𝑡,∞) = 𝜃 −
𝜆𝜎
𝑘 −

𝜎2

2𝑘2 

montre que pour un 𝜆 < 0, à l’extrémité du long terme le taux augmente de −𝜆𝜎
𝑘

 et dans le cas 

contraire celui-ci diminue ce qui engendre l’inversion de la courbe.  

Ceci trouve bien son explication dans la thŽorie de la prime de risque qui stipule qu’en cas 

normal le taux long doit •tre plus ŽlevŽ que le taux court puisque les Žpargnants cherchent ˆ 

être remboursés pour l’argent comptant auquel ils renoncent, et plus la maturité du prêt 

s’éloigne, plus leur taux d’indemnisation doit être considérable. 

Ainsi nous réfutons l’hypothèse de nullité du paramètre de prime de risque λ qui sera 

obligatoirement nŽgatif. L’approche adoptée pour sa dŽtermination consiste ˆ minimiser  la 

somme des carrŽs des erreurs entre les taux zŽro-coupon rŽels du marchŽ et ceux obtenus par le 

mod•le de Vašíček en fonctions de λ. 

Pour la mise en pratique de cette approche, on choisit le 30/04/2019 avec un TMP=2.25%, 

comme date de rŽfŽrence pour effectuer les calculs et construire la courbe des taux zŽro coupon 

en considŽrant une base de 365 jours. 

La figure suivante rŽsume les rŽsultats 

obtenus à l’aide du solveur sur Excel 

qui montrent des diffŽrences minimes 

entre la courbe estimŽe et celle du 

marchŽ sur le court terme et en 

revanche des Žcarts significativement 

grands pour les grandes maturitŽs : 
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Afin de vŽrifier la pertinence du mod•le, une comparaison entre la courbe des taux rŽelle 

et la courbe estimŽe  de nouveau par le mod•le s’avère nécessaire. La figure ci-dessus illustre 

les rŽsultats obtenus :  

 

!

!

!

!

!

!

!

!

 

On constate que la courbe estimée par le modèle de Vašíček est certes proche de celle 

observŽe sur le marchŽ marocain, mais elles ne co•ncident pas en toute maturitŽ surtout pour le 

moyen et le long terme. 

c. Avantages du modèle de Vašíček!,!!

Le mod•le de Vašíček prŽsente de nombreux ŽlŽments intŽressants : distributions connues 

et faciles ˆ manipuler(gaussiennes), formules explicites pour les obligations et taux zŽro-coupon, 

simulation aisée…etc. Cette simplicitŽ ne va pas sans inconvŽnients.  

2=!C3&3)6$!6)!30.(09#0360)$!2%!&(2T+6!26!Vašíček!,!!

Le premier inconvŽnient du mod•le de Vašíček est du justement au caract•re gaussien  

(Žquation (2.2)) qui ne garantit pas la positivitŽ du taux court r(t). 

En outre, la courbe des taux zŽro-coupon obtenue à partir de l’équation (2.2) n’est pas assez 

souple pour reproduire toutes les formes de courbes observŽes sur le marchŽ. En particulier, les 

formes dites Ç inversŽes » ne sont pas rendues par un modèle de Vašíček.  Enfin, le mod•le de 

Vašíček est un mod•le dit endog•ne puisque la courbe de taux zŽro-coupon est enti•rement dŽfinie 

par le mod• le (par l’Žquation (2.8)). On ne peut donc pas passer les observations de marchŽ en 

entrŽe du mod• le. Le mod• le CIR prŽsentŽ  ̂la section suivante cherche ˆ  rŽpondre au probl•me 

de la positivitŽ du taux court. 
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G3A.'$"HLFG)%H/1/.#)4&'4(1'&+/&*)$1;'&1"'++'&K"1)Lcoupon et celle estimée par le modèle de Vašíček 
/$&7DXD8X6DC@ 
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2. Mod•le de Cox-Ingersoll-Ross (CIR) :  

4=!S:#$60)4)3(0!)5#(:37%6!2%!&(2T+6!,!

-./01-2-3-42!56!74589:!:3!5-;3<-=63-42!56!3>6?!@46<3!A!!

Le mod•le proposŽ par Cox, Ingersoll et Ross (CIR) occupe depuis les annŽes 80 une 

position priviligiée au sein du champ théorique de l’évaluation des actifs financiers. En effet, 

la raison essentielle du succès des travaux de Cox, Ingersoll et Ross tient au fait qu’ils ont 

parvenu dans un sens ˆ fournir un mod•le parfaitement compatible avec les hypoth•ses de la 

thŽorie standard. 

Concrètement, afin d’éviter l’apparition des taux d’intérets négatifs, Cox, Ingersoll et 

Ross (CIR) ont eu recours au processus racine carrŽe et ont dŽfini la dynamique des taux courts 

r(t) sous une probabilitŽ risque neutre �£ par l’équation différentielle suivante :  

               𝒅𝒓(𝒕) = 𝒌[𝜽 − 𝒓(𝒕)]𝒅𝒕 + 𝝈√𝒓(𝒕)𝒅𝑾𝒕 , 𝒓(𝟎) =  𝒓𝟎   (3.1) 

O• r0, k, θetσsont des constantes positives et P  est un mouvement brownien standard qui 

suit un processus de Wiener. 

Ce processus est identique au prŽcŽdent ˆ la seule diffŽrence que le poids accordŽ ˆ la relation 

de proportionnalitŽ est ici Žgale ˆ 
1
2
 alors qu’il était nul dans le modèle de Vašíček (voir forme 

gŽnŽrale des mod•les ˆ un facteur en bas de page14). 

Lorsqu’on impose la condition 2𝑘𝜃 > 𝜎2, le taux est toujours positif. Cependant si cette 

condition n’est pas vérifiée, on peut garantir la non-nŽgativitŽ des taux, mais avec une 

probabilité non nulle d’avoir des taux nuls. 

Dans la suite, nous dŽsignons le taux court par rt au lieu de r(t) pour simplifier l’écriture des 

diffŽrentes formules. 

�„  �6�R�O�X�W�L�R�Q���G�H���O�¶�p�T�X�D�W�L�R�Q���G�L�I�I�p�U�H�Q�W�L�H�O�O�H :  

La solution explicite de l’EDS (Equation Différentielle Stochastique)e] ?Wg est pour un instant 

donnŽ t  : 

𝒓𝒕 = 𝒓𝟎 + ∫𝒌
𝒕

𝟎

(𝜽 − 𝒓𝒔)𝒅𝒔 + ∫𝝈
𝒕

𝟎

√𝒓𝒔𝒅𝑾𝒔 

!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
W!̂K0&/$!<')'&+6$!1$!6+!/+=0&.*'!1$(!/01-6$(!C!,)!4+2*$,&!"!!

𝑑𝑟(𝑡) = (𝛼(𝑡) − 𝛽(𝑡)𝑟(𝑡))𝑑𝑡 + 𝜎(𝑡)𝑟𝛾(𝑡)𝑑𝑊𝑡!
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Comme pour le modèle de Vašíček, on peut calculer les premiers moments de r : 

                  𝑬{𝒓𝒕|𝓕𝒔} = 𝒓𝒔𝒆−𝒌(𝒕−𝒔) + 𝜽 (𝟏 − 𝒆−𝒌(𝒕−𝒔))      (3.2) 

                                𝑽𝒂𝒓{𝒓𝒕|𝓕𝒔} = 𝒓𝒔
𝝈𝟐

𝒌
 (𝒆−𝒌(𝒕−𝒔) − 𝒆−𝟐𝒌(𝒕−𝒔)) + 𝜽 𝝈𝟐

𝟐𝒌
 (𝟏 − 𝒆−𝒌(𝒕−𝒔))

𝟐
    (3.3)                      

--.!/-;@<03-;>3-42!56!74589:!:3!503:<7-2>3-42!5:!;:;!B><>783<:;!A!!

Comme dans le modèle de Vašíček, les données disponibles sont discrètes, et par 

conséquent l’estimation des paramètres des modèles en temps continu n’est pas immédiate. Il 

est indispensable de passer par une discrŽtisation du processus. 

Les schémas d’Euler et de Milstein sont les procédés de discrétisation les plus répandus. 

Tous les deux sont des développements d’Itô-Taylor de la solution de l’équation différentielle 

ˆ des ordres diffŽrents (ordre 1 pour Euler, ordre 2 pour Milstein). Dans ce travail, nous allons 

utiliser le schéma d’Euler. 

Le procédé de discrétisation d’Euler consiste, dans le modèle de Cox, Ingersoll et Roll, en 

l’approximation du processus continu rt  par le processus discret 𝒓𝒕̂ dŽfini avec les m•mes 

notations utilisŽes prŽcŽdemment par : 

𝒓𝒕+𝜹̂ = 𝒓𝒕̂ + 𝒌(𝜽 − 𝒓𝒕̂) + 𝝈√𝒓𝒕̂ ∗ 𝜹 𝜺𝒕 

O• 𝜺𝒕 est une variable alŽatoire normale centrŽe rŽduite et 𝜹  reprŽsente une petite variation 

temporelle. 

Ainsi en prenant une variation 𝜹 constante et égale à une période, l’estimation des paramètres 

de ce processus peut s’effectuer en recourant à l’une des régressions suivantes :  

𝒓𝒕  =  𝒌 𝜭 + (𝟏 − 𝒌)𝒓𝒕−𝟏  +  𝝈√𝒓𝒕−𝟏 𝜺𝒕  

𝒓𝒕
√𝒓𝒕−𝟏

 =
𝒌 𝜭 
√𝒓𝒕−𝟏

+ (𝟏 − 𝒌)√𝒓𝒕−𝟏 + 𝝈𝜺𝒕 

Nous allons retenir la deuxi•me forme de rŽgression en choisissant pour taux de rŽfŽrence le 

taux TMP utilisŽ dans le mod•le prŽcŽdent et nous posons :  

�¾ 𝒀 = 𝒓𝒕
√𝒓𝒕−𝟏

!

�¾ 𝑿 = 𝟏
√𝒓𝒕−𝟏

!

�¾ 𝒁 = √𝒓𝒕−𝟏!
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Ainsi, l’équation de régression devient : 

𝒀 = 𝒌𝜽𝑿 + (𝟏 − 𝒌)𝒁 + 𝒆𝒕 

Avec : 𝑒𝑡⁓𝑁(0, 𝜎2) correspond au rŽsidu de le rŽgression. 

---.!D<-?!5:;!4=9-I>3-42;!C0<4.@46B42!:3!3>6?!C0<4.@46B42!A!!

La perte du caract•re gaussien du processus r emp•che l’obtention des prix de zéro-

coupon par un calcul direct similaire à celui présenté dans le cas du modèle de Vašíček. On 

obtient ces prix par la résolution de l’équation aux dérivées partielles du modèle. En effet, en 

univers risque neutre, l’application du lemme d’Itô donne que l’équation différentielle régissant 

le prix d’une obligation zéro-coupon de maturité T s’écrit comme suit : 

𝝏𝑩
𝝏𝒕

+
𝝈𝒓𝟐

𝟐
𝝏𝟐𝑩
𝝏𝒓𝟐

𝒓(𝒕) + (𝒌(𝜽 − 𝒓(𝒕) − 𝝀𝝈𝒓)
𝝏𝑩
𝝏𝒓

− 𝒓(𝒕)𝑩 = 𝟎 

Avec la condition usuelle aux fronti•res : 𝑩(𝑻, 𝑻) = 𝟏 

La résolution de l’équation différentielle stochastique précédente donne que le prix d’une 

obligation zŽro-coupon de maturité T à une date t s’écrit :   

                                𝑩(𝒕, 𝑻) = 𝒂(𝒕, 𝑻)𝒆−𝒃(𝒕,𝑻)𝒓𝒕            (3.4)          

Avec -!!!!!!!!!!!!!!!𝒂(𝒕, 𝑻) = ( 𝟐𝜸𝒆
𝒌̃+𝜸
𝟐 (𝑻−𝒕)

𝟐𝜸+(𝒌̃+𝜸)(𝒆𝜸(𝑻−𝒕)−𝟏)
)

𝟐𝒌𝜽
𝝈𝟐

 

                         𝒃(𝒕, 𝑻) = 𝟐(𝒆𝜸(𝑻−𝒕)−𝟏)
(𝒌̃+𝜸)(𝒆𝜸(𝑻−𝒕)−𝟏)+𝟐𝜸

 

                         𝒌̃ = 𝒌 + 𝝀𝝈 

                        𝜸 = √𝟐𝝈𝟐 + 𝒌̃𝟐 
 

Du prix zŽro-coupon, on peut extraire directement le taux zŽro-coupon qui nous 

intŽresse le plus ˆ ce niveau-ci. Ainsi selon ce mod•le, le taux zŽro-coupon de maturité T s’écrit 

ˆ la date t :  

𝑹(𝒕, 𝑻) = −
𝟏

𝑻 − 𝒕 𝐥𝐧
(𝑩(𝒕, 𝑻)) 

                     =
𝒃(𝒕, 𝑻)𝒓𝒕 − 𝐥𝐧 (𝒂(𝒕, 𝑻))

𝑻 − 𝒕  
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;=!L//+3.4)3(0!4%G!2(00#6$!23$/(03;+6$!,!!

-.!Résultats de l’estimation des paramètres!A!!

A l’instar de la procédure suivie pour le modèle de Vašíček, nous utilisons le logiciel 

EViews pour estimer les param•tres k, 𝜽 et 𝝈 sur la base des m•mes donnŽes de taux TMPjj  

dont nous disposons et nous obtenons les rŽsultats prŽsentŽs dans le tableau suivant :  

Dependent Variable: TMP/((TMP(-1))^(0.5))  
Method: Least Squares (Gauss-Newton / Marquardt steps) 
Date: 05/26/19   Time: 17:06   
Sample (adjusted): 1/02/2005 5/05/2019  
Included observations: 5237 after adjustments  
Convergence achieved after 13 iterations  
Coefficient covariance computed using outer product of gradients 
TMP/((TMP(-1))^(0.5))=C(1)*C(2)/((TMP(-1))^(0.5))+(1-C(1))*((TMP(-1))^(0.5)) 

     
      Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.   
     
     C(1) 0.023889 0.003118 7.661297 0.0000 

C(2) 0.028672 0.000650 44.11362 0.0000 
     
     R-squared 0.817148     Mean dependent var 0.168748 

Adjusted R-squared 0.817113     S.D. dependent var 0.015517 
S.E. of regression 0.006636     Akaike info criterion -7.192310 
Sum squared resid 0.230513     Schwarz criterion -7.189804 
Log likelihood 18835.06     Hannan-Quinn criter. -7.191434 
Durbin-Watson stat 1.964986    

     
     

 

 

Nous constatons que les p-values associŽes ˆ la statistique de student sont toutes nulles, 

inférieures donc au seuil critique de 5%. On rejette donc l’hypothèse de nullité des coefficients  

k et 𝜽. De plus, la statistique Durbin-Watson est de 1.964986 et donc proche de 2, ce qui nous 

permet de vérifier l’absence d’autocorrélation entre les erreurs.  

Ainsi nous rŽcupŽrons les estimations des param•tres qui sont tous significatifs :  

                           k = 0.023889 ;  𝜽 = 0.028672 ; �1 = �������� 

Nous pouvons à présent exécuter le modèle de CIR en recourant au solveur d’Excel pour trouver 

la valeur du prime de risque λ qui minimise l’écart entre la courbe estimé et la courbe du marché 

et nous choisissons, comme dans le mod•le prŽcŽdent, la date du 30/04/2019 , correspondant ˆ 

un TMP  de 2,25 % sur la base donnŽes utilisŽe, afin d’effectuer les calculs et  construire la 

courbe des taux zŽro-coupon en considŽrant une annŽe de base de 365 jours.  

 

 

k!"! `?`\]ZZ[ !

!

k!"! `?`\]ZZ[ !

𝜽 "! `?`\ZXY\!

!

𝜽 "! `?`\ZXY\!

�1��"! `?``XX]X!

!

�1��"! `?``XX]X!
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modèle de Vašíček au 30/04/2019 

Le tableau ci-dessous résume les différents résultats d’estimation :  

Les Žcarts au carrŽ entre la courbe 

zŽro-coupon estimŽe par le mod•le de 

CIR et la courbe rŽelle reprŽsentŽs par 

l’histogramme ci-ˆ c™tŽ sont 

relativement supŽrieurs ˆ ceux 

constatŽs dans le mod•le de Vašíček 

pour les maturitŽs infŽrieures ˆ 1 an ; 

en revanche au-delà d’un an, le 

mod•le de Cox-Ross prŽsente des 

Žcarts largement infŽrieurs en 

comparaison avec ceux du mod•le 

prŽcŽdent. Toutefois, ses 

Žloignements par rapport ˆ la courbe 

du marché, bien qu’ils soient petits 

restent non nuls et donc nous ne 

sommes pas tout-ˆ -fait devant une 

reprŽsentation parfaite de la courbe. 

 

Ceci apparait bel et bien ˆ travers  la comparaison illustrŽe ci-dessous entre la courbe des taux 

rŽelles et la courbe estimŽe ˆ la base des rŽsultats obtenus auparavant :   
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II.  Mod•les ˆ deux facteurs : 

Les mod•les de taux ˆ taux ˆ deux facteurs sont nombreux, mais ils diff•rent de part les 

variables d’état qu’ils considèrent.  

Dans ces modèles, quatre variables d’états ont principalement été retenues comme 

deuxième variable d’état pour les modèles de taux, ces variables sont :  

�9 Le taux long  

�9 Le taux d’inflation  

�9 Le spread(diffŽrence entre le taux long et le taux court) 

�9 La volatilitŽ des taux courts. 

Parmi ces modèles, celui d’Hull et White constitue l’un des plus connus inclus dans la 

catŽgorie de ceux sans opportunité d’arbitrage. 

Un tel modèle est plus riche qu’un modèle de taux à un facteur, comme celui de Vašíček, 

car la modŽlisation du taux court dŽpend directement de celle du taux long. Il autorise une 

gamme de structures de volatilitŽs plus large que celle des mod•les à une seule variable d’état, 

et permet Žgalement des mouvements de la courbe des taux plus variŽs. 

�™ Mod•le de Hull -White : 

4=!S:#$60)4)3(0!)5#(:37%6!2%!&(2T+6!,!

-./01-2-3-42!56!74589:!:3!5-;3<-=63-42!5:;!3>6?!A!!

Soient rt et lt les taux d’intérêt respectivement court et long terme. Le modèle d’Hull et 

White (1994) propose la structure suivante pour dŽcrire la dynamique de ces taux :  

                         𝒅𝒓𝒕 = 𝒌𝒓(𝒍𝒕 − 𝒓𝒕)𝒅𝒕 + 𝝈𝒓𝒅𝑾𝒓,𝒕    (4.1) 

𝒅𝒍𝒕 = 𝒌𝒍(𝝁𝒍 − 𝒍𝒕)𝒅𝒕 + 𝝈𝒍𝒅𝑾𝒍,𝒕!!!!!!!!JO=@M!

         Avec : rt : le taux court 
                     lt : le taux long  
                     kr : la vitesse de retour ˆ  la moyenne des taux courts  
                     kl : la vitesse de retour ˆ  la moyenne des taux longs  
                     μl : le taux moyen-long terme 
                     σr : la volatilitŽ des taux courts  
                     σl : la volatilitŽ des taux courts 
                     Wr,t  et Wl,t : des mouvements browniens  

Ces deux modèles suivent des processus d’Ornstein-Uhlenbeck. Par consŽquent, tout comme 

pour le mod• le de Vašíček, il est possible de donner une expression du taux court et du taux 

long, mais cette fois-ci, de mani•re discrŽtisŽe. Nous obtenons alors :  
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                       𝒍𝒕+𝟏 = 𝒍𝒕𝒆−𝒌𝒍 + 𝝁𝒍(𝟏 − 𝒆−𝒌𝒍) + 𝝈𝒍√
𝟏−𝒆−𝟐𝒌𝒍

𝟐𝒌𝒍
 𝜺𝒍,𝒕          (4.3) 

                        𝒓𝒕+𝟏 = 𝒓𝒕𝒆−𝒌𝒓 + 𝒍𝒕(𝟏 − 𝒆−𝒌𝒓) + 𝝈𝒓√
𝟏−𝒆−𝟐𝒌𝒓

𝟐𝒌𝒓
 𝜺𝒓,𝒕      (4.4) 

Avec :                   𝜀𝑟,𝑡⁓𝑁(0,1) 𝑒𝑡 𝜀𝑙,𝑡⁓𝑁(0,1) 

--.!/-;@<03-;>3-42!56!74589:!:3!:;3-7>3-42!5:!;:;!B><>783<:;!A!!

Dans le mod• le de Hull-White, la difficultŽ de l’estimation des param•tres existe dans le fait 

que le lien entre le taux court et le taux long rend impossible l’utilisation simpliste et usuelle 

des Moindres CarrŽs Ordinaires (MCO) et l’on propose ˆ  cet effet de procŽder en deux Žtapes 

ˆ  une estimation des Doubles Moindres CarrŽs (DMC), ̂  savoir :  

           1•re Žtape :  𝒍𝒕+𝟏 = 𝜶𝟏 + 𝜷𝟏𝒍𝒕 + 𝝐𝒍,𝒕                                  (R1) 

                                2•me Žtape : 𝒓𝒕+𝟏 = 𝜶𝟐𝒍𝒕̂ + 𝜷𝟐𝒓𝒕 + 𝝐𝒓,𝒕                             (R2) 

                   

Avec : 𝜶𝟏 = 𝝁𝒍 (𝟏 − 𝒆−𝒌𝒍)  et    𝜷𝟏 = 𝒆−𝒌𝒍 et 𝜶𝟐 = 𝟏 − 𝒆−𝒌𝒓  (#)   et    𝜷𝟐 = 𝒆−𝒌𝒓    (##)  
• 𝜶𝟏, 𝜶𝟐 , 𝜷𝟏et 𝜷𝟐 sont des constantes positives .! 
• 𝝐𝒍,𝒕 et𝝐𝒓,𝒕 les rŽsidu des Žquations de rŽgression 

• ! 𝜖𝑙,𝑡⁓𝑁(0,
𝜎𝑙
2

2
(1 − 𝑒−2𝑘𝑙)) 𝑒𝑡 𝜖𝑟,𝑡⁓𝑁(0,

𝜎𝑟2

2
(1 − 𝑒−2𝑘𝑟)) 

Pour l’étape 1, identiquement ˆ  ce qu’on a vu dans le mod• le de Vašíček, une simple rŽgression 

permet d’estimer 𝛼1̂ et  𝛽1̂ nous remontons aux param•tres du mod•les ˆ  travers les relations : 

�¾ 𝒌𝒍 = −𝒍𝒏(𝜷𝟏̂)!!!!!!!!!/01!

�¾ 𝝁𝒍 =
𝜶𝟏̂
𝟏−𝜷𝟏̂

!!!!!!!!!!!!!!!!!/001!

�¾ 𝝈𝒍 = 𝝈𝝐,𝒍√
𝟐𝒌𝒍

𝟏−𝒆−𝟐𝒌𝒍
!!!/0001!

Une fois les estimations du mod• le du taux long sont estimŽs (Žtape 1), le taux d’intérêt long 

terme estimŽ qui en dŽcoule est utilisŽ comme variable explicative du taux d’intérêt court terme 

ce qui permet de procéder à l’estimation des paramètres de l’étape 2. 

Les relations (#) et (##) donnent que 𝛼2 = 1 − 𝛽2 et permettent donc de simplifier la 

discrŽtisation du taux court exprimŽe par l’Žquation (R2) qui devient :  

∆𝒓𝒕+𝟏 = 𝜶𝟐(𝒍𝒕̂ − 𝒓𝒕) + 𝝐𝒓,𝒕 
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Ainsi en procŽdant ̂  une rŽgression linŽaire entre ∆𝑟𝑡+1et (𝑙𝑡̂ − 𝑟𝑡) on obtient l’estimation 𝛼2̂ 

du param•tre 𝛼2 et ainsi nous avons les diffŽrents inconnus du mod• le du taux court par les 

relations suivantes :  

�¾ 𝒌𝒓 = −𝒍𝒏(𝟏 − 𝜶𝟐̂)!

�¾ 𝝈𝒓 = 𝝈𝝐,𝒓√
𝟐𝒌𝒓

𝟏−𝒆−𝟐𝒌𝒓
!

---.!D<-?!5:;!4=9-I>3-42;!C0<4.@46B42!:3!3>6?!C0<4.@46B42!A!!

Identiquement ̂ ce qui a ŽtŽ vu dans le cas du mod• le de Vašíček, la dŽtermination du prix 

zŽro-coupon correspondant au mod•le de Hull-White ( ou Vašíček Žtendu ) requiert un passage 

du l’univers rŽel o•  celui-ci est dŽfinit ˆ  l’univers risque neutre et un changement de numŽraire 

par le thŽor•me de Girsanov s’impose. Ainsi, les dynamiques de taux (4.1) et (4.2) deviennent : 

                       𝒅𝒓𝒕 = 𝒌𝒓 (𝒍𝒕 −
𝝀𝒓𝝈𝒓
𝒌𝒓
− 𝒓𝒕)𝒅𝒕 + 𝝈𝒓𝒅𝑾𝒓,𝒕

ℚ                 (4.5)!

!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!𝒅𝒍𝒕 = 𝒌𝒍 (𝝁𝒍 −
𝝀𝒍𝝈𝒍
𝒌𝒍
− 𝒍𝒕)𝒅𝒕 + 𝝈𝒍𝒅𝑾𝒍,𝒕

ℚ !!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!(4.6)!

Ou encore                        𝒅𝒍𝒕 = 𝒌𝒍(𝝁𝒍
ℚ − 𝒍𝒕)𝒅𝒕 + 𝝈𝒍𝒅𝑾𝒍,𝒕

ℚ  

Avec                                𝝁𝒍
ℚ = 𝝁𝒍 −

𝝀𝒍𝝈𝒍
𝒌𝒍

 

A ce stade, il nous reste ˆ calibrer ce mod• le ˆ  deux facteurs ou encore trouver les valeurs du 

couple (𝜆𝑟, 𝜆𝑙) de telle sorte ̂ reprŽsenter au maximum la courbe des taux disponible sur le 

marchŽ. Et Žtant donnŽ que l’on se base sur la courbe ZC, nous utilisons la relation simple 

𝑹(𝒕, 𝑻) = − 𝐥𝐧 (𝑩(𝒕,𝑻))
𝑻−𝒕

 pour obtenir le taux zŽro-coupon estimŽ R(t,T)  pour une maturitŽ T ˆ une 

date donnŽe ̂  partir du prix zŽro-coupon B(t,T) qui se dŽfinit dans ce mod• le ainsi : 

𝑩(𝒕, 𝑻) = 𝒆𝒙𝒑 (𝒂(𝑻− 𝒕) − (𝒃𝒓(𝑻 − 𝒕) − (𝑻 − 𝒕))
𝝀𝒓𝝈𝒓
𝒌𝒓
− 𝒃𝒓(𝑻 − 𝒕)𝒓𝒕 − 𝒃𝒍(𝑻 − 𝒕)𝒍𝒕)(4.7)!

Avec :                      𝒃𝒓(𝒔) =
𝟏−𝒆𝒙𝒑(−𝒌𝒓𝒔)

𝒌𝒓
 

                              𝒃𝒍(𝒔) =
𝒌𝒓

𝒌𝒓−𝒌𝒍
(𝟏−𝒆𝒙𝒑(−𝒌𝒍𝒔)

𝒌𝒍
− 𝟏−𝒆𝒙𝒑(−𝒌𝒓𝒔)

𝒌𝒓
) 
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𝒂(𝒔) = (𝒃𝒓(𝒔) − 𝒔)(𝝁𝒍
ℚ −

𝝈𝒓𝟐

𝟐𝒌𝒓𝟐
) + 𝒃𝒍(𝒔)𝝁𝒍

ℚ −
𝝈𝒓𝟐𝒃𝒓𝟐(𝒔)
𝟒𝒌𝒓

+
𝝈𝒍𝟐

𝟐
(
𝒔
𝒌𝒍𝟐
− 𝟐

𝒃𝒍(𝒔) + 𝒃𝒓(𝒔)
𝒌𝒍𝟐

+
𝟏

(𝒌𝒍 − 𝒌𝒓)𝟐
×
𝟏 − 𝒆𝒙𝒑(−𝟐𝒌𝒓𝒔)

𝟐𝒌𝒓

−
𝟐𝒌𝒓

𝒌𝒍(𝒌𝒍 − 𝒌𝒓)𝟐
×
𝟏 − 𝒆𝒙𝒑(−(𝒌𝒓 + 𝒌𝒍)𝒔)

𝒌𝒓 + 𝒌𝒍
−

𝒌𝒓𝟐

𝒌𝒍(𝒌𝒍 − 𝒌𝒓)𝟐
×
𝟏 − 𝒆𝒙𝒑(−𝟐𝒌𝒍𝒔)

𝟐𝒌𝒍
) 

;=!L//+3.4)3(0!4%G!2(00#6$!23$/(03;+6$!,!!

-.!D<0;:23>3-42!5:;!54220:;!A!!

Comme nous l’avons justifié précédemment, nous avons choisi dans le cadre de notre 

Žtude le taux moyen pondŽrŽ (TMP) qui est un taux au jour le jour du marchŽ monŽtaire comme 

taux court. En ce qui concerne le taux long, nous constatons que les taux d’obligation d’Etat de 

maturitŽ 10 ans sont les plus omniprŽsents surtout que celles de maturitŽs supŽrieures sont 

considŽrŽes comme plus risquŽes. D’ailleurs, la borne supérieure des maturités longues des 

obligations de l’Etat marocain se limite à 26 ans. Ainsi pour calibrer les param•tres du mod•le 

de taux d’intérêt de Hull-White ˆ deux facteurs, on utilise parmi les donnŽes marocaines :  

• L’historique de taux interbancaire (TMPjj) pour cerner le taux court terme. 

• L’historique des taux d’obligation d’Etat de maturité 10 ans pour approcher le taux 

long terme. 

Cependant, puisque l’investissement sur le long terme ne commen•a ˆ prendre sa place au sein 

du marché obligataire qu’au cours des dernières années, la sŽrie retenue est celle des donnŽes 

rŽcentes comprise entre 1/1/2017 et  5/5/2019 et reprŽsentŽe par la courbe 3D ci-dessous :  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
G3A.'$"HPF"!'H1"#'4(/(.)4&B1/H2.J$'&'4&7,&-'&+/&*)$1;'&*)$H)44"'&*)4#.-"1"'&'4(1'&+'&

CXCX6DCa&'(&+'&9X9X6DC@ 
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G3A.'$"JEFG)11"+)B1/%%'&-'#&(/$E&+)4B#&'4(1'&+'&CXCX6DCa&'(&+'&9X9X6DC@S&1"/+.#"&H/1&+'#&
/$('$1# "

--.!J>9-=<>I:!56!74589:!5:;!3>6?!942I;!A!!

La rŽsolution de la premi•re Žtape (R1) de la DMC vue dans la partie thŽorique est 

similaire à celle effectuée pour le modèle de Vašíček. En effet une régression linéaire entre 𝑙𝑡+1 

et 𝑙𝑡 permet d’estimer les paramètres 𝛼1 et 𝛽1 et les param•tres du mod•le du taux long en 

dŽcoulent via les relations /01$/001!et!/0001)!

Mais tout d’abord il faut faire une étude statistique de la série des taux longs pour déterminer 

sa nature : 

�¾ Test de stationnaritŽ de la sŽrie des taux longs :  
Null Hypothesis: LONG has a unit root  
Exogenous: Constant, Linear Trend  
Lag Length: 1 (Automatic - based on SIC, maxlag=20) 

     
        t-Statistic   Prob.* 
     
     Augmented Dickey-Fuller test statistic -2.254310  0.4581 

Test critical values: 1% level  -3.968896  
 5% level  -3.415117  
 10% level  -3.129754  
     
     *MacKinnon (1996) one-sided p-values.  

G3A.'$"JQF!"#$+(/(#&-$&('#(&-'&#(/(.)44/1.("&-'&,.*W'YL̀$++'1&/HH+.J$"&/$&(/$E&+)4B#&^0)1(.'&T\.'U#_"
A la base des hypoth•ses du test ADF dŽtaillŽs prŽcŽdemment dans la partie relative au 
modèle de Vašíček, on constate que d•s le dŽpart la stationnaritŽ des taux longs est rejetŽe. 
Toutefois, cela n’entrave pas la continuité de notre étude vue qu’en général les 
Žconomiques ne sont pas stationnaires.  

�¾ VŽrification du mod•le AR(1) : 

!

 !
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On remarque que d’un côté les autocorrŽlations partielles de la sŽrie des taux longs sont 
bien celles d’un modèle autorégressif d’ordre 1  puisque la valeur de la premi•re dŽpasse 
l’intervalle de confiance et est donc différente de zéro tandis que les coefficients à partir 
du second sont presque nuls. Aussi, les autocorrŽlations  dŽcroient exponentiellement. Cela 
confirme ainsi le pas d’ordre 1 de la discrétisation tenue en compte dans la modélisation. 
 
�¾ Estimation des param•tres du mod•le de taux longs : 

Les rŽsultats obtenus sur EViews de la rŽgression de la 1•re Žtape se prŽsentent ainsi :  

Dependent Variable: LONG   
Method: Least Squares   
Date: 06/05/19   Time: 05:04   
Sample (adjusted): 1/02/2017 5/05/2019  
Included observations: 854 after adjustments  

     
     Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.   
     
     C 0.000692 0.000260 2.662323 0.0079 

LONG(-1) 0.978853 0.007920 123.5878 0.0000 
     
     R-squared 0.947166     Mean dependent var 0.032806 

Adjusted R-squared 0.947104     S.D. dependent var 0.000723 
S.E. of regression 0.000166     Akaike info criterion -14.56276 
Sum squared resid 2.36E-05     Schwarz criterion -14.55164 
Log likelihood 6220.299     Hannan-Quinn criter. -14.55850 
F-statistic 15273.95     Durbin-Watson stat 2.359926 
Prob(F-statistic) 0.000000    

     
     G3A.'$"JHF!"#$+(/(#&-'&+/&1"B1'##.)4&-$&%)-<+'&-'#&(/$E&+)4B#&#$1&T\.'U#"

                                                                 

De mani•re plus prŽcise, le logiciel prŽsente la sŽrie comme suit :    
                                  long = 0.000691957829437 + long (-1) *0.978853458835���0                         
N.)(.!𝜶𝟏̂ = 0.000691957829437!$*!𝜷𝟏̂ = 0.978853458835!0)!&'2,%-&$!10)2!6$(!%+&+/-*&$(!
1,!/01-6$!1$(!*+,>!60)<(!"!

�¾ 𝒌𝒍 = −𝒍𝒏(𝜷𝟏̂) = −𝒍𝒏(𝟎. 𝟗𝟕𝟖𝟖𝟓𝟑𝟒𝟓𝟖𝟖𝟑𝟓) = 𝟎. 𝟎𝟐𝟏𝟑𝟕𝟑𝟑!!!!!!!!!

�¾ 𝝁𝒍 =
𝜶𝟏̂
𝟏−𝜷𝟏̂

= 𝟎. 𝟎𝟑𝟐𝟕𝟐𝟐𝟎!!!!!!!!!!!!!!!!!!

�¾ 𝝈𝒍 = 𝝈𝝐,𝒍√
𝟐𝒌𝒍

𝟏−𝒆−𝟐𝒌𝒍
= 𝟏. 𝟔𝟕𝟕 × 𝟏𝟎−𝟒!

---.!J>9-=<>I:!56!74589:!5:;!3>6?!@46<3;!A!!

Apr•s estimation des param•tres prŽcŽdents, le taux ajustŽ est utilisŽ comme une variable 

explicative du taux court terme dans la seconde Žtape de la DMC. Le mod•le de taux court 

comporte alors deux variables endog•nes 𝑙𝑡̂ et 𝑟𝑡. 

Une rŽgression linŽaire par EViews entre ∆𝑟𝑡 et (𝑙𝑡̂ − 𝑟𝑡) permet donc d’estimer les param•tres 

𝛼2et 𝜎𝜖,𝑟  (Žcart-type du mod•le estimŽ lors de la seconde Žtape) reprŽsentŽs dans le tableau :  

𝜶𝟏̂!

!

k!
"!
`?`
\]Z
Z[ !

𝝈𝝐,𝒍 = 0.000166!

!

k!"! `?`\]ZZ[ !

𝜷𝟏̂ !

!

k!
"!
`?`
\]Z
Z[ !
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𝝈𝝐,𝒓 = 0.000142!

!

k!"! `?`\]ZZ[ !

𝜶𝟐̂!

!

k!
"!
`?`
\]Z
Z[ !

G3A.'$"JMF"0'4#.;.+.("&-'&+/&*)$1;'&'#(.%"'&H/1&+'&%)-<+'&[$++LP2.('&H/1&
1/HH)1(&M&λ1 

Dependent Variable: COURT- COURT(-1)   
Method: Least Squares (Gauss-Newton / Marquardt steps) 
Date: 06/05/19   Time: 05:42   
Sample (adjusted): 1/03/2017 5/05/2019  
Included observations: 850 after adjustments  
COURT- COURT(-1)=C(1)*(LONG_EST(-1)-COURT(-1))  

     
      Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.   
     
     C(1) 0.000105 5.77E-05 1.817144 0.0281 
     
     R-squared 0.692454     Mean dependent var -7.06E-08 

Adjusted R-squared 0.692454     S.D. dependent var 0.000124 
S.E. of regression 0.000142     Akaike info criterion -14.87657 
Sum squared resid 1.72E-05     Schwarz criterion -14.87099 
Log likelihood 6323.542     Hannan-Quinn criter. -14.87443 
Durbin-Watson stat 2.291248    

     
     """"G3A.'$"JJF!"#$+(/(#&-'&1"B1'##.)4&-$&%)-<+'&-'#&(/$E&*)$1(&#$1&T\.'U#&

!

De mani•re plus exacte, la sŽrie est approchŽe comme suit :    
                   Court �± court(-1) = 0.000105339258818*(long_est(-1) �± court(-1))���0                         

N.)(.!𝜶𝟐̂ = 0.000105339258818!0)!en déduit les paramètres du modèle du taux d’intérêt 
20,&*!*$&/$!8.+!6$(!&$6+*.0)(!"!!

�¾ 𝒌𝒓 = −𝒍𝒏(𝟏 − 𝜶𝟐̂) = 𝟎. 𝟎𝟎𝟎𝟏𝟎𝟓𝟑!

�¾ 𝝈𝒓 = 𝝈𝝐,𝒓√
𝟐𝒌𝒓

𝟏−𝒆−𝟐𝒌𝒓
= 𝟎. 𝟎𝟎𝟎𝟏𝟒𝟐!

-F.!Estimation des paramètres λ<!et λ9!A!!

Avant de procŽder ˆ une estimation des param•tres λr  et λl intervenant dans l’équation de 

dŽtermination du taux zŽro-coupon, nous essayons d’abord d’observer de manière indépendante 

leurs effets sur la courbe estimée afin de mieux assimiler ce qu’ils incarnent.  

Pour cela, nous commençons par annuler λl et tester les trois valeurs λr=0 et λr=10 et λr= -10 : 

!

!

!

!

!

!

!

!

! !
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G3A.'$"JKF0'4#.;.+.("&-'&+/&*)$1;'&'#(.%"'&H/1&+'&%)-<+'&[$++LP2.('&H/1&
rapport à λ+ 

a,=4$,."JF!"#$+(/(#&-V'#(.%/(.)4&-'&+/&*)$1;'&K"1)L*)$H)4&H/1&+'&%)-<+'&-'&[$++LP2.('&/$&7DXD8X6DC@ 

Les courbes ci-dessus montrent que λr  a le même impact que celui λ pour les mod•les ˆ un 

facteur c’est-ˆ -dire qu’il oriente les variations des taux et son signe dŽtermine aussi comme vu 

auparavant si la courbe est normale, plate ou inversŽe.  

Quant au paramètre λl , il concerne plus la flexibilitŽ de la courbe ou encore sa convexitŽ comme 

le montre si bien le graphe suivant : 

 

 

 

 

 

 

!

!

!

!

Le minimisation des Žcarts entre les prix zŽro-coupon du marchŽ et ceux estimŽs par le mod•le 

de Hull-White en fonction de λr et λl à l’aide du solveur Excel aboutit aux résultats suivants : 

!

!

!

!

!
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Graphiquement, ceci s’illustre de la manière suivante :  

 

 

!

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Nous constatons que la courbe estimŽe ici s’aplatit presque parfaitement avec celle du marché 

pour toutes les maturités et la différence d’exactitude des estimations comparativement aux 

mod•les antŽrieurs parait beaucoup plus au niveau du moyen et long terme.  

 

 

 

 

G3A.'$"JLFG)%H/1/.#)4&'4(1'&+/&*)$1;'&1"'++'&K"1)L*)$H)4&'(&*'++'&'#(.%"'&H/1&+'&
%)-<+'&-'&[$++LP2.('&/$&7DXD8X6DC@ 
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a,=4$,."MFZ1"?.#.)4#&-'&+/&*)$1;'&K"1)L*)$H)4&-$&aXD9X6DC@&H/1&
le modèle de Vašíček&'(&-'&GF!&S&1"/+.#"#&H/1&+'#&/$('$1#&"

III.  PrŽvisions de la courbe par les trois mod•les et comparaison  : 

Etant donné que l’on cherche toujours à prévoir les taux futurs pour une meilleure 

gestion obligataire, nous avons testé l’adéquation des courbes estimée par les modèle de 

Vašíček, de Cox-Ross et de Hull-White ˆ la courbe rŽelle pour une date ultŽrieure ˆ celle de 

l’estimation afin de pouvoir comparer concrètement leurs performances et aboutir à des 

conclusions pertinentes. 

Dans cette section, nous nous basons sur les donnŽes du 07/05/2019 o• TMP=2.253%. 

1. Mod•les ˆ un facteur - �9�D�ã�t�þ�H�N et Cox-Ingersoll-Ross (CIR) - :  

Dans un premier temps, nous commen•ons par prŽvoir la courbe zŽro-coupon par les 

mod•les ˆ un facteur et nous obtenons : 

!

!

!

!

!

!

!

 

 

 

!

!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! ! !

!

!

!

!

!

!

!

!

!



5*,+3&'$"JF"],"#8:943%,&38-"%&8)*,%&36.$":$"4,")8.'=$"Y9'8F)8.+8- "

"!+#!" !
!

De fa•on plus explicite, on peut construire ̂  partir de ces sorties les graphiques suivants : 

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Les rŽsultats de ces prŽvisions montrent bien que les mod•les ˆ un facteur capturent la 

volatilitŽ du changement des taux ,vue que les courbes prévues par le modèle de Vašíček et CIR 

en 7/5/2019 suivent l’évolution de la courbe de marché ,mais représente un problème 

d’ajustement ,car les écarts des taux pour plusieurs maturités sont significativement grands, 

comme le montre l’axe des écarts dans les deux premiers modèles, qui vont jusqu’à 25 points 

de base pour la courbe de Vašíček et 12 points de base pour celle de CIR. 
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G3A.'$"JNFG)%H/1/.#)4&'4(1'&+/&*)$1;'&bG&1"'++'&'(&*'++'&'#(.%"'&H/1&+'&%)-<+'&-'&
Vašíček /$&aXD9X6DC@S&1"/+.#"'&H/1&+'#&/$('$1#"

G3A.'$"JOFG)%H/1/.#)4&'4(1'&+/&*)$1;'&bG&1"'++'&'(&*'++'&'#(.%"'&H/1&+'&%)-<+'&
-'&GF!&/$&aXD9X6DC@S&1"/+.#"'&H/1&+'#&/$('$1#"
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2. Mod•le de Hull -White :  

Quant aux rŽsultats de prŽvision de la courbe zŽro-coupon par le modèle d’Hull-White, 

ils se rŽsument dans le tableau suivant : 

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

a,=4$,."KFZ1"?.#.)4#&-'&+/&*)$1;'&K"1)L*)$H)4&-$&aXD9X6DC@&H/1&+'&%)-<+'&-V[$++LP2.(' S&1"/+.#"#&H/1&+'#&/$('$1#&

Le tableau de prŽvisions confirme 

ainsi que la courbe prŽvue par le 

modèle d’Hull-White est une 

reprŽsentation approximativement 

fiable de la courbe obtenue ̂  partir des 

données du marché surtout que l’écart 

entre les deux ne dŽpasse pas les 5 

points de base.  

Mais puisqu’un graphe vaut mieux 

que mille chiffres en termes 

d’interprétations :                                                               
"""""""""""""G3A.'$"JPFG)%H/1/.#)4&'4(1'&+/&*)$1;'&bG&1"'++'&'(&*'++'&'#(.%"'&H/1&+'&

%)-<+'&-V[$++LP2.('&/$&aXD9X6DC@S&1"/+.#"'&H/1&+'#&/$('$1# 
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Effectivement, nous constatons qu’aussi bien pour le court terme que pour le long terme, 

la courbe prŽvue par le modèle d’Hull-White au 7/05/2019 s’aligne parfaitement avec la courbe 

disponible sur le marché. L’histogramme des Žcarts reprŽsentŽ sur le graphe vient confirmer ce 

constat puisque le mod•le estimŽe ne s’écarte pas de plus de 5 points de base des donnŽes 

rŽelles. Ceci peut bel et bien •tre expliquŽ par le fait que le mod•le prend en considŽration en 

m•me temps la volatilitŽ des taux longs et celle des taux courts, ce qui donne beaucoup plus de  

flexibilitŽ ̂  la partie moyen et long terme de la courbe par rapport aux mod•les ̂  un seul facteur. 

 

Ainsi, bien que le mod•le Hull-White prŽsente un inconvŽnient de complexitŽ des calculs en 

comparaison avec les mod•les ˆ un facteur vus auparavant, il reste de loin le plus adŽquat  dans 

notre cas.  

D’ailleurs, pour plus de visibilité nous représentons les courbes zéro-coupon estimŽes 

par les trois mod•les et celle extraite ˆ partir du marchŽ sur le m•me graphe ci-dessous qui vient 

confirmer nos conclusions :  

 

 

 

G3A.'$"MQFG)%H/1/.#)4&'4(1'&+'#&*)$1;'#&K"1)L*)$H)4&H1"?$'#&H/1&+'#&(1).#&%)-<+'#&'(&*'++'&-$&
%/1*2"&/$&aXD9X6DC@S&1"/+.#"'&H/1&+'#&/$('$1# 
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A ce stade, il est indispensable de noter que les Žcarts entre les mod•les de la courbe des 

taux et celle extraite à partir des données du marché bien qu’ils soient importants sauf qu’ils 

restent non significatifs concr•tement dans la mesure o• leur impact sur l’estimation de la valeur 

du portefeuille obligataire est le point le plus important aux yeux de la CMR qui cherche 

perpŽtuellement ˆ optimiser le rendement de ses investissements.  

Ainsi, pour valider la pertinence des rŽsultats obtenus dans le chapitre prŽcŽdent et 

choisir le modèle des taux qui anticipe le plus l’évolution et la déformation de la courbe des 

taux de marchŽ, nous allons rŽŽvaluer les obligations ˆ taux fixe en utilisant les courbes 

reconstruites au 7/5/2019 à titre d’exemple. 

Pour le moment, nous allons valoriser un portefeuille qui contient quelques lignes 

obligataires ˆ la  base des trois courbes construites prŽcŽdemment afin de faire une comparaison 

qui nous permettra de choisir le mod•le le plus convenable ˆ la modŽlisation des dŽformations 

de la courbe des taux des bons de trésor de l’Etat Marocain.  

Il faut marquer ici la différence entre le prix d’une obligation et sa valeur. Le prix est le 

montant ˆ payer pour acquŽrir cet actif, tandis que la valeur est ce que devrait •tre ce prix. 

L’évaluation des obligations devrait conduire à ce prix théorique. Le point de cette section traite 

de l’évaluation des obligations à taux fixes. 

 Pour Žvaluer une obligation ˆ taux fixe, on proc•de par actualisation des flux futurs en 

utilisant le taux de rendement actuariel correspondant ˆ la m•me maturitŽ. Ces taux actuariels 

sont dŽduits de la courbe zŽro coupon pour chaque mod•le en inversant l’algorithme de 

Bootstrap prŽsentŽ dans le premier chapitre de cette m•me partie. 

Une application de calcul du Bootstrap inversŽ est rŽalisŽe sous VBA Excel, utilisant le 

code VBA-Excel figurant dans l’Annexe II et son interface se présente comme suit : 
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Il faut cependant ne jamais oublier que la valeur calculée ainsi n’est qu’un simple 

chiffre. Le prix réel des obligations s’établit sur le marchŽ. 

 

Le prix théorique de l’obligation se calcule de la relation suivante : 

𝑃𝑟𝑖𝑥 =∑
𝐹𝑖

(1 + 𝑇𝑅𝐴)𝑖

𝑛

𝑖=1

 

!

Ainsi que la valeur d’une ligne obligataire est déterminée par les formules suivantes qui 

sont imposŽes par le CIRCULAIRE N° 02/04 de l’AMMC relatif aux conditions d’évaluation 

des valeurs apportŽes ˆ un organisme de placement collectif en valeurs mobili•res ou dŽtenues 

par lui : 

G3A.'$"MEFF4('1A/*'&-'&+V/HH+.*/(.)4&-'&N))(#(1/H&.4?'1#"&-"?'+)HH"'&H/1&+'#&/$('$1#&#)$#&\NQLTE*'+ 
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I. �)�R�U�P�X�O�H�V���G�¶�D�F�W�X�D�O�L�V�D�W�L�R�Q���S�R�X�U���O�H�V���W�L�W�U�H�V���G�H���F�U�p�D�Q�F�H�V���p�P�L�V���S�D�U���O�¶�(�W�D�W����

ˆ coupons annuels et ˆ taux fixe remboursables in fine : 

1. Evaluation des titres de crŽances de maturitŽ initiale infŽrieure ou Žgale ˆ 1 
an :  

Le prix des titres de crŽances ˆ taux fixe dont la maturitŽ initiale est infŽrieure ou Žgale 
ˆ  365 jours, est calculŽ de la mani•re suivante : 

𝑷 = 𝑵 ×
𝟏 + 𝒕𝒇

𝑴𝒊
𝟑𝟔𝟎

𝟏 + 𝒕𝒓
𝑴𝒓
𝟑𝟔𝟎

 

         Avec : P : le prix du titre, en MAD ; 
                     N : le nominal, en MAD ; 
                     Mi : la maturitŽ initiale, en jours ; 
                     Mr : la maturitŽ rŽsiduelle, en jours ; 
                     tf : le taux facial ; 

tr : le taux de rendement, simple (il devient constant pour toute maturitŽ 
rŽsiduelle infŽrieure ou Žgale ̂  8 semaines, avec une condition de 
continuitŽ du taux ̂  la maturitŽ prŽcitŽe) ; 

 

2. Evaluation des titres de crŽances de maturitŽ initiale supŽrieure ˆ 1 an :  

4= V3):6$!26!.:#40.6$!26!&4)%:3)#$!:#$32%6++6$!30A#:36%:6!N!>!40!,!

Le prix des titres de crŽances ˆ taux fixe dont la maturitŽ initiale est supŽrieure ˆ 1 an et dont 
la maturitŽ rŽsiduelle est infŽrieure ou Žgale ˆ 365 jours, est calculŽ de la mani•re suivante : 

𝑷 = 𝑵 ×
𝟏 + 𝒕𝒇

𝟏 + 𝒕𝒓
𝑴𝒓
𝟑𝟔𝟎

 

Sauf dans le cas des lignes postérieures ou atypiques à un seul flux où la formule s’écrit :  

𝑷 = 𝑵 ×
𝟏 +𝑴𝒊

𝑨
𝟏 + 𝒕𝒓

𝑴𝒓
𝟑𝟔𝟎

 

O• P, N, Mr, Mi, tf et tr : sont tels que dŽfinis prŽcŽdemment ;  

Et A : égale à 366 jours si l’année en cours est bissextile et 365 sinon ; 

 

;= V3):6$!26!.:#40.6$!26!&4)%:3)#$!:#$32%6++6$!30A#:36%:6!N!>!40!,!

Le prix des titres de crŽances ˆ taux fixe dont les maturitŽs initiales et rŽsiduelles sont 
supŽrieures ˆ 365 jours, est calculŽ de la mani•re suivante : 

𝑷 =
𝟏

(𝟏 + 𝒕𝒓)
𝒏𝒋
𝑨
 ∑

𝑭𝒊
(𝟏 + 𝒕𝒓)(𝒊−𝟏)

𝒏

𝒊=𝟏
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         Avec : P : le prix du titre, en MAD ; 
tr : le taux de rendement au moment de l’Žvaluation, tel que dŽfini par 
l’article 6 de la prŽsente circulaire ; 
Fi :flux monŽtaire ̂  la date i (coupon ou coupon plus nominal) ;  

                     n : nombre de coupons ˆ  venir ; 
                     nj : nombre de jours restant ˆ courir jusqu’ˆ  la date du prochain coupon ; 
                     A : Žgale ̂  366 jours si l’annŽe en cours est bissextile ou 365 sinon ;  

Plus précisément, cette dernière formule s’écrit différemment suivant que la ligne à évaluer est 
normale ou postŽrieure : 

-.!Cas d’une ligne normale !A!!

𝑷 =
𝟏

(𝟏+ 𝒕𝒓)
𝒏𝒋
𝑨
[ ∑

𝒕𝒇
(𝟏 + 𝒕𝒓)

(𝒊−𝟏)

𝒏

𝒊=𝟏
+

𝟏
(𝟏 + 𝒕𝒓)

𝒏−𝟏]!

--.!Cas d’une ligne postérieure à un seul flux A!!

𝑷 = 𝑵 ×
𝟏 + 𝒕𝒇

𝑴𝒊
𝑨

(𝟏 + 𝒕𝒓)
𝒏𝒋
𝑨

 

O• l’on considère les mêmes notations citées avant. 

---.!Cas d’une ligne postérieure à un plusieurs flux A!!

�)  �6�L�� �O�D�� �G�D�W�H�� �G�¶�p�Y�D�O�X�D�W�L�R�Q�� �G�H�� �O�D��ligne prŽc•de la date de dŽtachement du premier 
coupon : 
 

𝑷 =
𝑵

(𝟏 + 𝒕𝒓)
𝒏𝒋
𝑨
[
𝒕𝒇(𝑫𝟏𝒄 − 𝑫𝑬𝒎

𝑨 +∑
𝒕𝒇

(𝟏 + 𝒕𝒓)(𝒊−𝟏)

𝒏

𝒊=𝟐

+
𝟏

(𝟏 + 𝒕𝒓)(𝒏−𝟏)
] 

 
         Avec : D1c: Date de dŽtachement du premier coupon ; 

DEm : Date d’Žmission ; 
 

�)  Sinon : la formule est la m•me que pour une ligne normale ; 
!

II.  Valorisation du portefeuille par les trois mod•les et comparaison au 

7/05/2019 : 

Avant de commencer la valorisation, nous devons extraire la courbe des taux actuariels 

rŽelle et celle de chaque mod•le au 7/5/2019 par l’application du Bootstrap inversé présenté 

prŽcŽdemment et les dŽposer dans une feuille nommŽe Ç Courbe » pour l’exploiter par un code 

VBA Excel afin de valoriser chaque ligne obligataire en prenant les inputs nŽcessaires ˆ la 

valorisation de chaque ligne obligataire. 

Les courbes des taux actuariels au 7/5/2019 et sa comparaison avec les taux actuariels 

rŽels sont construites pour chaque mod•le. 
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G3A.'$"MHFG)%H/1/.#)4&'4(1'&+/&*)$1;'&-'#&(/$E&/*($/1.'+#&1"'+#&'(&celle prévue par le modèle de Vašíček au 7/05/2019&

Nous constatons que les Žcarts entre la courbe rŽelle et la courbe des deux premiers 

modèles s’aggravent par la conversion ˆ partir des taux zŽro coupons et notamment dans la 

partie court terme, tandis que ceux de Hull-White restent stables, d’où l’importance de bien 

calibrer la courbe zŽro coupon. Aussi, ˆ partir de ce m•me graphe, nous pouvons dire que le 

mod•le de Hull est encore une fois meilleur en comparaison avec les autres mod•les choisis 

pour faire des prŽvisions. 

�¾ �5�p�D�O�L�V�D�W�L�R�Q���G�¶�X�Q�H���D�S�S�O�L�F�D�W�L�R�Q���G�H���Y�D�O�R�U�L�V�D�W�L�R�Q :  

Pour montrer la pertinence du mod•le de Hull-White, nous allons valoriser un 

portefeuille fictif par la courbe des taux actuariels prŽvue au 7/5/2019 de chaque mod•le et faire 

la comparaison avec la valorisation par la courbe des taux actuariels rŽelle ,en valeur monŽtaire 

et calculer l’erreur de prévision . 

L’application de valorisation est réalisée sur VBA-Excel, qui exploite les 

caractŽristiques de chaque ligne obligataire et la courbe des taux actuariels prŽvue, et celle rŽelle 

du marchŽ est prŽsentŽe pour chaque mod•le comme  suit :
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ConformŽment aux conclusions retenues dans le chapitre prŽcŽdent, le mod•le de Hull-White fait preuve encore une fois d’exactitude 

puisque l’erreur de sa prévision s’estime à 28582 MAD seulement, différence qui ne représente que 0.0173% de la valeur globale du portefeuille 

tandis que le mod•le de Vasicek sous-estime largement celle-ci de 277347 MAD ( soit -0.1678% de la valeur rŽelle)  et celui de Cox-Ingersoll-

Ross la surestime de 102546 MAD (soit +0.0620% de la valeur rŽelle). 

Aussi, en nous rŽfŽrant ˆ chaque ligne obligataire indŽpendamment des autres, nous constatons que les Žcarts relatifs de la valorisation par 

les courbes actuariels de Vašíček et de Cox Ingersoll Ross sont tr•s ŽlevŽs par rapport ˆ ceux de Hull-White. En effet, pour les mod•les ˆ un facteur, 

ces écarts s’élèvent jusqu’à 38 points de base pour certains linges obligataires , tandis qu’ils ne dŽpassent pas les 11 points de base dans le mod•le 

de Hull-White.  

Finalement, nous pouvons dire que m•me si les Žcarts entre la courbe rŽelle et prŽvue pour les diffŽrents mod•les ne sont pas tr•s 

significatifs, leur impact sur la valorisation l’est parfois et notamment quand il s’agit de grandes quantités de titres concentrŽes sur des maturitŽs 

dont les taux sont sensibles. 
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Au terme de ce projet, nous avons eu l’occasion de mettre en œuvre les diffŽrents acquis 

et notions thŽoriques appris lors de notre cursus universitaire, mais aussi nous  avons pu 

dŽpasser la thŽorie et toucher dans un cadre pratique et rŽaliste aux diffŽrents aspects de la 

gestion de portefeuille obligataire et des risques encourus, notamment le risque engendrŽ par 

l’Žvolution des taux d’intérêt qui reprŽsente l’une des problématiques financières les plus 

complexes. En effet, expliquer la forme courante de la structure des taux, ainsi que ses 

dŽformations au cours du temps, constitue un probl•me crucial pour le gestionnaire de 

portefeuille obligataire. 

Dans ce sens, la CMR se doit d’immuniser son portefeuille contre ce risque afin de 

respecter ses engagements envers les retraitŽs. Pour cela, elle se voit contrainte de prŽvoir au 

mieux le sens et l’intensitŽ des variations de la courbe des taux et l’optimal serait de trouver un 

mod• le reproduisant la structure par termes des taux de la fa•on la plus fiable possible pour une 

meilleure prŽvision.  

D’ailleurs, de nombreuses approches ont été proposées dans le cadre de la modŽlisation 

de la structure par terme des taux d«intŽr•t parmi lesquels on a pu retenir principalement 

quelques-unes dont on a explicitŽ les avantages et inconvŽnients. 

Dans ce m•me  cadre, nous avons essayŽ de modŽliser la structure par terme des taux ˆ 

l’aide des trois modèles stochastiques Vašíček, Cox Ingersoll Ross et Hull White à deux 

facteurs, Žtant donnŽ qu’ils prennent en considŽration la volatilitŽ des taux et reprŽsentent donc 

beaucoup plus de flexibilitŽ par rapport aux mod•les dŽterministes. Pour autant, ces mod•les 

ne peuvent pas s’appliquer dans tous les contextes, alors il est important de les utiliser 

judicieusement. 

Par ailleurs, à l’instar de notre Žtude, nous pouvons conclure que les deux premiers 

mod•les prŽsentent des Žcarts significativement grands par rapport ˆ la rŽalitŽ et ne sont donc 

pas adéquats. Ceci peut être du au fait qu’ils ne tiennent compte que d’une seule variable d’état 

ˆ savoir le taux court, et stipulent que ce dernier est le seul dŽterminant de la structure par terme 

des taux zŽro coupons, contrairement au mod•le de Hull White ˆ deux facteurs qui, quant ˆ lui, 

prend en considération deux facteurs d’état et donne beaucoup plus de flexibilitŽ ˆ la courbe 

des taux et s’avère donc un meilleur modèle ˆ retenir.
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