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#$%&'($)*+)1 B! %+8&*! *&-(! ./%0&*+)*$! 1,! [+&23" 4.)+)2.98&8.02+.)5! 63!
marché obligataire se concentre majoritairement sur I’échange des Bons de Trésor
qui sont les obligations émises par I'Etat. Celles72.! (0)*! (0,8%)*! 20)(.1'&'$(!
20//$!18(1+2*.4(14.)+H)2.8& (" (+) (1 &.(9,$! 15! 1'4+,*10,! 15! &$/:0,&(S/F)*! 1,1 4+ *!
que I'Etat est I'emprunteur le plus susceptible d’honorer ses engagements.
:$%3$)1+)*5! 2$(! * *&$(! 1$! 2&'+)2$! 10)*! 6+! 8+6%,&! 220)€B//F)* | &S (*$)*!
*0,=0,&('$>%0('('+,'&.(9,$"Evolution des taux ou en20&%$!&.(9,$!1$!*+,572!

Par conséquent, la bonne gestion d’un portefeuille obligataire nécessite de
(,.8&%! $)! %P&/+)$)23! 6+! %0(.*.0)! %+&! &+%%0&*! +,! /+&23"! $)! %&S$)+)*! $)!
20)(.1'&+*.0)!6%(!/0,8%/$)*(I'8%)*,$6(!11$!6+!20,&:$!1$(1*+,>?

@O0*&S$!: *1$(*110)2! 1$!*&B&! 6:+1/$.66$,&$!4+A0)! 151%8&'80.&! 2$(1/0,8%/$)*(!
9,.1./%+2*$)*140&*$/$)*16$1&$) 15/$)*11,19608*$4$,.66$!%60,8!,)$!/$.66$,&$1%6&. (315!
1'2.(.0)1$*120,8$&*,&$!20)*&$!6$!&.(2,$7!

B0,&!2$6+5!)0,(1+80)(1%&02'1'1C!,)$!*, 1$120/%+&+*. 8$11$1%6,(.$,&(1/01-6%5("
(*023+(*.Qes de taux d’intéréts a savoir celui de Vasi¢ek5!1$!;0>5!D)<$&(066!$*1#0((!
+.)(.19,$!2$6,.! 1$! E,663.*$! +4.)! 1$! 1*$&/.)$&! 6$!/01-6$! 63! %6, (! +1+%*'! C! 6+!
20,&:$!1$!*+,>10:($&8%!(,&!6$5!/+&23"/+&02+.)19,./($&+1%+&!6+!(,.*$!,)!/0GS$)! 1$!
06&'8.(.0)!$* 1$!8+60&.(+*.0)! 1,1 %08&*$4$, 663! 0:6.<+*+.&$! 21 H.$)!'8. 1$//$)*5! 25!
* 131839, $8*1,)12+6.:&+<$1%&+6+:6$115(1/01-65(1$)!9,$(* 10)?!

[+)(12$!20)*$>*$5! 63! %&'($)*! &+%%0&*! 20) (*.* $2G+ P& *$! 1,1 *&+8+.6!9,$!
nous avons effectué dans le cadre de notre projet de fin d’études dont I'objectif
principal est I'identification du modele permettant de reproduire de la maniére la
%6,(14.+:6%! 6+!20,&:$! 1$(! *+,>1%0,&! ,)$! /$.66$,&$! %&'8.(.0HEI&.6+*.0)! 1,!
%08&*$4$,.66$!0:6.<+*+.&$!1$*110)2!,)$!:0))$!<$(*.0)Ra2((44?

(OSI+#S 1!

Courbe des taux, taux d’intérét, zéro-.(%/(01!&(2#+3%$4)3(01!&#)5(26%!
$)(.54%)37%6Whsicek, CIR, Hull-853)6194+(:3$4)3(&4:.5#!(;+3<4)43:41
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" #3968 (%*$'%"+,' $-&%ue je n’ai pas I'occasion de voir s0./$-& 0

" #$%8ceurs'$81"#, "2, #344%0

"#,"+$&38$"+'3-)$%%3"5,#$43,344 #3-$"#$%"78.-98%" /$)"%8-"%8.'3'$"
3-8)$-&0

1"88.98$% #3%"$&" 1" &S $8camarades de I'INSEA et dailleurs, "

1"88.8SUSYE" '@3%,-$6"38" 8. %" 45%" BRYG B ). -9436.5 '$8%.88.&"
)$.0".<-&")."$-"483 0

"#8-")*$"=3->#$"?8-&,%%3"%s qui ce travail n’aurait pas vu le jour,
43889',4$#$-&0

@1B.9%:9:38)$&',/,34)8##S +'$.13 ‘damour, . $ "$%+3)8&$ "$)8--,3%0%, -)$+8." "
188'$'3:$0/8945-)8.' AS#$-&%08&'S, %%3%&HE8& $%8.&3$-B
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@9$":9:38")$'8 /B4
e "la mémoire de mon pere disparu trop tot. Que Dieu, le tout puissant, ['ait en
%,"%,3-&$"#3%9'3)8"$B

e A ma chere mére qui m’a accompagné et soutenu tout au long de mon parcours

et qui a fait preuve de sacrifice, de patience, et de persévérance. J'espére que ce
&'/, 34"+'8./$',"&8.&%"#,"$)8--,3%%,-)$"$& "#8-" #8.'B"

o A mes chers fréres et sceurs qui m’ont tou78.'%"%8.83-."$&"$-)8.' A90"$&"6.$"
4$."+'996$-)$"98, 38 +8."#83".-$'968.)$":$"#88.3/,638-'$&":$"9)8-28 &B"@$'/8.
068. 38$"4%"%.))(%'"$8"4$"=8-4." -%6"/8&'S"/3%B

o 1"88.%"43%"#$#="3%"$"#,"A' -:$"2 #344%
o I"#"=3->#$"D,' *0"%,-%"&830")$"&’ h3#irait pas eu lieu."
o I"#$%"*$%" #3%
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Bien qu’il soit difficile de décrire sa reconnaissance et sa
<&+**1$! $)8%&(! 63(' <$)(19,.1)0,(' 0O)*1 +.1"1 CI &',((.&! 2%! *&+86!65! .
+%%+&+.*1 0%%0&*,)! 13! 20//$)2$&! %o+&W$&2.$/$)*(' A *0,*$!
personne ayant contribué favorablement a 'aboutissement de ce
%&0=3$*?!

Tout d’abord, nous tenons a remercier! J0*&3$! %&04$(($,&! $*!
$)2+1&+)F J?2KO,+1! LM! NHIDB60,&! (0)! +%9%,.5! ($(! 20)($.6(! $*!
(%'2.+6$/$)*1960,81(0)!(,.8.11+)(16&!+6.(+*.0)11$12$!//0.8&:$?

Egalement nos remerciements s’adressent 3 notre encadrant!
$>*3&)8)?1 O6./+)$ PNHEA[3$4! 13!8.(.0)! 1$(!Q%'&+*.0)(' 1, BR6S!
S$(*.0)!1$!B0&*$4%,.663!9,.1)0,(11'1.0)(1)0(!%6,(1%&040)1 (! &$(%F$2*!
$*1$(*./$1%0,&!(0)!$)2+1&%/$)*5!(H..(%0)...6.*'5!(+!<$)*.66 $(($!$*1%06, (!
particulierement la qualité de ses conseils qui nous ont été d’'unek.1$!
)B(*./+:6%! 1,&+)*! *0,*$! 6+! %'&.018! 1,! (*+IK,&*0,*! 9,%! 2$**$!
1$&).-&$5>%'&.$)2$!%&043((.0))$66%!6$!12+1&$!1$!)0*&$!140&/+.0)
$(*1:$+,20,%l!plus consistante en termes de travail et d’engagement

9,$12$665! 1H))'$ (1%&'2'1$)*K?

@0,(1*$)0)(1C! &$/$&2.$&!'<+6$/$)IP1 J03+/$1!QUVD@LH!9, .
)0,(1+130)0&'1$)1+22$%*+)*11$!=,<$&!)0*&$!*&+8+.67?

L)4.)5! )O,(! &$/$&2.0)(! 8.8%/9)*! 6$! 20&%(! %&04$((0&+6! $*!
+1/ inistratif de I'INSEA ainsi que tous ceux qui ont contribué de pres
ou de loin a 'accomplissement de ce projet de fin d’études?
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*54/3).6!>-IPrésentation de I’organisme d’accueil! =
I.I'  La Caisse Marocaine des Retraites ( CMRIR??2?2????22222?272222222222??7??7
1.! Introduction gZnZrale de la CMR 1?2?2222222222222?2222222222222277

*54/3):6!@4:.5#$!A3040.36:%!B()3(0$!6)!12#A303) H0$=-==
I.!'  GZnZralitZs sur les marchZs financien@??2??22?222?22?227222222222222?27
1.! DZfinition et r™le du marchZ financier2?2??22222222222222222222222227?7
2. Organisation du marchZ financier{??2?222??22222?222222222222222222222222277
I.! Les diffZrents types des marchZs financiei@??22?22?22222?227222222222222?2?27

1.! Le marchZ des actiong???2??222?22??22227222222222222?2?27

2. Le marchZ monZtairel??22222222222222222222222222 2222 222222222222222 2222222222220 27"

3! Le marchZ obligatairei??2?22222222222222222222222222272 22222222222 2272222222222222P 222722727
a. Définition et caractéristiques d’une obligation!,???7??2?27??2?2??2??202222222222?2277
=1'(26$1261:68&:(%:$6&60)126$!(:+3<4)3(0$!2 2222222222222 7222222222222272
.=1C6%$!/:30.3/4bypes d’obligations :17?2?22272222722202222202222 022272222 2202772272777
2=1D0)6:96040)$!$%:1+61&4: 5#!(;+3<AVABIG 22722227227222222222222727

*54/3):6!E!Notion des taux d’intérét et la courbe des tauxkE==
. 1RWLRQV GH EDVH VXRP?2CH? WP X3
1] 'pILQLWLRQ GX WPRRP?GPRIW:

2! &ODVVLILFDWLRQ ®@P?WEPX?GCY? 2
4=1CAI&A) Y BIR 2 2 2 2 2 R Y Y Y Y Y Y Y T Y DN DR YI IV NIVIIIYY?

3] /HV GLIIpUHQWV W\SH\RGHARDRP?E:
4=1C61)4%G0(&304+16)) 4%ERR?272272727

=1CB!)4%G I H#%/(01(%1)A%GI$/()IP222222222722272222222222222727
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2=1CBNA%GIA(14:21IKERRR 222222 2 2 2 2 2 D D D D 2 P P I D D 2 2 D D P2 FFIIIII2222277
6=1C61)4%GISIAP 222222222 2 2 2 R D D X D DI PP DI PP R PRI DI NIPPPNIVIIYY]

I.!
1! DZfinition de la courbe des taux?????222222222272222222222222227222222222222222272277
2! Les facteurs de dZformation de la courbe des taux?????2??222??7?7?
3! Les diffZrentes formes de la courbe des tauf??2?2??2??2222??77?

4=1C4!/60)3A3.4)3(0!26!+4!.(%:;6!26RV2ARRE?????2?2??27?777

b. U'inversion de la courbe des taux!,1????7??27??27??7?7???7222?77

c. U'aplatissement de la courbe des taux :17??27??2?27??22?2222 0222222222222 2PPNPIIPI?]

2=1CAL(%:;6!263) 4% G /+BBP 22222022222 2222022 222 22 2 2 XX M2 27 2 0P PPP2P7XII772777]
4! Les thZories Zconomiques explicatives de la structure des talX??????2???22??22?7

'=ICA1)5#(:361261+41/:386126!:3$ 196617 2222222222 7222222222222 2227 2222222222222 7R 20N22227777

.=1C41)5#(:36!26!$6<&60)4)3(0!26$!8&4:.588R??2777222°22°2°272222222222277 2PPIPPIIIVIINN.
d. La théorie de I'habitat préféré! R 2?72?2222 22 022222222222 22 7FIIDIVPPPPD2VIIIIIIIPVNN??P??? ?
5! La multitude de courbe des taux P????2?????????77

3)-"+ #()A&H()*2/#(.I$ & &+I&*)$1; &-HE&(SE&K" T)$H)A& (&/HH+.*/() A&MEH&?I+)1 #(.)4&-$&
H)1(A'$.++&):+.B/(/.1'&-'&+&GB555555555555555555555555555559555555555555558665555555:

*54/3):6!>1D03)34)3(0!N!+4!1&(2#+3%4)3(0!26!+4!.(%:;6!26$!)4%8a@ (BI#£

1. Pourquoi choisir de travailler sur la courbe zZrecoupon ?12?22??222222??22277

1. DZfinition de la courbe des taux zZr@oupon:RP?2?2?22222?2222222222222222227?7 2222227922277
44 L'obligation zéro-.(%/(0!, RP?2222272222222202 222222222 2200022222222 7007022227 AN2227277077”

;=1 CB:3GIH#(%/(0!, 22222227272222220220220222222227F 2000022222227 2222222222PR2P 000079777

A CBNANGIHHYO/(0!, 222 Ry 2 2 P DY PP MM

2! Les types de courbes des taux zZapupon:2?22?222?2222222222222222222222 2272 22222222222729220722727

. 3URFHVVXV GITH[WUDFWLRQ &buponD?RRXAER?CIPY22RPD2RPPIRPREPA???77772777"
1! /YLQWHUSRODWLRQ W ?9PPPore: 2 2 22222727277
2! La mZthode du BootstrapR??2?222222222222222222222222 2227 222222222222222 2022222220 202277"

ll. ! MZthodes indirectes de reconstitution de la courbe deaux zZro-coupon:2?2?22?222??222222222222220Wp222222272
1!
21

*54/3):6!@P%6+7%06§3(03$!$)(.54%)37%6%!6)!+6%:14//+3.4)3(0!60' ABGAG-6=== B
I.I'  Hypotheses sur le marchZ financier R?2?2222222222227222222222222227222222222222 2227220 20227227277

II.! Modele du marchZ financier :P2222222222222722222222222222222222222222222222222222P202272272?

lll. I Quelgues notions importantes en stochastiqué??2?????2?2?2????227222222222222227222222222020222722777
1!
21
3.l
4
51
6.

V.1
1l
2! Le thZoreme de Girsanovi??2?22222222222222222222222 2222 7022222222222 227 72222222203022227777"

*54/3):6!E!C41&(2#+3%$4)3(0!$)(.54%)37%6!26!+4!.(%:;61(¥1(0 ! DR ==
I.I' Modeles " un facteur :2??2?2?2?7?2?22?27?2?2?222?22277 y y
1.
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7'Resu|tats de I estimation des parametres!'"??????2???????7?7227
.8AEstimation du parametre A et de la prime de risque ""?’?7’?’?’?’?7'?’7’?7’?’?. 2272797927277
c. Avantages du modele de Vasicek!,????????7???7???7??
d. Limites et inconvénients du modéle de Vasicek : "?’?77’7’?’?7'?’7’?7’7’7. 2PPP279P77P272777
2 ! Modsle de Cox-lngersoll Ross (CIR) 12?2727?7?°??22?2?2°2°200222222222222227

'4 ).*.0)!1, |/01 6$l$*|1 (*& * 0)|1 ¥+ >120,&* 1"?P?272727227222727777 2227 TIIDIPII?N
LAL(2&™.(+*.0)11,1/01-65!1$*11*$&/. ) +*, 0)'1$|($(|%+&+/-*&$(|"D’7’?’7’>’?’?’?'?’?’>’?7?. 22?77
. AB&.>11$5(10:6.<+*.0)(1a'®0,%0)!$*1*+,>1a'&R0,%0)"1??2?2?2222222?22227222222222222771
;=IL/+3.4)3(0'14%G!2(00#E@RS/(03;+6?222222227272722227727
7Resu|tats de I'estimation des parametres“"’?’?’”’?’?’?’?’?’?’???'). 227279P79272777

'4 ).*.0)I1, |/01 6$'$*'1 (*& * o)|1$(l*+ > 1'"PP9229227772772727 PPPIVIIIPIVIVPIP)
LT1L(2&%.(+*.0)11,1/01-6$!$*! $(*./+*.0)1 18! ($(1%+&+/- *&$(’|'>9'>99'>’>99'>’>’>9'>, 222222222222277
. AB&.>11$5(10:6.<+*.0)(1a'®0,%0)!$*1*+,>1a'&R0,%0)"1??2?2?222222222?227222222222222771

..1,+6..&+<$!1,!/01 B63!113(1*+,>160)L 2222272222222 2222202000277 ?720997
i +6.:&+<$11,1/01-6511$(1*+,>120,&F(222222222 22222 0222220222222 27 @I 20727272777
.8AEstimation des parametres Adet \d"1?7??2?27??2?27???7???7?777 2TIIIPIIIIIIVIIVY

lll. ! PrZvisions de la courbe par les trois modeles et compara|sor¥>'?'7'?7’)'7'?'7’>°'?'77. 22X PPPAII????7?”
1! Modeles " un facteur - 9DAatpHN -H§Ers&iRFoss (CIR)- :R27272222222222202002222°222222R2A2277777?7?7
21

2. Evaluation des titres de crZances de maturitZ initiale supZrieure ~ 1 aR2??2??2222??222222?7?72
4% V3):6$!26!.:#40.6%$!26!84)%:3)#3$!:#$32%6++6F5!30A#: 36RARIIAD? 22?2 22722222222222277
;= V3)'6$'26| #40. 6$'26'&4)%'3)#$"#$32%6++6$!30A#:36%?6?!?@.9!.2R)??????. 2222022222227

7Cas d’une ligne postérieure a un seul flux :1?7????2?2???7??7?7??727
7Cas d'une ligne posterleure aun pIu5|eurs fl,>r 9777’777’77”777’7. 27

% S5pDOLVDWLRQ GTXQH DSSO?E’F?DW?I?R?Q?.
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L"* LIL’ Autorité Marocaine du Marché des Capitaux!
LZL I,IAbsence d’Opportunité d’Arbitrage!

L" LIN,*O#'<&$((.4

L[K L,IN,</$)*$1!1.2c$G K,66$&

XL" LIH+)CN@I+<3&.:!

L+ ((B11$N'%R*1$*11S!ISS(*.0)
*D"1,10>1D)<$&(0BO((!

L+ (($1J+&02+.) PN 1B (1HP* &+ B(

[*  1,13*301$!1$('10,:6%$(1J0.)1&$(!;+&&'(! !
K*S1,K0)1(!;0//,)!1$!%6+2%$/$)*! |

‘L[ LI.&3+/1/+&02+.) !

*Z 1,13*301$!11$(1J0.)1&$(};+&&'(1Q&1.)+.&5
ZSW* 11Q&<+).(/$!1$!B6+2%/$)*!,066$2*.4!$)!d+6 9 Bi(6.-&$(!
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La modZlisation de la structure par terme des taux d'intZret a une longue tradition en
finance et son importance augmente de plus en plus avec 1’accent accru mis sur la valorisation
de marchZ dans les regles comptables et la rZglementation de la sohaibgitfe risque des
taux apparait comme ’un des défis actuels des gestionnaires de portefeuille obligataire qui se
voient obligZs de le mesurer et le gZrer pour amZliorer leur performance. De ce fait, la
guantification de risque des taux est donc une csante indispensable pour une bonne gestion

obligataire.

Dans ce sens, la modélisation appropriée de la dynamique des taux d’intérét est devenue
de plus en plus importante pour les investisseurs institutionnels et notamment pour la CMR qui,
outre qu’étre un fonds de pension en plein expansion et assurant en interne par ses propres
compZtences la gestion de ses fonds de rZserve, constitue gr¥oce "~ ses rZserves dZpassant les 9C
Milliards de dirhams(en valeur liquidative ou valeur de maral?)des plus importas
investisseuws institutionnes du pays et donc un acteur de rZfZrence sur les marchZs nationaux
financiers qui investit plus de 70% de son portefeuille (soit 87,9% en fin 2017) en poeduit
taux (Bons Du TrZsor, obligationsrivZes..). Pour autant, le rendement relatif de son
portefeuille obligataire est affecté par les changements dans les niveaux des taux d’intérét sur
le marchZ, qui peuvent tre modZlisZs par des modeles stochastiques que nous dZtaillerons dans

ce rapport.

Pour ce faire, ous divisons notre travail en deux grandes parti@gpremisre permet
une mise en contexte de notre projet de fin d’études a travers la présentation de I’organisme qui
nous a accueilli qu’est la Caisse Marocaine des Retraites ainsi que la problématique dZtaillZe
dans ce mZmoire. Aussi, dans cette meme partie une introduction des diffZrentes notions

relatives au marchZ des obligatipns taux d’intéréts et a la courbe des taux se voit nécessaire.



Dansune secondgartie composZe de quatre chapitre®mus avonsommencZ par
justifier le choix de la courbe zZro coupon qui va servir de base pour les modeles ~ traiter dans
notre ZtudeEnsuite,nous avons introduit les approches de construction de la courbe des taux
zZro copon ~ savoir les mZthodes directes comme le Bootstrap et les mZthodes inaaates
d’Zvoquer les diffZrentes notions stochastiques nZcessaires ~ la comprZhension de la
modZlisation stochastiquéar la suite nous avons prZsentZ et implZmentZ les resdie
Vasi¢ek et Cox Ingersoll Ross et Hull White " deux facteurs ,etous avondait des prZvisios
" la base de ltacun de cemodeles afin dgpouvoirsZlectionneceluiqui s’approche le mieux
de la courbe de marchFinalementnous avongrocZdZ Jla validation de conclusionsen
utilisant les rZsultats obtenesmme inputs pour la valorisation d’un échantillon représentatif

de lignes obligataires du portefeuille de la CMR afin de tester leur pertinence et calculer I’erreur

de prZvision.
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|. La Caisse Marocaine des Retraites ( CMR):/XX\
1. Introduction gZnZrale de la CMR : aclfillca 20l Hgnisll

T'.»..}-jlf.l:if+,=[ '.—'O--»e-".: +lcK+
CrZZe par le Dahir du 02 Mars 1930, la Caisséml\r}'lﬁérg(;é;i'r;gllaé'g"li;}{rgi‘tgé (CMR) est
Ztablissement public jouissant de la personnalitZ morale et de l'autdinamire. Elle apourvocation
d'ccuvrer dansle domainede la protection sociale et plus particulisrement sur son volet relatif aux
prestations retraite. L&aisse offre, Zgalement, dans ce cadre, des services complZmentaires pou

population dont elle assure la couverture.
2. Missions attribuZes " la CMR:

De partl'effectif decesaffiliZs et pensionnZda CaisseMarocainede Retraites s'impose

comme un acteur incontournable du secteur de la PrZvoyance Sociale au Maroc.

De part sa mission sociale, la Caisse gere les rZgimes de pensions suivants :

e C6!:1#<3&6!2680$3(0%$!.393+6I)s fonctionnaires dkEtat et lesagents de certains
Ztablissements publics et de collectivitZs locales .

e C6!:#<3&6!26%!/60$3(0$!&3+3)4B6&%d armZes royales et foreexiliaires.

e (C6!'#<3&6!26!.6):43)6!.(&/+#&60)43&/ VLI DCD=

e C6%$!:#<3&6%!0(0!.()3$40)$!26!/60$3(@dhtations des anciens membres de pZriode
de libZration et des ancierssistants.

Concernant sa mission financiere, la CMR utilise un mode de fonctionnement des
rZgimes de base selon le principe de la rZparifiitielonnZe : les cotisations des affiliZs et les
contributions des employeurs financent les pensions des retraitZs et celles de leurs ayant cause.
Assurant son r™le d'investisseur institutionnel, la Caisse affecte les excZdents du rZgime civil ~

un fonds de rZserve placZ sur le marchZ financier.

NE
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De surcro™t, la CMR gere des prestations pour le compte de tiers ~ travers la gestion :

e [6$!/:6$)4)3(0%!/(%:!+6!.(&/)6!12%!'303$)T:6!26!+ _.(0(&36!6)!2B8040.6%=
o [63!/:#.(&/))6%!$%:!+6$!/60$3(0$!4%!)3):6!260.$$%:40.6!'4+4236!Z;+3<4)(3:6!IL'ZM!
#$6:9#5IN1+41*4333$6!B4)3(04+6!26$!2:<403$&6$!26!S:#9(d40.6!b(.34+6!IJ*BZSbM=
e [63/:#.(&/)6%!.(0960)3(006+$!/(%:!126$!$(.3#)#3$!26!A3040.6&60) 264
associations d'ceuvres sociales.!

e C6%:6%)4)3(04/(%:+6.(&/)6 '269A(024)3(0%!FondationMohammedVI pour la
promotion des ceuvres sociales de I'éducation-formation, Fondation Hassan Il pour les
(Euvres Sociales des Anciens Militaires.

Les excZdents financiers dZgagZs par les rZgimes de base, constituent des fonds de
rZseves gérés directement par la Caisse et placées dans le marché financier selon ’arrété
nj125397 de M. le Ministre de I’Economie et des Financesfixant les modalitZs de
fonctionnement des provisions de prZvoyance de rZgimes gZrZs par laMaaissene des

Retraites ainsi que la rZpartition des ressources entre les emplois autorisZs.

3. Gouvernance et orientations stratZgiques de la CMR:

Il existe plusieurs instances de gouvernance de la CMR qui prennent un r™le
fondamental dans ldZfinition des orientations stratZgiques de la CMR en matiere de gestion
administrative et financiere, de contr™le et de supervision. En tste de cette gouveseance,
trouvele Conseil Administratif qui a constituZd'autrescomitZsqui sont le comit4i'allocation

actifs, le comité d'audit et le comité permanent issu du conseil d’administration.

Le Conseil d'administration administre la CMR " reprZsentation tripartie : Etat, affiliZs
et retraitZs. Sous la prZsidence de Monsieur le chef de gouvernemsant eprZsentant, ce

conseil d'administration se rZunit deux fois par an.

D'apres le contrat Ztabli entre I'Etat et la CMR qui contient des orientations stratZgiques

suivantes :

o L&#+3(:6:1+41/6:A(:&40.6!26!+41*"16)1:60A(:.6:1+6$!.4/4.3)#80)6:06 9=

e *(0$(+326:1+(:360)4)3(0!.+360)$!265556=

o L$$%:6:1+6$! &63++6%:6%!.(023)3(0$!/(%:! +(/)3&3$4)3(0! 26$! /+4.6860)$! 26$! :#$6:96$!
A3040.3T:6$126$!:#<386%562@3)6E
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4. Organigramme de la CMR:

Mis en vigueur le ler septembre 2011, ’organigramme de la Caisse est le fruit d’une
étude de réorganisation de la CMR lancée fin 2009. Il est le reflet d’une organisation ayant pour
finalitZs:
6$!%.60*+<$!1$66RA0&/+) 287
6+!/+h*&.($!18%.(9,$(?
6+!8%.66%+*'<.9,$?
I'orientation client et I'ouverture sur I’environnement externe de lak+.(($?
Ainsi, la CMR comprend outre la Direction et le SecrZtariat GZnZral, 11 divisions et 33
servicedlivisZs entre 4 lsorganisZs comme suit

G3A."ER1B/4.B1/%%'&-'&+/&GBR/+ #"&H/1&+H#&/I$('

[I. P™]e Gestion de Portefeuille

Le mZtier de gestion de portefeuille a ZtZ instaurZ en interne " la Caisse Marocaine des

Retraites au lendemain de la rZorganisation de-cedie novembrd 996.

Ainsi, ayant pourprincipales missions de financer les engagements de la CMR et
d’optimiser le rendement de ses portefeuilles ainsi que la gestion de sa trésorerie, le
P™Ile&Gestion de Portefeuille, se caractérise par des interventions (achats/ ventes d’actifs) sur le

marcl? prises en charge par son personnel.

NEN
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Aussi, ce Pleadopte la structure organisationnelle que nous trouvons gZnZralement

dans les salles de marchZ et se compose notamment de:

e C4![393$3(0!26/\6$)3(@mposZe du

% 6HUYLFH GYT$VVHW dqitdeRE MirZsorerie de la Caisse, assurer
la meilleure exZcution de la politique de placement de la trZsorerie et Zlaborer les
comptes rendus de gestion (Reporting).

% 6HUYLFH GH *HVWLRQ GHV )RQGV GTY,QY:H¥ ¥etvive/aH PHQ W
pour mission le suivi des investissements dans 1I’'immobilier et le suivi des fonds
dZIZguZs de la Caisse.

e C4[393$3(0'26$!Z/#:4)3(08mposZe du

¥, Service de Middle Office: il se charge de contr™ler les opZrations passZes par le Service
Asset Management, d’¢laborer les Reporting et comptes rendus d’activité, veiller au
respect des regles prudentielles et mesurer la performance des portefeuilles.

% Service de Back Office : il s’occupe des dénuements des opérations et du suivi
administratif des portefeuilles.

Mais aussi

e Le Service de ConformitZ et de contr™le interne: il veille au respect de la
rZglementation, de la dZontologie et des regles et contrainigestien et se charge de
contribuer au renforcement du dispositif de contr™le interne du processus.

IIl. ProblZmatique "~ traiter :

La CMR a opté pour une gestion interne de ses fonds de réserves dont 1’objectif est de
maximiser la rentabilitZ des actifs toutassurant leur sZcuritZ et leur disponibilitZ pour faire
face aux engagements du passif. Dans ce cadre, les Ztudes ALM menZes par la Caisse se
traduisent par la définition d’une allocation stratégique permettant de définir le poids de chaque
classe d’actifs. Cette allocation reflste le profil de risque que la CMR est tenue de respecter

pour mieux honorer les exigences du passif.

Une fois I’allocation stratégique d’actifs est définie et pour profiter des opportunités
offertes par les marchZs que la visiongtermiste ne prend pas en compte, les gestionnaires
exploitent au mieux les marges de manceuvre autorisées pour tirer profit de la volatilité des
titres de placement. Cette étape connue sous le nom de 1’allocation tactique peut engendrer des

prises deisque importantes qu’il faut surveiller et couvrir.

II! #+!II !
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Avec I’apparition du premier déficit technique en 2014, la CMR est contrainte de
liquider une partie de ses actifs pour honorer ses engagements. Cette situation a rendu le recours
" la rZserve de pluseplus important en crZant ainsi plus de pression sur les gestionnaires pour
assurer une meilleure rentabilitZ dans un contexte de baisse de taux sur le marchZ obligataire et
un risque accru sur le marchZ des actions. Cette situation a eu Zgalementeoszigaence
des actifs ~ dominance obligataire. En effdits de70% du portefeuille globaistconstituZe
des obligations dontes taux de rendement fluctuent constamment suite Zuhanges

quotidiens au sein du maitfinancier.

Pour faire face ces fluctuations de taux, la CMR base ces anticipationdesur
fondamentaux macreZconomiques tels quéa situation des finances publiques, le taux
directeur, le programme d’emprunts & 1’international et de privatisation, les fpensesiatiques
imprZvues impactant la Zsorerie du Royaume ou engendrant dficit budgaire, ou encore
tout facteur pouvant avoir des cdnsences sur le niveadigral des taux. Ceci lui permet de
positionner ces avoirs par rappdrtsois s&Znarios possiles: un s@nariocentral, uroptimiste

et un pessimiste.

Cependant, ces anticipations restent approximatives et norZekitfans la mesure o
elles ne prennent en con&istion que I’historique du marchZ et ne reposent donc pas sur une
mahode statiSque exacte. Dans cet esprit, notre projet de fin d’Ztudes s’est articulZ sur
’adoption d’un modele stochastique permettant de s’approcher d’une rZalitZ visible et de

comprendre au mieux le comportement de la courbe des t#wnetellement I’anticiper.

"lg, 1"
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Avant de nous pencher sur les diffZrentes caractZristiqgues du marchZ obligataire, il est
indispensable de se tourner vers ’image globale des marchés financiers et de s’arréter sur les
diffZrentes notions de base relatives "~ ceuxDans le prZsent chapitre, nous prZsenterons les
particularitZs de ces marchZs ainsi que leur typologie tout en mettant en relief celui des
obligations.

l. GZnZralitZs sur les marchZs financisr

1. DZfinition et r™Ile du marchZ financier

Conformément a la définition que lui donne I’AMMC, un marché financier est comme
tout autre marché un lieu d’échange entre acheteurs et vendeurs ou les prix sont déterminés par
le niveau de I'offre et de la demande mais sa particularité réside dans le fait que 1’échange

concerne les produits ou instruments financiers.

Etant considéré comme le moteur de I’économie, le marché financier a pour principale
fonction le financement de celté et la fructification de I’épargne des investisseurs. Ainsi ce
marchZ onfrontet-il les agents ~ besoin de liquiditZs ou de financement (vendeurs) et ceux
ayant un excZdent de liquiditZs dits agents " capacitZ de financement (acheteurs, Zpargnants ou
investisseurs) et la contractualisation de leurs Zchanges se fait pastdeseénts financiers

appelZs titres ou valeurs mobilieres.

2. Organisation du marchZ financier

L’échange et la négociation des titres et valeurs mobiliéres se fait de gré a gré, c’est-" -
dire par entente directe, ou sur marché organisé et réglementé connu sous 1’appellation de
Bourse ou Bourse des valeurs. 11 s’agit la d’un marché centralisé et dirigé par les ordres dont
les principaux intervenants au Maroc sont la Bourse des valeurs de Casablanca, les sociZtZs de
bourse]’AMMC, les banques, Maroclear, Bank Al Maghrib et les OPCVM.
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Ainsi pour satisfaire leurs besoins de financement, les entreprises, 1’état et les
collectivitZs publiquegprocédent a des émissions d’actions et d’obligations au niveau d’un
marchZorganisZit CprimaireE (exemples introduction en bourse, augmentation de capital,
émissions d’obligations). Une fois I’émission terminée, ces mémes titres seront négociés sur un

marchZ Gecondaird qui peut stre rZglementZ ou narela s’illustre comme suit

Marché Primaire Marché Secondaire

\ Investisseurs Investisseurs

Liquidités(Prix Liquidités (Prix
d’émission) \ de marché)
f

G3A.'#MFR1B/4.#/(.)4&-$&%/1*2"&A.4/4*&1

Il. Les diffZrents types des marchZs financiers

1. Le marchZ des actions

Une action est un @re de propriZtE correspondant Gine fraction du capital d’une
entreprise donnant plusieurs drdigon dZtentewlont principalement celui de la rZmunZration
(dividende$) et celui du vote aux assemblZes gZnZrales ainsi quét & [tircformation. Ainsi
les actions sontlles considérées comme un instrument de placement dont I’achat permet aux

investisseurs de devenir associZs des entreprises prZsentes sur le marchZ.

Le marchZ des actions est un marchZ o sont vendues et adestZesions cotZes et
non cotées de différents types d’entreprises. Les actions cotées peuvent étre négociées en bourse

tandis que I’échange de celles non cotées se fait de gré a gré a travers un intermédiaire financier.

EnBourse, il existe troitypesde marchés d’actions :

e (C6&4:.5#!/:30.3/44,!C’est le compartiment du marché d’actions ou sont échangées les
actions des grandes entreprises.

e C6&4:.5#12#96+(//6&60) !,!C’est le compartiment ou sont négociées les actions des
entreprises de taille moyenne ~ fort potentiel.

e (C6&4:.5#!.:(3$$40.6!,!C’est le compartiment réservé aux entreprises a forte croissance

avec un portefeuille

Rémunérations annuelles des actionnaires issus des bénéfices de I'entreprise.!

S
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2. Le marchZmonZtaire

C’est un marché ou s’échangent des titres de courte durée contre des liquidités dont les
intervenants sont Bank Al Maghrib (BAM), les banques, les entreprises et les sociZtZs de
financement. 11 se compose d’un marché interbancaire réservé aux banques et d’un marchZ de

titres de crZances rZservZ aux investisseurs.

e C6!&4:.5#130)6:;40.43:6!!C’est le marchZ o les banques pretent et empruntent des
liquiditZs ~ tres court terme sans crZation de titres en contrepartie (emprunt ~ blanc). La
durZe la plus frZquemest le jour le jour. Les prsts et emprunts garantis par des titres
sont connus sous le terme pension. La pension consiste en un transfert simultanZ, entre
deux parties, de titres contre une certaine somme d’argent, avec 1’engagement des deux
parties deprocZder au transfert inverse ~ une date ultZrieure

e C6&4:.5#! 26$!)3):6$! 26! .:#40.6$! 0#<(.34;+63$! IVFBM’est un marchZ oeles
Ztablissements de crZdit empruntent par la crZation de Certificats d¢@ydt{toons
des sociZtZs de financemdBiSF), et les entreprises par la crZation de Billet de
TrZsorerieCe sont des titres de durZes courtes et moyennes.

Les transactions sur ce marchZ se font de grZ ~ grZ.
3. Le marchZobligataire:

Comme son nom I’indique, le marché obligataire est un marché financier ou I’Etat et les
entreprisedénéficiant de la garanti de I’Etat peuvent emprunter des liquiditZs par crZation de
titres de crZances nommZs obligatidomis du trZsor, berde sociZtZ de financement et billets
de trésorerie...). Comme tout autre marchZ financiérst constitué d’un marchZ primaie oe
ces titrepeuvent stresouscritsau moment du lancement de I’émission lors d’un appel public
a I’épargne pendant la « pZriode de souscriptidfet d’un marchZsecondaireos ces obligations
sont revendues avant leur ZchZance (ou achetZes pendant leur durZe de vie) et peuvent donc stre
cotZesen bourseAinsi constituet-il un circuit court de collecte de 1’épargne satisfaisant les
pouvoirs publicspuisqu’il constitue un support privilégié d’un financement non inflationniste.

Bien que ce soit un marchZ moins mZdiatique que les autres;iestitout aussi important
que celui des actions en termes de volpmeque I’Etat y détient une part tres importanteet
c’est bel et bien 1’émetteur le plus apprécié gr¥%oece ~ la certitude de remboursement garantie ~

I’investisseur.

Avant d’en dire plus, nous allons essayer de dZcortiquer la notion des obligations pour

mieux comprendre le contexte de leur Zclkagigses particularitZs.

"1$' !



5*+3&'$"A?,")*9%"23-,-)3$'%"C"18&38-%"$&":923-3&38-%

4=Méfinition et caractéristiques d’une obligation!,!!

Une obligation est un titre de crZamegrZsentant une reconnaissad@mprunt (°
moyen ou long terme) Zmis pane entreprisg un organisme public ou ’Etat permettant
d'obtenir des fonds pendant une durZe dZterminZe et entra’nant l'obligation de paysur
du titre un intZret (coupon) et de remboursern®ntant empruntdelon des modalitZs de
I’émission (a I’échéance ou par amortissement).

Entre outresles obligationsont caractZrig& par:

e CB60(&304+(%! /:30.3/4%,! C’est le capital de dZparémprunté par 1’émetteur de
I’obligation sur la base duquel sont calculés les coupons qu’il devrait verser.

e  @lprix d’émission!,!ll correspond au prix de I’obligation au moment de son émission et
il peut «tre diffZrent du nominal. Si le prix #i@mission est supérieur au nominal, on dit
que I’obligation est « au-dessus du pair et inversement s’il lui est inférieur, sinon si les
deux valeurs sont égales on dit que I’emprunt est émis « au pairE.

e C6/:3G!2%! :6&;(%:$6&60) C’est le montant que I’investisseur pereoit pour une
obligation conservée jusqu’a sa maturité. La diffZrence entre cehgi et le nominal est
appelZéprime de emboursement”.

e L’échéance ou la maturité: C’est la date a laquelle le contrat prend fin. Si le mode de
paiement est in firfe alors le capital est remboursZ ~ cette date.

e C6!.(%/(0!, Il correspond au versement périodique d’un intérét au détenteur de
I’obligation. Selon la nature de 1’obligation, le versement des intZrets peut stre rZgulier
(généralement tous les ans) ou intervenir a I’échéance, in fine. De méme, le taux d’intérét
versé peut étre fixe (le revenu de I’intérét pergu périodiquement est constant) ou variable
(le taux d’intérét varie en fonction des taux du marchZ).

e (Q124)6!26!](%3$$40,6 est la date a partir de laquelle les intZrets commencent ~ courir
Les dates de jouissance et d’émission (ou de réglement) ne sont pas forcément
identiques.

e C6!.(%/(0!.(%:9%, il reprZsente ldraction d’intérét annuel ZcoulZe depuis le dernier
coupon versé jusqu’a la date considérée. Ainsi, dans une annZe commune (de 365 ans),
celui-ci est calculZ en utilisant la formule

Himdbupon couru = (nombre de jours/365) ! taux facial

Il est " noter queds obligations peuvent faire I’objet d’une cotation en bourse, ce qui permettrait
a l'investisseur de revendre ses obligations avant leur échéance ou d’acheter de nouvelles

obligations sur le marchZ.

VINIG+141)!
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L 2(26$126! :68;(%:$6&60)!126$!(;+3<4)3(0g!

Le remboursement des obligations peut se rZalsen diffZrentes modalitZs prZvues

dans le contrat d’émission et dans la note d’information et ’AMMC les définit comme suit :

C6!:6&;(%:$6&60)BO!A3DE *émission obligataire prZvoit le remboursement en totalitZ
a I’échéance. Dans ce cas, la séquence des flux n’est faite que du paiement des intZrsts
sauf la derniere, ~ laquelle se rajoute le remboursement du capital.

C6!:6&;(%:$6&60)!.(0$)40)! 2%!.4/3)4:+,!La base de calcul des intZrsts dans ce cas
diminue au fur et a mesure des amortissements, 1I’annuité sera dégressive.

C6!:6&;(%:$6&60):(<:6$$3A!12%!.4/3)4+13/4:1400%3)#$!.(0$)40)GHpart du capital
remboursZigt une progression gZomZtrique tandis que la part des intZrets diminuera au
fur et " mesure.

c. Les principaux types d’obligations ,!

Les caractZristiques citZes prZcZdemment permettent de catZgoriser les obligations en

plusieurs types

™ Classement par nature

Z;+3<4)3(0!$%:;(:2(00#B!C’est une obligation remboursZe en dernier lieu en cas de
liquidation de la sociZtZ apres le rembouns@t de tous les crZanciers privilZgiZs et les
dZtenteurs des obligations ordinaires.

Z;+3<4)3(0!.(096:)3;+6!60!4.)3(L |, 'Elle donne " son dZtenteur la possibilitZ, mais
non I’obligation, de convertir ses créances en actions.
Z;+3<4)3(0!:6&;(%:$4;+6'@4.)3(0$Z"L ,!A son ZchZance, elle est obligatoirement (
ou facultativement) remboursZe en actions de la sociZtZ Zmettrice.

Z;+3<4)3(0'H#(%/(0! ,!C’est une obligation qui ne paie pas d’intérét durant toute sa
durZe de vie et qui est remboursZe in fine.

™ Classement par taux

Z;+3<4)3(0!N4%G!ABGBlgit d’une obligation dont le taux facial sur lequel est basé
le calculdes couponsst fixe pendant toute la durée de I’emprunt.

Z;+3<4)3(0!N")4%&())40)!C’est une obligation dont la rémunération évolue en fonction

des conditions du marchZ. Eifie¢, dle se caractZrise par des coupons ( montants des
intZrets) qui ne sont pas connus au moment de I’émission mais plut™t indexZs par rapport

" un taux de rZfZrence.

Le taux flottant peut stre variable ou rZvisable. Les obligations ~ taux rZvisablenon
coupon dont la valeur est connue au début de chaque période d’échéance (période
prZcZdant la date de remboursement des intZrsts), tandis que les obligations ~ taux

"
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variable ont un coupon dont la valeur n’est déterminée que la veille de la date
d’échéance. Au Maroc, les obligations " taux flottant existantes et appelZes, dans le
jargon financier, ~ taux variable sont en fait des obligations ~ taux rZvisable.

2=D0)6:96040)$!$%:!+6!&4:.5#!(;+3<4)43:6

En plus des acteurs veillant digrganisation du marché obligataire tels que L’AMMC,
la Bourse de Casablanca...etc. vus auparavant, les principaux acteurs contribuant =~ sa
dynamique sont

e _&6))6%:9
Yo/ (WDW HW OHYV Lk po@iqull Budgétairk ¥Wipiy/ par ’Etat 1’oblige
parfois ~ procZder ~ des Zmissions dans le but de financer ses insuffisances
budgZtaires. Ces titres sont appelZs Bons de TrZsor.

¥ Les Ztablissements de crZditCe sont les banques et les entreprises financieres
qui recourent aux marchZs finansien vue du financement de leurs besoins
Zconomiques.

¥ Les entreprises. Les entreprises ont recours au marchZ obligataire pour financer
leurs investissements dans la perspective d’une croissance continue et stable.

e D096%$)3$$6%:9$!
¥.Les banques Les banges occupent le role d’intermédiaire entre les acheteurs et
les vendeurs de titres. Par ailleurs, elles peuvent constituer leurs propres
portefeuilles obligataires pour dZvelopper leur situation financisre.

%Les institutionnels: Cesinstitutions ont un r™le tres important sur le marchZ
obligataire. Cette catégorie d’investisseurs est constituée de sociétés d’assurance,
des caisses de retraite et aussi les OPCVM notamment les FCP.

¥ Les institutions non financieres et les particuliers: Ce sont les Ztablissements
autre que financiers et toute personne morale ou physique, pouvant aussi investir
dans les titres obligataires.

"SI
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Sur la base de apuenous avons vu dans éhapitre prZcZdent, on ne peut nier que le
marché obligataire est fortement voire majoritairement influencé par les taux d’intérét et leurs
fluctuations. Dans ce sens, nous commencerons dans ce chapitre par la prZsentation des
ZIZments essentiels concemn&s taux d’intéréts afin de pouvoir par la suite analyser la
structure qui reprZsente leur dynamique " travers le temps ou encar@ueb€ des taut€ tout
en mettant en relief certaines notions de base utilisZes @odiaboration.

|. Notions debaseXU OH WDX[] GTLQWpUrWwW
1. DZfiniton GX WDX[ GILQWpUrw

L’intérét est la rémunération d’un prét, sous forme généralement d’un versement
périodique de I’emprunteur au préteur. Ainsi, pour ce dernier c’est le prix de sa renonciation
temporaire 4 la liquidité alors que pour I’emprunteur cet intZret incarne le cozt corresmpdant

une utilisation anticipZe de fonds.

Comme tout autre taux, le taux d’intérét représente donc la proportion de cette

rZmunZration pZriodique par rapport au capital empruntZ.

Sur le marchZ obligataire, en plus du risque de contrepartie correspéntan
probabilité de défaillance d’un emprunteur ou d’une structure donnée qui n’arrive pas a
rembourser sa dette dans son intZgralitZ, les fluctuationsudesintZret exposent les
dZtenteurs de titres financiersriguede moinsvalue en capital. fzd’autres termes, le porteur
d’une obligation a taux fixe ou a taux variable tout comme son émetteur sont soumis au risque
engendré par I’évolution des taux d’intérét (pilotZs par les banques centralesjre la date de
contraction de leur engagement adhate de reglement de la detteest ™ noter aussi que les
durZes de vie de ces titres de crZances nZgociables sont gZnZralementHdiagsest donc

d’autant plus exposées a ce risque nommé « risque de tauk.
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2. &ODVVLILFDWLRQ GHV WDX[ GfLQWpUrw

Les différents taux d’intérét peuvent étre classés selon :

4=1C41&4)%: B
La valeur du taux d’intérét est fortement liée a la durée, ou autrement dit a la maturitZ

car préter (ou emprunter) pour une période de 10 ans n’est évidemment pas la méme chose que
de preter (ou emprunter) pour 1 mois. Une diffZrence de rZmunZration(pour un pret) ou de cozt

(pour un emprunt) et donc de taux va en dZcouler. Aingdistingue entre

e B3$)4%GIN!.(%:))6:&6!(%!)4%G!.(%:)$
ReprZsentaria rémunération de I’argent sur de courtes durées (entre 1 jour et 1an), les
taux courts sont dZterminZs en se basant sur la politique monZtaire.
Effectivement, la banque centrale ajuste au jour le jour un taux nommZ taux
directeufafin de mieux rZpondra ses missions telles que le controle de I’inflation et
I’optimisation de la croissance économique. Il est a noter que celle-ci n’intervient que
sur les taux au jour le jour ou sur d’autres échéances inférieures a 3 mois.
Les autres taux ~ court termegrd les maturités vont jusqu’a un an, sont déterminés par

la confrontation de I’offre et de la demande sans intervention de la banque centrale.

e C&)4%G!N!&(d60!6)!+(0<N6:&6!(%"4%G!#(0<$!
Représentant la rémunération de I’argent sur de longues durZesgupZrieures " 1 a), les
taux longscomprennent des taux a moyen terme d’une maturité comprise entre 1 et 5
anset des taux a long terme d’une maturité dépassant les 5 ans
GZnZralementes taux & moyen et long terme sont impactés par la loi de 1’offre et de la
demandeSi les taux courts dZpendent des politiques monZtaires, les longs rZagissent ~
la santé de I’économie et aux attentes inflationnistes. En effet, en cas normal, plus
I’échéance de remboursement est lointaine, plus les taux sont élevés car ils doivent

couvrir le risque de perte de valeur du capital dans la durZe.

lp+,>11.&$2*$1&aux d’intérét fixé par la banque centrale pour le refinancement des banques ¢ 7CH qu'il
20&&$(%0)1!1+,1*+,>19%6+&16$9,$6!6+!:+)9,$!12$) *&+6 S IS&YHB(%00,&!6$(1+6./$)*$&!$)!6.9,. 11*
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;=IC41A+6G3;B#3)#

On distingue entre

BG3$N4%G!A3G6S!

Dans ce cas, le taux d’intérét est fixé dés le départ lors de la contraction du prét et n’est
plus susceptible de varier pendant toute la durZe du contrat.

L’avantage principal du taux fixe est sa sécurité pour I’emprunteur puisqu’il ui permet
de connére deés le début le montant des versements mensuels d’intérét et donc le cott
total du crZdit quég que soit I’évolution du marché ce qui lui permet de gérer son budget
de faeon efficaceCependantceluici ne pourra pas profiter d’éventuelles baisses de
taux et risque alors de se retrouver a payer trop d’intéréts par rapport aux conditions du
marchZ Ainsi en raison de la sécurité qu’il procure, ce type de taux est préférable pour
des prets sur longue durZe (plus des 15 ans) car en effet si ~ cowtueenforte hausse
ou baisse des taux est peu probable, a long terme personne n’est en mesure de prévoir

leur Zvolution.

C&NA%G!:#93$BHR%!/#2#)6:&30#EM

Le taux révisable qualifie un type de taux qui varie au cours de la vie d’un prét ou d’un
placement, " la hausse ou " la baisse, en fonction des conditions des marchZs financiers
ou des modalités d’un contrat de prét ou d’émission. Ce taux est de plus en plus courant

dans le monde des emprunts. Il est en général révisé tous les ans, a la date d’anniversaire

du pret.

C&!)4%06A:34,+63(%($)-2#)6:&30#$M
Les taux variables ne sont fixZs que peu de temps avant leur perception. Si nous
considérons I’exemple d’emprunts obligataires, le taux variable ne sera connu que

quelques semaines avant le dZtachement du coupon correspondant

"I $H"



5*%,+3&'$"FNotion des taux d’intérét et la courbe des taux"

3./HV GLIIpUHQWY W\SHY GHV WDX[ GILQWpUrw

11 existe plusieurs types de taux d’intérét dont on peut citer principalement

4=C6!)4%G!0(&304+!6)!)4%GH:#6+

Notons que I’on parle souvent de taux nominal et de taux réel en économie pour intégrer
la perte de pouvoir d’achat due a I’inflation.
Toutefois, le taux d’intérét nominal est le taux inscrit sur le contrat, celui qui est
effectivement payé par ’emprunteur au préteur. Or, pour avoir une estimation plus réaliste de
ce que coltera I’emprunt, il faudra raisonner en termes « rZelsE et non en termes@minauxk,
en retranchant 1’effet de I’inflation. Le plus simple sera de soustraire le taux d’inflation du taux
d’intérét nominal mais le plus exact sera de diviser I'un par I’autre. Ainsi, globalement, le taux
d’intérét réel est le taux nominal corrigé du taux d’inflation.
Il existe deux optiques pour appher cette correction de 1’inflation :
e (Q:6+4)3(@6'K3%$56:!I>UEYM!(%!6AA6)!K3$56:
L’effet de Fisher est ’application de la neutralit¢ de la monnaie au taux d’intérét.
Autrement dit, un accroissement de la masse monZtaire implique une croissanoe des p
augmentant le taux d’intérét nominal sans affecter le taux réel. Mathématiquement, ceci
se traduit par la relation suivante
r=i-—-m
e (C1:6+4)3(0V/:#.3%86
La relation de Fisher reste une approximation quelque peu grossiere ou relativement
acceptable quand il s’agit de taux bas (inférieurs a 5 %) et a faible écart (moins de 5%).
Une relation plus exacte de calcul de taux rZel serait la suivante

1+
T (1+m)

— 1 ouencordl +i) =1 +r)(1+m)

AVecr : taux d’intérét réel
i : taux d’intérét nominal

1 : taux d’inflation

II! %’!II !
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=IC6!)4%G!4.)%4; 86+

Le rendement actuariel désigne le rendement réel d’un placement tel qu’une obligation
ou un bon de caisse. Il permet de savoir combien rapportera le placement en question en tenant

compte de I’ensemble des facteurs déterminant son rendement suivants :

e Le prix d’achat de cet actif(prix d’émission lorsqu’il s’agit d’une obligation)
e Le prix de remboursement a 1’échéance
e Le montant et le calendrier des versements
e La durée résiduelle restant a courir jusqu’au remboursement
En croisant ces facteurs, le rendement actuariel s’assimile notamment a celui
qu’obtiendra le porteur d’une obligation s’il la garde jusqu’a son échéance (en réinvestissant
les coupons au meme taux).
Ainsi le taux de rendemenictuariel permet d’Zgalise la valeur actuele d’une

obligationaveccelledes flux futurspergus (coupons et prix de remboursement a 1’échéance).

MathZmatiquement, le taux de rendement actuasiel la solution de 1’équation :

n

_ CF;
- L1+ a)
i=1

Le taux de rendement actuariel appadaticcomme un outil commode pour Zvaluer le
rendement d’une obligation donnée a n’importe quel instant. En effet, c’est un taux unique
dZpendant du nombre et de la valeur des flux futurs, facilement calculable et ayant une
apparence de sens Zconomique et financier.

Entre deux dates de coupdtacquéreur doit racheter au vendeur la fraction courue des
intZrsts Celleci est Zgale au produit du coupon multipliZ par le nombre de jours courus depuis
le dernier coupon. La formule de calcul du taux actuariel doit «tre modifiZe pour tenir compte

des intZrets courus et elle devient

CF;

P—zn: CFi C=(1+a) C
“lavae HOTWHY L gy
= i=

Avec P : prix du titre

CFi : le flux monZtaire (Casfiow) versZ " la date i

n: maturitZ du titre

a: taux de rendement actuariel correspondant a I’obligation
C: coupon dZlivrZ

z: fraction de pZriode courue depuis le dernier coupon
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=C61)4%G!IH#06/(0 (%!)4%G!I$/()!

Une obligation ~ zZracoupon se dZfinit comme Ztant une obligation sans versement
d’intérét durant toute sa durée de vie. La rémunération des investisseurs est alors assurée par la

différence entre la valeur de remboursement et la valeur d’émission.

En ndantB(t,T) le prix du zZrecoupon de maturité T a I’instant t et R(t,T) son taux,
on a la relation qui lie le prix et le taux zZ&oupon est la suivante

R(t,T) = — In[B(t,T)] ,0<t<T

T -1t
2=1C6!)4%G!A(:I4IK LM

Un FRA ou Future Rate Agreement est un contrat effectué a I’instant t, d’achat a T1 (>t)
d’une obligation zéro-coupon de maturitZ(>T1). C’est donc un contrat & terme de gré a gré
par lequel le vendeur du FRA garantit a ’acheteur, au terme d’une période donnée ( la période
de couverture), un taux négocié (le taux garanti), pour un emprunt d’un montant pour une durée
nZgociZs.

Au termede la période de couverture, le vendeur verse a ’acheteur le diffZrentiel
d’intéréts entre le taux de marché et le taux négoci€, appliqués au montant et a la durée de
I’emprunt sous-jacent. Si cette différence est négative, c’est-"-dire que les taux de mehZ ont
baissé, c’est I’acheteur du FRA qui paie la différence au vendeur.

On constate ainsi que 1’opérateur qui cherche a se couvrir contre une hausse des taux
(position emprunteuse a terme) se portera acheteur d’un FRA, Inversement, celui qui cherche a

se couvrir contre une baisse de taux (position preteuse) se portera vendeur.

I' *11$16+19%'&.01$!1$120,8$&*, &85! K)ILS16+!
%'&.019!
I+*$11$! [+*$11$18+6$, RI6$!%6$& 1+ 18!
)'<02.4+*.0)! O)C+H+0)IL,+> 1| | ggg ($l+, lj<+<)+)HKkI6S! <H&A)* I
différentiel d’intérét(?

I *I1$16+1%6'&. 015! 1$I<+&+)4$

G3A. ' WRIEH+.*/(.)4&-$&(/SE&A)1U/1-

n!%$| |
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6=1C6!)4%G!$M/

Un swap de taux d’intérét est un contrat bilatéral dans lequel les parties s’accordent pour
échanger des flux d’intéréts fixes contre des flux variables, en général dans la méme devise.
Lorsque ’une des deux parties s’engage dans un swap dit « payeurE, éle s’engage a verser un
taux d’intérét fixe, appelé « taux de swayc. Elle obtient, en Zchange, le versenp&mtodique
de taux variables.

Aucun échange monétaire n’a lieu lors de la conclusion d’un swap. Par ailleurs, la valeur
monétaire d’un swap, en date initiale, doit étre nulle. Autrement dit, ni 'une ni ’autre des
contreparties ne peut se sentir avantagZe Zconomiquement quant aux termes du contrat. Bien
entendu, cette valeur peut Zvoluer aprss la conclusion du swap

Une contrepartie s’étant par exemple engagée a verser un taux fixe en échange d’un taux
variable verra son swap augmenter en valeur si les taux d’intéréts remontent brutalement. D’une

certaine manisre, les swaps peuvent stre interprZtZs comme une somme de contrats forward.

f. Le taux d’30)#:g)!$40$!:3$7%6

Contrairement aux taux d’intérét vus précédemment qui couvrent le risque de crédit
(nonremboursemendu nominal), le taux d’intérét sans risque correspond a I’immobilisation
d’un capital sans risque de perte. En pratique, les obligations souveraines de certains Etats sont

considZrZes sans risque.

1. La courbe des taux

De mois en mois, voire de jour en jour, les rendements des actifs ~ revenus fixes tels
que les bons de trZsor, varient en fonction de leur ZchZance et la relation entre rendement et
maturitZ varieellememe au cours du temps. Une telle relatidiant les rendements

d’obligations et leurs maturités est en général appelée structure par terme des taux d’intérét.

Les utilisations de cette structure sont multiples surtout pour les gérants d’actifs a
revenus fixes. Ces gestionnaires modifient leurs portefeudides plusieurglimensions
incluant la qualité, le coupon et le type d’émetteur. Une des dimensions les plus importantes est
la maturitZ cette variable influence la performance qu’un portefeuille peut atteindre dans un
environnement volatil. La structupar terme nous permet donc de comparer les rendements
des divers investissements de meme maturitZ lorsque-aiespat détenus jusqu’a leur
ZchZance. Ainsi, elle peut stre utilisZe afin de prendre des dZeisiasseoir des stratégies

de gestion de #sorerie (choix de la durZe de placement, spZculation sur la structure des taux,

"1%%!
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ZIZments de couvertur&)analyse de la structure par terme donne en outre le consensus adopté
par le marché en matiére d’évolution future des taux d’intérét. Le gestionnaire peutdes lors
confronter son opinion a ce consensus et choisir d’acheter ou de vendre des obligations de
maturitZs diffZrentes afin de mieux ajuster son portefeuille.

Par conséquent, I’é¢tude de la courbe des taux et la modélisation de ces déformations
futures revét d’une grande importance dans de nombreux domaines de la finance, tant pour
gZrer les risques de taux affectant le bilan, que pour Zvaluer et couvrir les nouveaux produits
financiers auxquels recourent les marchZs pour faire face au risquexde ta

Nous allons prZsenter dans ce qui suit une dZfinition de la courbe des taux et ses
caractéristiques, les facteurs impliquant sa déformation, les différentes formes qu’elle peut
prendre ainsi que les diffZrentes thZories Zconomiques avancZes poueebpligjation entre

les taux courts et les taux longs.

1. DZfinition de la courbe des taux

La courbe des taux d’intérét ou de rendement (en anglais yield curve) permet de donner
une vision globale sur I’évolution des taux d’intéréts pour différentes échéances et se définit
comme la fonction qui pour un titre, ~ une maturitélonnZe associg(t,T) le taux d’intérét
correspondant " la maturif? ~ une datet donn£. Cette courbe est reprZsentZe sur un repsre
dont I’axe des abscisses correspond aux maturités et I’ordonnée aux taux d’intérét de
I’obligation. Elle répond a deux besoins sur les marchés financiers puisque, d’un coté, elle
agrege I’ensemble des taux d’intérét que va devoir acquitter un émetteur et, d’un autre, elle
informe les investisseurs des rendements d’un titre selon la maturité. La structure et I’évolution
de la courbe sont donc des informations cruciales pour I’efficience des marchés obligataires et

ils représentent aussi un bon indicateur avancé de 1’activité économique.

On peut dissocier les maturitZs ~ court terme de la coinfiieues” 2 ans) et celles
de long terme (adela de 2 ans pouvant aller jusqu’a 50 ans) : partie courte et longueeda
courbe La partie courte est en thZorie davantage liZe " la politique monZtaire puisque la banque

A

centrale dZtermine souverainement et de faeon indZpendante "~ quel taux les banques
commerciales peuvent lui empruntigs liquiditZs alors que la part@ngue incarne le risque

iz aux incertitudesjuant a la solvabilité et au défaut de I’émetteur ainsi que le risque
inflationniste.L’écart entre la partie courte et la partie longue permet de déterminer le degré de

pente de la courbe. Si I’écart est important ou augmente, on dit que la courbe est pentue ou

qu’elle se « pentifie» alors que s’il diminue, on dit que celle-ci s’aplatit.

"1%&!
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2. Les facteurs de dZformation de la courbe des taux

On distingue trois facteurs responsables de la dZformatiorcdarle des taux
e  (BIA4.)6%:126103964M0provoque les dZformations paralleles de la courbe des taux

01QYh

YIQvth Y O U >0 >U @O0 @U E> E@ EE
'4)%:3)#

G3A. B HL"# 4(/()A&-SEA($18-&4.7'/$ S&1"/+ #" &H/1 &+ H#E&/$ES
e @&! A4.)6%:! 26! /60)6! Celuici provoque les mouvement d’aplatissement ou de
pentification de la courbe des taux
! 01QYh
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e C6A4.)6%:!126!.(%:;%:@ll est responsable des changements de concavitZ de la courbe

des taux

01QYh
0O1YYh
E1QYh
E1YYh

@1QYh e ——
@1YYh

>1QYh )/

>1YYh ‘

Y1QYh

Y1YYh
> E Q F U > >E,4>)80:§5:#>U @>@E@Q@F@U

V4%G

G3A ' EFHL#A(/()A&-SEA($18-'8*)$1;$1' &1+ #" &H/1&+H&/S('$1
Il! %l!ll !



5*%,+3&'$"F18&38-"es taux d’intérét et la courbe des taux"

3. Les diffZrentes formes de la courbe des taux

La forme que prend la courbe des taux d’intérét sur les emprunts souverains renseigne
sur les anticipations des investisseurs, sur les risques de défaut de I’Etat émetteur ainsi que sur
le niveau de I’inflation et des taux d’intérét futurs. De ce fait, elle constitue un bon indicateur
de la santZ Zconomique et financiere du pays Zmetteur.

Dans un environnement Zconomique stable marquZ par une inflation faible et un
endettement public soutenable, les rendements obligataires croissent avec la maturiz,des ti
c’est-"-dire que les taux d’intérét s’élévent de fagon régulicére au fur et & mesure que 1’échéance
du titre s’¢loigne. Cela s’explique par le fait que plus I’échéance est lointaine, plus le risque de
réalisation d’événements pouvant affecter défavorablement la valeur du titre obligataire est fort.

En effet, plus on s’éloigne dans le temps, plus D’incertitude sur la capacité de
remboursement de I’émetteur ou sur le niveau des taux d’intérét ou d’inflation est élevée. Dans
ces conditions, les invest@ss exigent une prime de risque pour preter sur des ZchZances

longues par rapport au fait de prster sur des ZchZances courtes.

Toutefois, les emprunts d’Etat étant généralement considérés comme des titres « SZISE
dans le sens oe ils ont peu de chanca@@as «tre remboursZs, les primes de risque attachZes
a I’éloignement des maturités sont assez réduites. Sur les échéances les plus longues, a 20,30
ou 50 ans, elles peuvent meme stre quasiles car sur ces horizons de tres long terme, le risque
de dZdut tout comme les risques de taux ou d’inflation peuvent étre considérés comme
globalement identiques. On dZduit donc que la prime de risque, appelZe prime de terme,
augmente avec le temps mais est marginalement dZcroissante. Ainsi, la courbe desesux sur
emprunts d’Etat des principaux pays développés revét en régle générale une forme croissante

et concave, comme prZsentZ sur le graphique

3,00%
2,50%

2,00% = T

Taux
\

1,50% rd
1,00%

o50%
/

0,00%
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La forme de la courbe des taux n’est cependant pas figée. Il se peut en effet qu’elle se
modifie sensiblement en raison d’une évolution marquée de la situation monétaire ou
budgZtaire du pays Zmetteur

4=C41/60)3A3.4)3(0126!+41.(%:;6!26$NA%G

La pentification de la courbe des taux correspc **™

4,00%

" une situation dans laquelle la forme de la courbe ( sso F f

3,00% T
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taux d’intérét obligataires se modifie pour passer d’une 3,5

Taux

courbe concavéune courbe plus proche d’une droite, en :ZZ [’
» ° ’
raison d’une hausse des taux d’intZret ~ long terme. o Jf
050% 7
La pentification de la courbe des taux intervie 1357 91113151719 21232527 29

lorsque les investisseurs exigent des primes de ris  G3A KWHI"#4(/(.)4&"&+/&
H'4(.AX()A&-'8&+/8&*)$1;'&-"#&(/$H

ZlevZes pour preter sur des ZchZances lointaines 1714 # &1 &+ H&IS(S1H

compenser un risque inflationniste ou de dZrap
budgétaire futur qu’ils jugent supérieur au niveau actuel.
Cette situation est associée a des anticipations de hausse de I’inflation a terme ou de dégradation

de la situation budgZtaire.

:=I’inversion de la courbe des taux!,!

L’inversion de la courbe des taux se produit

2,50%

lorsque les taux courts deviennent supZrieurs aux
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banque centrale & remonter ses taux d’intérét a court 4
terme et cette hausse se diffuse sur toutes les ZchZ o
. ~ . . ' 1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25 27 29
courtes ( de 3 mois ~ moins de 2 ans). Si la banc, . _ Maturis
centrale est crZdible aux yeux des investisseursyaiel G3A FHHL#A(()4&'& +V.427713.).
3 -&+/8&*)$1; &-HE&(ISBE&L" I+ #"&H/18
anticipent alors uneafisse de I’inflation future et rZduisent 1$('$1# &
la prime de risque attachZe aux obligations " long tern._.

Une inversion de la courbe des taux est souvent associZe ~ des pZriodes de surchauffe
économique, la vigueur de I’activité provoquant des tensions inflationnistes. Ces dernisres
poussent la banque centrale a intervenir via la hausse des taux d’intérét a court terme qui
finissent par entrainer un ralentissement économique. L’inversion de la courbe des taux est donc

considZrZe comme un signe avancZ du dZclewahd’ une récession a moyen terme.

II! %)II !
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.=L’aplatissement de la courbe des taux!,!!

L’aplatissement de la courbe des taux d’intérét — s

correspond ~ une situation dans laquelle les taux lo - —l— =
baissent et se rapprochent du niveau des taux d’intérét a £ vsox T “1 l
courtterme tout en leur restant supZrieurs. Loo% /,’ l

Cette situation peut rZsulter de diffZrent = ,/
causes. Elle peut notamment provenir d’un changement ®™ |, . &, o 1 1 15 17 1 21 22 25 27 20

Maturité

des anticipations des investisseurs quant au niveau fdes
G3A'EQHL"#4(/(.)4&-'&

taux d’intérét a long terme. S’ils estiment par exemple que  +V/H+/(##%'4(&-'&+/&*)$1;'&-"#& (B
o , , ‘ 1"+ #" &HI1&+H&IS('$1#

I’inflation va baisser au cours des années futures, la prime

exigZe pour acheter des titres obligataires de long terme

va baisser

Mais d’autres ¢léments peuvent également aboutir a un aplatissement de la courbe des
taux d’intérét. En particulier, si la situation budgétaire d’un Etat fortement endetté¢ s’améliore,
la probabilitZ de dZfaut ~ moyen et long terme de cet Etat se réelgjtji se traduira par une
baisse de la prime de risque exigZe par les investisseurs pour souscrire ~ ses Zmissions de titres
sur les maturitZs les plus longues.

Par ailleurs, la conjonction d’un environnement faiblement inflationniste et d’une
abondancede liquiditZ au niveau mondial favorise la recherche par les investisseurs
internationaux de placements " la fois peu risquZs et offrant des rendements supZrieurs "~ ceux
qui sont proposZs sur les titres de court terme. La demande de titres obligataigesetrhe

des principaux pays dZveloppZs augmente, ce qui pousse les taux longs " la baisse.

2=1C41.(%:;6!26$!)4%G!/+4)6! 2%

2,3%

La courbe platedans laquelle les taux ne varient p

2,1%

ou tres peu selon les maturitZs, ne reflete pas des anticipal

Taux

1,9%

mais reprZsente seulement une situation de transition «

1,7%

une courbe croissante et une autre dZcroissante. Elle

reprZsentZe par une droite horizata indiquant que les tau: ™™ 1 s s 7 s s iwnss s
courts sont identiques ~ ceux longs. G3A EEFHL"#A(/()4&-&+&
*$1;'&-"H&(ISE&H+/S&L" I+ #

H/1&+H#&IS($1#
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4. Les thZories Zconomiques explicatives de la structure des taux

De nombreuses thZories ont ZtZ avancZe par des Zconaraistede cadre de
I’explication de la forme de la courbe des tauxou memele lien reliant les taux courts et les taux
longs On peutiter principalement la thZorie des anticipatjdashZorie de la prime de risque,

la théorie de segmentation des marchés et la théorie de 1’habitat préféré.
4=ICA41)5#(:36!26$!40)B3(0%!, !

Selon cette thZorie, dZveloppZe par Friedrich A.%_letg taux longs ne seraient que la
moyenne gZomZtrique des taux courts anticipZs. Cette thZorie affirme que la structure des taux
d’intérét est déterminée par les anticipations des investisseurs sur ’évolution des taux futurs.

Un investisseur, dont 1’objectif est la recherche du plus fort rendement possible, aurait
le choix de placer son argent sur diverses ZchZances : il rechercherait donc la combinaison qui
lui permettrait demaximiser son rendement. Un arbitrage sera donc tout a fait possible s’il a le
choix entre I’achat d’une obligation a coupon zéro de maturité n et I’achat de n titres d’échéance
d’une année (en considérant que son horizon temporel de placement serait de annZes). ||
n’hésitera donc pas a passer de durées courtes aux durées longues ou inversement, s’il prZvoit
qu’il en retirera un rendement plus élevé.

Cette théorie s’appuie sur les hypothéses suivantes :
A Pour les investisseurs, les actifs financiers d€euwiffZrente sont donc parfaitement
interchangeables.
A Le passage d’une durée a une autre n’entraine pas de frais. Tous les agents
Zconomiques sont parfaitement informZs et peuvent accZder ~ tous les marchZs. Dans
ces conditions, le rendement d’un placement ~ long terme peut stre Zgal aux placements

" court terme successifs.

En se basant sur cette thZorie, on peut expliquer les diffZrents profils de courbe des taux de la
fason suivante

e Sila structure est platéa stabilitZ des taux eanticipZe.
e Sila structure est normale (pente ascendante) , une hausse des taux est anticipZe.

e Sinon, dans le cas d’une structure inversée, les marchés financiers anticipent une baisse
des taux.

"IK?N?IMUIB$ktructure of interest rates”, R.,'&$'4<"@8."-,4"82"S)8-8#3)%@ 08%/:$& W[
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La thZorie des anticipations a ensuite ZtZ Ztabliessrir ancertain par F.A Lutz gtar
B.G.Malkiel® et D.Meiselmah. En admettant que, sur une longue pZriode, les investisseurs
anticipent alternativement une hausse ou une baisse des taux ~ court terme, la thZorie des
anticipations suggere qu’historiquement, on devrait observer sensiblement autant de courbes de
structure de taux ascendantes que de courbes descendantes. Or I’existence d’une trés grande
majoritZ de courbes ascendantes conduit ~ penser que cette thZorie ne suffit pas " expliquer la
structure detaux en fonction de la maturité. En effet, cette théorie a fait I’objet de nombreuses
critiqgues, notamment par J.RobindoEn se basant sur debservations, il a été montré qu’il
¢tait peu probable qu’un investisseur puisse anticiper les taux futurs avec une précision

suffisante pour fonder ses dZcisions.

En outre, si cette condition était vérifiée, la probabilité d’obtenir une structure inversée
serait identique a celle d’une structure normale. Or, cette dernicre apparait plus fréquemment.
De plus, I’hypothese d’indifférence, en termes de durée de placement et d’arbitrages, de
I’investisseur entre les différentes stratégies pour obtenir le meilleur rendement, a Zgalement
¢té remise en cause. En réalité, une meilleure explication de la formation des taux d’intérét
exige la prise en compte de deux concepts fondamentaux négligés jusqu’alors : il s’agit des

notions de risque et diquiditZ.

;=IC41)B(:36!26!+4!/:3&6!26!:3$7%6!

Les intervenants sur les marchés ont de I’aversion pour le risque. Ils préférent donc
acheter des titres a court terme plutot qu’a long terme. En revanche, les emprunteurs vont plutot
Zmettre des titres de longue ZchZancenlrZsulte une faiblesse structurelle du marchZ
obligataire, qui se traduit par un excZdent de demande pour les titres ~ court terme, et par un
surplus d’offre d’obligations a long terme. Les obligations courtes seront donc plus «liquides »
que les titredongs. Pour attirer les investisseurs vers ces derniers, les Zmetteurs devront offrir

pour ces titres une prime par rapport aux taux ~ court terme.

-IH?S?INMPDILMA$2*+*.0)(5!:0) 1iddes and term structure of interests rates”, R.,'&$'4<"@8.'-,4"82"S)8-8# BT+ & (?
X1?JLDOLMJIN@he term structure of interest rate”, T'$-&3)$"U,BAN[X1?

?#QHD@OQ@EH &+*$!Odterest”, S)8-8#%$&'3),5!N8&.6'W[_W?
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La dissymZtrie structurelle du marchZ a conduit J.R. Blickesmuler la thZorie de la
prime de liquiditZ selon laquelle les investisseurs n’acceptent d’investir & long terme qu’en
¢change d’une prime de risque ou de liquidité. Cependant, cette théorie, qui souligne les
insuffisances de la thZorie des anticipations, souffre de quelques imperfectionst,Eautffe
investisseur qui dZsire placer ses fonds pendant un horizon de temps de longue durZe ne va pas

exiger une prime de risque. Tous les investisseurs ne prZferent pas le court terme.

Cette limitation de la thZorie de la prime de risquesesthontZe par la thZorie de la
segmentation des marchés et de I’habitat préféré considérant la diversité des prZfZrences

concernant’horizon des investisseurs, dans 1’explication de la prime de risque.

=ICA1)5#(:36!1261$6<&60)4)3(0126$!84:.5H$!

Selon céte thZorie, il n'y a pas de corrZlation entre les taux d'intZret et les diffZrentes
échéances. L'offre et la demande de capitaux s’établit sans relation les uns avec les autres. En
effet, on imagine mal une entreprise investir ses capitaux sur du lomg t@iquement parce

gue ses anticipations de la structure des taux " terme lui serait favorable.

d. La théorie de I'habitat préféré!,!

La théorie de I'habitat préféré développée par F. Modigliani et R.Sutch repose sur I’idée
que lesinvestisseurs ont des prZfZrences pour certains horizons de placement. Les entreprises
qui souhaitent Zmettre des titres ~ un horizon non dZsirZ par ces memes investisseurs devront

donc ajouter une prime " la rentabilitZ normale.

5. La multitude de courbe destaux :

Sur chaque place financiere il existe ~ tout moment, non pas une seule, mais une multitude
decourbes de taux.
On peut globalement distinguer deux types de courbes:

e Les courbes observZes, ou courbe de marchZ, qui sont construites directement ~ part
de cotations d’instruments financiers sur le marché (exemples :courbe des taux de
swaps, courbe des taux de rendement ~ maturitZ des obligations).

e Les courbes implicites, qui sont dZduites (ou dZrivZes indirectement) ~ partir des
cotations de marchZ, isan les transformant (exemplesourbe des taux zZaupon,

courbe de taux forwards, courbe des taux de rendement au pair)

A1?2#?1ED;PO!d+6,$!+)%.*+8V;28'":"W-3/$'%3&<"TI$HA6 X
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Ayant pourpremierobjectif ’identification du modéle le plus adéquat et le plus adapté
" la courbedes tauxobservablesur le marchZ, il est indispensable en un premier temps de
reconstruire cette derniere ~ partir des donnZes disponibles et par la suite Ztaler les diverses
mZthodes de modZlisation utilisAssmettant en Zvidence le contexte de leurs introductions,
leursavantages et les différents inconvénients qu’ils présentent. Ceci fera bel et bien I’objet du
présent chapitre. Cependant, avant d’enchainer, nous commenceronsut d’abord par justifier

le choix du travail sur la courbe zZtouponen exposant sqmarticuaritZs.

|. Pourquoi choisir de travailler sur la courbe zZrecoupon?

Afin de disposer d'une sZrie de donnZes cohZrentes, les courbes de taux sont toujours
construites en utilisant désux de rendemeimtinstruments homogenes. Pour les courbes
obligataires cela signifie notamment que l'on se sert toujours des taux d'un meme Zmetteur ou,
s'il s'agit d'une courbe sectorielle, d'Zmetteurs provenant du meme secteur.

Cependantconstruire une courbe de taux ~ partir d'obligatioeisssiques”, dotées
d'uncoupm, crZerait une courbe souffrant d'un certain nombre d'incohZrences. Ainsi, par
exemple deux obligations ayant la meme ZchZance maidwationtres diffZrente, n‘auront
pas le meme taux de rendement. De meme, deux coupons identiques appartenant = deux
obligations de maturitZ diffZrente ne seront pas actualisZs au meme taux de rendement, alors
qu'ils gZnerent un flux strictement identiquRour cette raison, nous allons traiter la courbe

zZrocoupondont nous citerons les caractZristiques dans ce qui suit

1. DZfinition de la courbe des taux zZr@oupon

4=C(;+3<4)3(MH#:(-.(%/(0! 1

Comme le nom I’indique, une obligation zZraoupon(Zgalement nommZeoBligation
de capitalisatioft ou GStrip E en anglaishe verse aucun flux intermZdiaire (coupon) et ne
donnelieu qu’a un seul flux de remboursement a sa date d’échéance. Ainsi, a titre d’exemple
simpliste,un zZrecoupon de nomindli=1$ devra verserson dZtenteucette valeur faciale ~

la date de sa maturitZ T.

"1&% !
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Le prix B(t,T) d’un bon zZrecoupon de maturitZ ~ un instantt (t<T) correspond " la
valeur en cette daté d’une unité monétaire payée a T (B(T,T) =1) sans paiements
intermZdiaires entre les deux datésus supposeromanstoute la suite que le przZrecoupon

estun processus positif strictement et adaptZ sur un espace de probabiltZ #itrz) . 3
= C6!)4%G!H#eo/(0! !

CommunZment connu comme Ztant le taux le plus utile sur le marchZ finkenziax
zZrocoupon a n années est le taux d’intérét obtenu sur un investissement engendrant un seul
flux au terme des n annZes sans flux intermZdiaires.

A chaque fois que l'on parle d’évaluation de produits financiers, qu’il s’agisse
d’obligations, d’options ou autres, le taux zéro-coupon est forcZment ZvoquZ. Le taux zZro
coupon permet ’actualisation des flux a une date donnée, ce qui constitue en fait le principe de
I’évaluation d’un actif quelconque L’intérét du taux zéro-coupon dans ce senappard’
principalement a travers son unicité. En effet, pour une maturité donnée il n’existe qu’un seul
taux zZrecoupon permettant I’actualisation a une date prZalable t.

Les taux utilisZs pour calculer les prix des obligations doivent etre des taux C purs E

c’est ~ dire des titres zZrooupon afin d’éviter des distorsions dus a des niveaux de coupons
annuels diffZrents. Conna’tre la courbe des tauxaiiwon au comptant est tres important en

pratiquecar cela permet aux acteurs du marchZ:

e D’¢évaluer et de couvrir a la date de reconstitution les produits de taux délivrant des flux
futurs connus (obligation ~ taux fixe, par exemple)

» De dZriver leswtres courbes impliciteda courbe des taux forward, la courbe des taux
de rendement au pair et la courbe des taux de rendement instantanZs

e Enfin, la courbe spot est le point de dZpart pour la mise en place de modsles
stochastiques d#Zformation de cette courbe dans le temps.

Entemps continu; une datet le taux zZrecoupon correspondant ~ une maturft2st

obtenu "~ partir du priB(t,T) dZfini prZcZdemment en appliquant la relation
R(t,T) = ———In(B(t,T)) (1.1)

Ainsi comme toute autrstructure par terme des taux, la couddocouponest la

fonction qui donne les diffZrents taux de la date t en fonction de leur mayFit2 R(t,T)

[100.&11'4.).*.0)! 1+)(16$123+%.*&$!(,.8+)*!
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2. Les types de courbes des taux zZomuporn

Il existe trois grands types de courbes de taux-eZopon : la courbdrZsor, la
courbe interbancaire, et les courbes ditescorporate. Le choix de la courbe
diffre selon le produit financier ~ valoriser et la notation de la contrepartie.

L’actualisation des flux futurs se fait sur ’'une d’entre elles.

e CAl.(%:6!V:#$(:!du courbe d’EtatMest construite ~ partir des obligations Zmises par
I’Etat. 11 s’agit de la courbe dite sans risque dans les pays du G71° dans la mesure o- les
Etats de ces pays sont censZs ne jamais faire dZfaut. lls sont notZs AAA par les agences
de rating (meilleure notation possible).

e C4!.(%:;6!30)6:;40.43:&omme son nom l’indique résulte d’opérations financiéres
entre banques. Elleseconstruite ~ partir des taux de dZp™t, des futures et des swaps. ||
ne s’agit pas d’une courbe sans risque puisque les banques ne jouissent pas du meilleur
rating des agences de notations. Leur rating moyen se situe entre A et AA pour S&P et
Al et Aal pur Moody’s.

e C6$!.(%:;6%!1.(:/(:4)6 ! sont les courbes qui caractZrisent les entreprises du secteur
privZ. Il en existe de multiples qui dZpendent du rating des entreprises et de leur secteur
Zconomique.

Chacune de ces courbes est construite en utilissobligations des entitZs concernZes dont

nous retrouvons ’échelle de notation en annexe.

II. ProcessusGektraction de la courbe des tauxZro-coupon :

Les modeles prZsentZs par la suite ont tous poudebfeturnir une estimation proche de
la courbe rélle des taux zZrooupon. Cependant, il est ~ notere contrairement aux obligations
couponnZesjl n’existe pas suffisammentd’obligations zéro-coupon cotZes pour chaque
ZchZance oencoreelles sonsouventres peu liquides pour que leur taux de réilieZ actuariel
soit significatif. Par consZquent, celles ne permettent pas d’obtenir les taux zéro-coupon
directement pour un continuum de matwgitZDans ce sens, la reconstitution directe ou
extraction de la courbe zZomupon ~ partir dda courbe des taux couponnZs fournie par Bank
Al Maghrib est rendue nZcessaireedie se fait enpassant par ledeux Ztapes consZcusve

expliquZes eapres .

Dars cette sectionpuisque 1’on procéde de maniére similaire pour chaque date de
valeur, nous considZrons la maturitggmme étant la durée restant avant I’échéance d’une
obligation. Ainsi “unedate sle taux Y(s,T) d’une obligation de date d’échéance T s’écrira
Y(O,t)avect = T-s.

WIB+G(11,ISYINGBS/+<)$5!;+)+1¥B*+5U). (5!K&+)2$5!D*+6.$5!1+%0) I$H#TCH TS
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1./ Y LQWHUSRODWLRQ: HW OfH[WUDSRODWLRAQ

Dans un premier templg, fait queles taux publiZs rZgulisrement par BAM prennent en
compte les opZrations les plus rZcenteseeterZsentent donque des taux de rendement
discrets correspondants " certaines maturitZs seuleraatrvel’élaboration d’une courbe
continue "~ partir de @ donnZepuisqu’elle nZcessite la connaissance de taux pour toutes les
maturités. Par conséquent, dans un premier temps, I'opérateur financier se trouve dans
I’obligation de déterminer lui-méme les taux manquants a la courbe couponnée qu’il
transformerapar la suite en zZfooupon et pour cela il existe une panoplie de mZthodes

proposZes.

Habituellement, on procede par interpolatignet extrapolation ) linZaireA cette
mZthode, nous ajouterons une autre, peu utilisZe, qui a prouvZ son efficacitZsdans le
environnements de forte pente de courbe de:tHinterpolation cubique. Dans ce qui suit nous

prZsenterons chacune de ces deux mZthodes.

e Cinterpolation!6)!6G):4/(+4)3(0+30#43;6!
Si I’on posséde les taux couponnZsle maturitZ; et t, notZs respectivemeN(0,t1) et Y(0,t),
nous dZduisons alors le tade maturitZT avec T:<T<T, en interpolant linZairement de la
maniere suivante
(t; — )Y (0,t) + (t — )Y (0, ;)
(tz — 1)
Par exemple, le taud ans est d&.5% et que le taud ans est dé%, le taux3 anset 9 mois

Y(0,t) =

0.25X%5.5%+0.75X6%
1

= 5.875%

interpolZ sera alors d&/(0,3.75) =

Cette mZthode peut Zgalement etre utilisZe si nous ne disposons pas de taux pour les maturitZs

entieres. Par exemple, noasnnaissons le taux du 2 ans et 3 mois et celui du 3 amaa@s60n

0.5xY(0,2.25)+0,75xY(0,3.5)
1.25

interpole alors pour obtenir celui du 3 ans par la formilo;3) =

De meme,’extrapolation concerne les taux correspondant aux maturitZs dZpassaatuldtZ
maximaletmax dont le taux est disponible et elle consgtaphiquement en la prolongation d
segment liant les deux pointsndt1,Y(0,tmax1)) €t (fmax Y(0,tmax) tel que hax1 est la borne
supZrieure des maturitZs infZrieurdsax dont lestaux sont connus et mathZmatiquement ceci

revient ~ calculede tauxpour une maturit? > tmax en utilisant la relation

(tmax - t)Y(O: tmax—l) + (t - tmax—l)Y(O' tmax)

tmax - tmax—l

Y(0,t) =

"1& (!
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e Cinterpolation cubique ,!

L’interpolation cubique s’effectue par segment et fait appel a quatre taux. En pratique, on
considere un premier segment dZfini entre deux matufiiZs T4 ou I’on dispose de 4 taux
Y(0,T1), Y(0,T2), Y(0,T3) et Y(0,T4) tel queT1<T2< T3<T4

Le taux interpol£orrespondant ~ une maturilZ >Ta, T3l est défini par I’équation cubique :
iy (0, T) = a.T>+b.T?>+c.T +d!
IfY(O,tl) =ati+bt?+ct,+d

o Y(0,t,) =a.t3 +b.t;+c.t,+d
O a, b, c et d sont dZfinis par le systeriéquations : 4 0,t2) =a % T 2 ekt
| Y(0,t3) =a.t3 +b.t3 +c.t; +d

\Y(0,t) =a.t3+b.t2+ct,+d
Ce systeme d’équations traduit la contrainte selon laquelle la courbe polynomiale de degré trois
doit passer par les quatre poidesmarchZ disponible@s, Y(0,T1)), (T2, Y(0,T2)), (T3, Y(0,T3))
et(Ts, Y(0,T4)).

A titre d’exemple nous considZrons les tau¥X (0,1)=3%, Y (0,2)= 5%,Y (0,3)= 5.5% e¥ (0,4)=
6%. Le calcul du taux correspondaria maturiZ 2.5 ans estderminZ par:

Y(0,25) =ax253+bx25%+cx25+d=534375%

-1

a 1 1 1 1 3% 0.0025
b 8 4 2 1 5% | [ —0.0225

Avec (c) 27 9 3 1 55% || 0.07
d 64 16 4 1 6% —0.02

Il est ” noter quen dépit de la complexité des calculs sur lesquels elle repose, I’interpolation
cubique reste une méthode considérable vu qu’elle permet d’aboutir a une courbe plus flexible
que celle obtenue en recourant a ’interpolation linéaire et le graphe ci-dessus prZsente un

apersu de la diff&#nce entre les rZsultats ces deux interpolations.

taux(%)

25
|

° L'origine
— Intérpolation linéaire
Intérpolation cubique

20

T T T T T
10 20 30 40 50

© - o—oog

Maturité(ans)
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2. La mZthode du Bootstrap

Le CBootstrapE estune procédure de reconstitution d’une courbe zéro-coupon pas " pas, i.e.
segment de maturitZ par segment de maturitZ. Cette mZthode est basZe sur I'hypothese, que le prix
thZorique d'une obligatiastla somme de ses flux actualisZs aux taux-zduponde I'’ZchZance

de chaque flux. En pratique cela revient explicitement ™ :

 Pour la partie de maturitZ infZrieure ou Zgale " 1 an
Sur le court terme, les instruments nZgociZs sont en gZnZral des instruments zZro
coupon Effectivement, uprst monZtaire est remboursZ en meme temps que les intZrsts
a la date d’échéance. Le taux zéro-coupon est alors simpteent fournit par une
conversion de bas#u taux mo#taire vers un taux actuariel selon la formule

T X 0\ /t
r“'t=(1+ 360 ) -1

Avec :rm= taux monZtaire (sur la base de 360 jours)
n = nombre de jours exact du placement
ra= taux zZrecoupon actuariel
t = fraction d’année du placement ou encore matuist

= 3% (puisque nous consftbns une anfe de 365 jours )

Cette formule est appelZe formule de transformation des taux ou encore formule de
conversion actuarielle.

Ensuite, pour des matufit voulues nosiigurantes parmi celles obtenues, on poec

par interpolation.

« Pour les maturitZs suprieures ™ 1 an:
Nous rappelons tout d’abord que les taux publiZs pour les matuifs sugrieures”™ un
an sonf la base des taux actuariels donc 1’utilitZde la conversion se limitela partie
prZcZdente. Nous commeneons alors paredminer” partir des taux actuariefeurnis
ceux desnors de la courbe notamment pour les matutitan, 2 ans, 3 ans... etc
avant de calculer les tauxrp-coupon correspondant.

9 Pour la maturitZ 2 ans:
Rappelonsous d’abord que toute obligation versant des coupons peut etre
considZrZe comme un ensemble de-zdwpors. Son prix (thZorique) est donc,
par consZquent, Zquivalent ~ la somme des valeurs actuelles de ces zZro
coupons. Ainsi, pour calculer le taux z£wmpon de I’échéance & 2 ans par
exemple, onoberve le prix et les caractZristiques (flux contractuel3)ne
obligation ~ cette ZchZance et on la dZcompose ~ deuxcaipon: le premier
versant un flux égal au montant du coupon a une maturité d’un an et le deuxiéme
versant un flux Zgal la somme du montant du coupon et celui du
remboursement du nominal avec une maturitZ de deux ans.
A ce niveau, le facteur d’actualisation du premier flux est déja connu grace a
I’étape précédente et I’on déduit le facteur d’actualisation du second flux en

II! &*!II !
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résolvant 1’équation :
N X t; N X t; N N X t; N X t; N

(Tt 702)  (A4702? (A +7ap)?  (ATROD) ' (L +RODY ' (A +R(0,2)?

Ou encorguisqueR(0,1) =1, eten consifranttf le taux facialZgal au taux

actuariel de lanaturitZcible ( ici 2 ans €-d t; = r,,)!

Ta,z ra,2 + 1 — Ta,z + Ta,z + 1
(Q+712) (A47142)% Q47122 (A+71,1) (14R02))%2 (14 R(0,2))2

Avec :ra1 = tauxactuarielcorrespondarit la maturiZ 1 an
ra2 = tauxactuarielcorrespondarit la maturiZ 2 ans.
R(0,2)= le tauxzZrecouponde maturiz 2.

9 Pour la maturitZ 3 ans:
On réitere ’opération précédente a partir de titres ayant une maturité comprise
entre 2 et 3 ans.
Etc.

9 En gZnZral pourune maturitZ de n annZes
Disposant des taux actuariels de toutes les maturitZs et des taoru@Ena
correspondants aux maturitZs infZrieures " n, le calcul du taoscaidpon
R(0,n) se fait par la résolution de 1’équation :
1 - Tan _ 1 = Tan
At ran)  LgA+7g) A+ RO Ly +R(0,D)

A partir des tauxZo-coupons obtenus, nous pouvons simplenabienir ceux relatifs

" n’importe quelle maturitZ en Zsonnanipar interpolation et extrapolatidimZaires. En
effet, bien que ces dermnés soient approximatives, elles restent pratiques et simples
manipuler et sonsouvent utiliges dans le cadre 1’Zlaboration de n’importe quelle
courbe de taux notamment celle d&sozcoupon.

Drailleurs, ~ travers son circulaire pullie 2 Juillet 2004, ’AMMC impose des normes
d’Zvaluation des titres de Zances” coupon et normalise le Bootstrap et I’interpolation et
extrapolation liZaires pour que tous les organismes puissent aboutir et se baser sur les memes

taux d’actualisation.

II! &'l'!" !
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Dans le cadre de notdude, nous avons esﬂvxyautomatiser le processus d’extraction
de la courbe Zo-coupon” partir des donfes de taux fourniau niveau du site de Bank Al
Maghrib et ce en utilisant le code VB&xcelfigurant dans I’Annexe I et ’interface de cette
applicationse pZsente comme suit

Date de courbe
Extraire la courbe ZC
30/04/2019
Date d'échéance Transaction TMP Date de la valeur Maturité (en jrs)

20/05/2019 61,83 2.30% 30/04/2019 20,00
17/06/2019 254,75 2.32% 02/04/2019 76,00
16/09/2019 1197.15 2.32% 30/04/2019 139,00
21/10/2019 322,57 2,36% 30/04/2019 174,00
16/12/2019 72,21 2,34% 30/04/2019 230,00
20/04/2020 508,68 2.33% 30/04/2019 356,00
18/05/2020 1251 2.35% 30/04/2019 384,00
20/07/2020 247,84 2.38% 30/04/2019 447,00
14/09/2020 46,79 2,.38% 30/04/2019 503,00
30/01/2021 96,57 2.40% 30/04/2019 641,00
15/03/2021 211,33 2.45% 30/04/2019 685,00
19/04/2021 68,69 2.41% 30/04/2019 720,00
19/07/2021 25,59 2.42% 30/04/2019 811,00
16/05/2022 266,38 2.48% 30/04/2019 1112.00
17/10/2022 164,99 2.50% 30/04/2019 1266,00
19/06/2023 25,39 2.54% 30/04/2019 1511,00
16/10/2023 144,73 2.57% 30/04/2019 1630,00
15/04/2024 724,84 2.60% 30/04/2019 1812,00
14/06/2027 209,02 2.96% 30/04/2019 2967,00
18/06/2029 1 464,02 3,05% 30/04/2019 3702,00
17/07/2034 688.3 3.45% 30/04/2019 5557,00
16/08/2038 537,51 3,71% 06/05/2019 7042,00
19/02/2046 33,89 4,23% 05/04/2019 9817,00

G3A. ' EFFA( 1A/*&H#& 4(1"#& &+VIHH+.*/()4&-'&+V'E(1/*()4&- &+ &*YST)&) SH) AM&H/1 (. 1188 ) 44" #&
H$;+."#8H#& 8 #.(S&N/AWE&Q+&3/B2L.;

Au niveau de la feuille Excel refsentes cidessusnous commeneons par fourrdir
partir du site de BAMesdonries d’entrZe ” savoir la date d’ZchZance, le taux moyen pofd
par les prix (TMP) des transactions et la date de valeur correspondants aux lignes obligataires
concerizes par des dfations d’Zchang€ une date dorie. Quant la maturi?, elle correspond
au nombre dejirs séparant la date d’ZchZance” celle de valeur. Par la suite, en cliquant sur le
bouton (Extraire la courbe ZE, les diffrents calculs vus dans les sections de Bootstrap et
d’interpolation et extrapolation linZaire permettent d’aboutir aux diffZrents taux actuariels pour

de nombreuses matufitet d’en dZduire les taux Zo-coupon.
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A titre d’exemple, nous prZsentons dans les figuresdgssus et ailessous les doides
et les Psultats obtenus pour la courbe du 30/04/2019

Maturité en jours Maturité(ans) Taux Actuariel Taux ZC
76 0.208 2.38% 2,38%
139 0.3808 2.37% 2,.37%
174 0.4767 2.40% 2.40%
365 1 2.36% 2.36%
730 2 2.41% 2.39%
1095 3 2.47% 2.46%
1460 4 2.53% 2,54%
1825 5 2.60% 2.61%
2190 6 2,72% 2.74%
2555 7 2.83% 2.86%
! 2020 8 2,95% 2,99%
3285 9 3.00% 3.04%
3650 10 3.04% 3.08%
4015 11 3.12% 3.17%
4380 12 3.20% 3.26%
4745 13 3.28% 3.36%
5110 14 3.36% 3.46%
5475 15 3.44% 3.56%
5840 16 3.50% 3.65%
6205 17 3.57% 3.74%
6570 18 3.63% 3.83%
6935 19 3.70% 3.92%
7300 20 3.76% 4,01%
7665 21 3.83% 4.11%
8030 22 3.90% 4.20%
8395 23 3.97% 4.29%
8760 24 4,03% 4.39%
9125 25 4.10% 4.48%
9490 26 4.17% 4.57%
9855 27 4.24% 4.67%
10220 28 4.31% 4.76%
10585 29 4.38% 4.85%
10950 30 4.44% 4,95%

G3A.'END)L( #&-'&+V'E(L/*(.)4&-'&+/&*)$1; &K)BH)4&-$&7DXDBX6DC@

IIl. MZthodes indirectes de reconstitutiorde la courbe des taux zZro

coupon.

Cellesci reposent sur le principe de minimisation de 1’écart au carré entre les prix de
marché et les prix reconstitués a I’aide d’une forme a priori spécifiée des taux zéro-coupon ou de
la fonction d’actualisation pour un panier d’obligations a coupons .

Concretement, on prend un panier constituZ de n titres obligataires coupomnmZs po
lesquels " une date donnZen note:
- P; le prixdu marchZ du'f® titre

- I”; le prix thZorique du’J® titre qui n’est autre que la somme des flux futurs actualisés ou

. D _ J
encore B = Ys=s,,..s, B(t,5) X F

II! l# !II !
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Oe st reprZsente lBux futur du J™ titre tombant Ja date s (s>t ) dont le facteur d’actualisation
correspondant et(t, s) etst,$,...,sn sont les dates des flux futurs , 5, ., F; | (typiquement
F;, = Coupon pour tout i=1,....,n-1 et F; = Coupon + Nominal).

Les mZthodes indirectes consistéanca approcher les facteurs d’actualisation B(t, s) par une
fonctionf(s-t ; #) dZpendant de parametr@s estimer en minimisant I’erreur quadratique entre
les prix observZs et les prix calcuiZﬂgn%Z?ﬂ(Pj —P)?

Ainsi Ztant donnZ que la courbe des taux a en gZnZral une forme assez rZgulisre et prZsentant
peu de changement de convexit3, ZtZ poposZ dans un premier tempsl@gprocher par des
fonctions simples telles que les polynomes, exponentielles de polynomes, etc...” travers les
mZthodes " spline€n revanchgcellesci ont des inconvZnients majewisnt principalement
le 4+.%19,$!63(!1208eents n’ont pas d’interprétation financiere. !

M$!/01-6$!1$!@$6(0)!0.$<$6!+%%0&*$!,)$!&'%0)($!%+&*.$66$!C12$!%680:6-/$7?
1. Le modele de NelsorSiegel:

Il va sans dire que leonnaissance des facteurs d’actualisation ~ diff Zentes datesAiermine les
niveaux des tauxZzo-coupon dont les matud corresponderit ces dates et vigersa. Dans

ce sens, la fonctionnelle des tadkecouponpropoge par NelsorSiegel espour une maturst

_e ¥k _e s 2]
0 RY0,0) = o+ b ||+ [ — e
[ [
O les diffrents parantres du moele peuvent stre inter@t7s de la manre suivante

- = lim RN5(0, 8) est le taux long il incarne le facteur de niveau
0= 4 g
—00
- = lim R¥5(0,0) — BB, est I’écart entre le taux court et le taux long et refléte donc le
17650 0 g

facteur de rotation
- B, est le facteur de courbure

- T estun paramétre d’échelle destiné a rester fixe au cours du temps !
L’inconvZnient de ce mode est qu’il ne permet pas de donner toutes les formes des courbes
prZsentes sur le marzhll existe en effet des courbesine bosse et un creux comme celle ci

dessous que le meld de NelsorSiegel ne permet pas de natiser :

"I



5% +3&'$"EX-3&3,&38-"1"4,"#8:943%,&38-":$"4,")8.'=$":$%"§B;"B9'8

Courbe de taux a une bosse et un creux

7.0%

6,5%

6,0%

Taux ZC

5,5%

5,0%

4,5% -+ J
0 5 10 15 20 25 30 35

Maturité

En outre, ce modéle manque aussi de souplesse d’ajustement pour les grandes maturités

supZrieures ~ 7 ans si bien que les obligations de telles maturitZs sont parfois mal ZvaluZes par
le modele.

Cependant, le premier incafnient de flexibiliZ peut stre lev en utilisant le mode de
NelsonSiegel augmeit

2. Le modele de CSvenssorE ou de NelsorSiegel augmentZ

Svensson apporte une solution au prota de flexibiliZ en introduisant un paratme 3, de

courbure sup@imentaire influant surtout la partie courte de la courbe.

Ainsi, avec les memes notations utfss pour le mode de Nelson Siegel, la fonctionnelle des

taux zZrecouponprenddans ckii de CSvenssork la forme suivante

e~ S T
R%(0,0) = By + B4 [19_/T] + B2 llT— e B/Tll + B3 IIT_ e 6/12]

Avec 1, ett, sont des parametres d’échelle

Cette extension donne plus de flexibilitZ ~ la courbe sur le secteur court @ependant, ces
indirectes de reconstitution de la courbestent moins performantes que les nbesl

stochastiques puisqu’elles ne prennent pas en considZration la volatiliZ des taux

Il! l%!ll !
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*54/3):6! @ P%6+7%6$10()3(05!$)(.54%$)37%
6)+6%:14//+3.4)3(0'60!A3040.6

Dépendant de I’aléa et du temps , la modélisation de n’importe quel processus relatif a
un actif financier requiert la familiarisation avec les diffZrents calculs stochastiques et la
maitrise de la projection des rZsultats au domaine de la finance poneilieire lecture et
interprétation et ainsi ’aboutissement a des conclusions consistantes menant vers une bonne
prise de dZcision.

Dans ce contexte, le prZsent chapitre constitue une breve esquisse de notre travail
prZsentant les notions stochastiqgedase tout en mettant en relief leur application au marchZ

financier.

|. Hypotheses sur le marchZ financier.

Avant de commencer, notons que sauf en cas de mention contraire, nous considZrons
dans toute la suite les hypotheses simplificatrices suivanté&’es:

9 Le marchZ est liquideon peut vendre et acheter " tout momgent

9 Les actions sont divisibles a I’infini, on peut emprunter et vendre a découvert ;
9 Les Zchanges ont lieu sans coZt de transagtion

9 On peut emprunter et prster au meme taux comsta

Ces hypotheses, bien que n’étant pas toujours vérifiées en réalité, caractérisent un
univers risque neutre et constituent une premiére modé¢lisation ayant I’avantage de pouvoir
fournir une Zvaluation des actifs financigeffectivement, la probabilitZ risquresutredZsigne
la probabilité telle que le prix d’un actif est égal a la somme des flux futurs générés attendus.
L’avantage de cette probabilitZest qu’une fois calculée, elle peut étre utilisée pour fixer un prix

" chaque actif, en s’appuyant sur les revenus futurs attendus.

Cependant la probabilitZ risque neutre reste thZorique puisque les revenus attendus
s’ajustent a ’aversion de chaque individu au risque. L’acceptation Crisque neutré& signifie

donc qu’aucune prime n’est attribuée a la prise de risque.

eIt
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Dans ce qui suit, osuppose qu’il y a sur le marché I’hypothése d’absence d’opportunité
d’arbitrage (AOA, no free lunch entre tout instant 0 et T. L hypothése signifie en termes
simplistes: "Si ma richesse aujourd’hui est nulle, elle ne peut devenir positive et non
identiquement nulle", soit "On ne peut gagner d’argent sans capital initial". Le raisonnement
(dZfaitiste) est : "Sl y avait un arbitrage, quelqu’un en aurait déja profité". Sachant qu’il y a
dans les banquésaucoup d’arbitragistes, cette hypothése est cohérente sur les marchés et elle

correspond a I’existence d’une mesure de probabilité risque neutre.

II. Modele du marchZ financier :

Avant de commencer, notons que sauf en caselgion contraire, nous considZrons
dans toute la suite les hypotheses simplificatrices suivantes vZrifiZes

En notations mathZmatiquesyr une durZe [0, 1@ marchZ financier se modZlise par un
quintuplet (Y, F,(Fotep, ¢!) o°:

- Yest I’'universou I’ensemble (en général infini non dénombrable) des états possibles
du marché, muni d’une tribu'! F

- Pour tout €"#$%&Best undribu contenant toutes les informatiodsponibles sur
le marché a I’instant t, la famille (F): eo,1) €St undfiltration, ¢’est-"-dire que, pour
tout 0<s<t<TonaF4 S F, S F.

- ¢est une probabilitdZfiniesur (Y, F), appelZgrobabilitZhistorique

- 1" est un processus stochastigmesurable adaptZ sqiY, F,(Fo: ep1]) appelZ
processus de prix

A prZsent , nous expliquerons les notions probabilistes citdessis

[1l. Quelgues notions importantes en stochastique :

1. Processus stochastique

Un processus stochastique (ou alZatoire) est une famille de variables alP4thiegs 113b!
appartiengZnZralemeritR ou N.I
Ve € Ot > X,(w)est appelZ trajectoire (ou rZalisation) du proce@§pso

2. Latribu :

U)$! tribu! eo#6<$:&+! $)! N)<6+.(gurl( Q" est une famille de parties !de25
contenant I’ensemble  vide, stable par passage au complémentaire, union

dZnombrable et intersection dZnombrable.

WYO)$I*&.2,1(,&1,)1$) ($/:6BINIS(*1,)1$)($/:6$1)0)18. 15! 1$1%+&*.$ (11$IN5!(*+:6$1%+&!%+((+<$!+,120/%6'/$)*+.&$!$*1%+&! )
1)0/:&+:6$1e1$*110)21+,((.1%+&!.)*$&($2*.0)11')0/:&+:6$gP!!
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% Tribu engendrZe:

La tribu engendrZe par une famillevdeiables aIZatoirQXt)te[O,T]"est la plus petite
tribu contenant les ensemblgs* (A) pour toutt € [0,T] etA € Bg?

On la notéo (Xt < T)?

O+ By est la plus petite tribu contenant tous les intervalles ouverts (ou fermZs, ou
ouverts “droite fermZs "~ gauche...)

3. La filtration :

Une filtration est une suite croissante de trigg3,,so, c'est -direvn € N, E, C F,,,4.
Si(X))iey €St une suite de variables alZatoires, la filtrat{@}),., dZfinie parF, =
o(Xq, ....., X;,) est apelZe la filtration naturelle de la suié;);ey -

% Processus adaptZ

Le processugX;);cyest dit adaptZ ~ la filtratio(F, ) ,»o!si Vn € N, X,, est F, —
mesurable?

4. Mouvement brownien

On se donne un espagmbabilisZ Y, F, ¢) et un processu®Bt)=0 sur cet espace.
Le processuéBi)=0 est un mouvement Brownien (standard) si :
e By = 0 (le mouvement Brownien est issu de I’origine).

e (B):so est presque strement continu c’est-"-dire que pour toute rZalisation la
fonctiontrajectoirest — B;(w) est continue.

e Vs;t>0 tels ques < t, I’accroissement B, — B, estune variable alZatoirde loi
gaussienne centrZe de variatte s), ¢ -d. B, — B;~N(0; (t — s)).

« Le processuéBi)=0 est " accroissements indZpendants :
Vs < t, B; — B, est indZpendantudprocessu$B,, ) o<u<s avVant le temps s.

5. SBURFHMWXYV G

On appelleprocessus d’It™un processuéX;).cpor) ~ Valeurs dans tel que
P-psVt<T; X, =X, + [, K.ds + [, H,dB,
I$) 'C
(Bp) 120 $%&".-"#8./$#$-&"='8Z-3%"
X, $%ER$%. =4%
['$&"U"%8-&":$.;"+'8)$%6 Yon o F:, +&9%"&$4%"6.$
PRBYBE > 0; [ |K,|ds < o0'$&f) HZds < 0B

e
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6. Martingale:

Le nom martingale est synonyme de jeu équitable, c’est-"-dire d’un jeu ou le gain que 1’on peut

espZrer faire en tout temps ultZrieur est Zgal ~ la somme gagnZe au moment prZsent. Les
martingale, ainsi que leurs variantes les sonuertingales et les sumartingales, jouissent de
nombreuses propriétés qui les rendent trés utiles dans 1’étude de processus stochastiques.

MathZmatiquementpg un processus adaftf,; F,).cy tel queX,est intZgrable pour tout n,
i.e.,E(|X,]) < o. On dit que le processus est
e.glne martingal®!(.'%0,80,(!0 < m < n0

"""" E(Xn/Fp) = Xm\"+B%B
e..gine suymartingalé{.!%0,&0,(!10 < m < n0

"""" E(X,/Fm) < X, \"+B%B
e...ginesousmartingalé(.!%0,&0,(!0 < m < n0

"""" E(Xp/Fm) = Xpm\"+B%B

V. Quelques thZorsmes de base :

1./ H OHPPH GY,W

Soit (Xi)o.un processus d’It6 de la formeX, = X, + fot ugds + f; o.dB,
Ou encore dX,; = p, dt + o,dB,

Avec i, eto, sont deux processus alZatoit8sit @ € C1?(R*, R™)
Alors @(t,X,;) estun processus d’It6 et:!!

00(t, X,) N

1 ,0%0(t X,) 09(t, X,)
d@(t,Xt) = < at EO’% th> dt+Ttht

2. Le thZoreme de Girsanov

Soit (8,;t € [0,T]) un processus adaptZ tel qﬁfeeﬁds < +oolp.s.tel que leprocessus
(Li; t € [0,T]) dZfinipar:

t 1 t
L, = exp {—f 0.dB; — —f Oﬁds}
0 2,

soit une martingale sou®. N60&(5!00, ([Gebabilit2Q!1'4.).$!%+&

&&&&&&&&&&&&&&&g%&&&&&&&g{&&gg@a&&&%gf&a&u}m&&&&&&&&h&&&& 8.&8&8E&E&E
6$!%&02$(((B;; t € [0,T])'8'&.4.4)'B, = B, + fot 0,ds&(*1)!/0,8%/$)*  1:&0f).$)! !

(*+)1+&17?
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Depuis quelques annZes, de nombreux modslesuabe ont ZtZ dZveloppZs deux
approches dominantes prZvalent quant ~ la modZlisation de la strpeuterme des taux
d’intérét en temps continu.

La premiere a ZtZ introduite par VASICEK en 1977 et concerne les mogisles
supposent qu'il existe desriables alZatoires ou variables d'Ztatapriditionnent le prix des
obligations mais aussi leur risque. Plus rZcemntiapproche probabiliste de la structure par
terme qui se situe dans le cadrenthd+le de HEATH, JARROW et MORTON (1992)nscrit
Zgalement dans cettignZe, puisque ces auteurs considerent comme une donnZe connue
I'ensemblede la courbe des taux de la date initiale. Ces modeles dZpendent ddmendes
exogenes, ce qui leur vaut l'appellation de modsles d'Zquilibreghdftius possedent la meme
caractZristique : la prime ou les primes de risqast dZpend la structure des taux sont
indZfinies et doivent donc faire l'objéun choix™ priori ~ moins qu'ells ne soient laissZes
indZterminZes gr%o.ce “amangement de poabilitZ.

Parallslement aux modeles d'Zquilibre partiel, les modsles d'Zquilibre gZddrdlje
plus cZlsbre est celui de Cox, INGERSOLL et Ross (1985) prZsdizteantage d'une tres
grande cohZrence interne puisqu'ils permettent d'idenigfievaridles d'Ztat ainsi que leur
dynamique, et surtout, de dZtermirde fason endogene les diffZrentes primes de risque.
NZanmoins, ces modslémposent des restrictions tres fortes sur le type de comportement

supposZ desgents.

On constate quedien quela littZrature relative ~ la prZsentation sdemodeles
stochastiques de la courbe des taoiktres abondantecelleci reste pewsuivie de recherclse
" caractere empirique dobjectif de la prZsente Ztude est de se concentrer sur les performances
empiriquedde certains modes de baselans le contexte des taux obligatainegrocainsUne
prZsentatioprZalabledu fondement thZorique desdeles utilisZs’impose dans ce cadre et
elle fera ’objet de ce chapitre. Aussi, nous appliquerons 3 modesles principaua tourbe des

taux .... pour pouvoir juger celui qui est le plus adéquat

III I III I
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Avant de développer le volet théorique, il est a citer que I’étude historique des
mouvements de la courbe des taavant les rZcents ZvZnements liZs ~ la conjoncture sur les
marchZ®n2012(taux courts nZgatifs), met en relief les points suivants

P1: Les taux d’intérét ne sont pas nZgatifsil apparaissait en effet aberrant d’un point
de vue économique de préter de I’argent a un taux négatif. Cette propriété est aujourd’hui
remise en cause, avec pour exemple I’emprunt réalisé en juillet 2012 par la France a des
taux nZgatifs

P2:lls sont affectZs par deffets de retour ~ la moyennedes valeurs ZlevZes de taux
ont tendance a étre suivies plus fréquemment par des baisses que par des hausses. L’effet
inverse est Zgalement constptdir des niveaux de taux inhabituellement Easeffet,
contrairement aux actions et aux indices actions, les taux n’ont pas de trend*? sur longue
pZriode et ils Zvoluent sein d’un tunnel.

V4%G! 3
d’intérét !

VA%GI#+69#16)1)60240.6!N

........................................................................... B3964%!26!:6)(%:INI+4!
&(d6006!!

V4%G!A43;+6!6)!)60240.6!1
54%$$5!

&8&888&8688EE8E8EEEEEEEEE & &L $EESEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEELEE&EE&E&E&ES
> V6&/$!!

i —  — — e GIAUER M I A (A& &+ V' AA(&-'& 1 () $1&ME&+/ &%) K44

P3: Les taux n’évoluent pas de fason parfaitement corrZdZci-dessous les corrZlations
entre les variations quotidiennes de tausoxOuponissus dda courbe interbancaire
pour la France d&995 ~ 1998.

™ 3M 6M 1A 2A 3A 4A 5A 7A 10A

6M 0,908 | 0914 1
1A 0,546 | 0,539 | 0,672 1
2A 0,235 | 0,224 0,31 0,88 1
3A 0246 | 0,239 | 0,384 | 0,808 | 0,929 1
<A 0,209 | 0,202 | 0,337 | 0,742 | 0,881 | 0,981 1
5A 0,163 | 0,154 | 0,255 0,7 0,859 | 0,936 | 0,981 1
7A 0,107 | 0,097 | 0,182 | 0617 | 0,792 | 0,867 | 0,927 0,97 1
10A 0,073 | 0,063 | 0,134 | 0549 | 0,735 | 0,811 | 0,871 | 0917 | 0,966 1

)1 +)2!

Il!l+ !Il!



5*,+3&'$"F],"#8:943%,&38-"%&8)*,%&36.$":$"4,")8. =¥ 9B- "

P4: Les taux ~ court terme sont plus volatiles que les taux ~ large; en dfet,

historiquement la volatilitZ est gZnZralement une fonction dZcroissante de la maturitZ des

taux, ou croissante sur le court terme jusqu’a un an puis décroissante au-del".

Ainsi unmodele de taux idZal devrailt avoir les caractZristiques suivantes

RZaliste: il doit permettre de prendre en compte les propsiZmpiriques de la
courbe des taux mise en Zvidenceessus.
Bien construit : les inputsdu modele doivent etre observables sur le marchZ ou

facilement estimables, et en outre frZquemment rZajustables.

Compatible avec les prix de marchde produits tels que les obligations " taux

fixe, swaps standards...
Suffisammentsimple pour permettre des calculs rapiggsntuitifs.
Ne nZgligeant pas uriacteur de risque

&ERKpUHQW GIXQ SRLQW cBsH -difeX Hatistikam R’ hsdn¥eH
d’Opportunité d’Arbitrage (AOA). Cette caractéristique peut aujourd’hui étre

remise en cause avec I’émission de taux négatifs sur le marché.

Offrant une mZthode & couverture du produit de taux qui permette au vendeur
de dupliquer aisZment le produit, et par consZquence de sZcuriser tout au long de la

vie du produit la marge dZgagZe initialement lors de la revente.

Ce modele parfait n’existant pas, il existe comme nous 1’avons cité prZcZdemment une

multitude de modeles développés pour s’en approcher notamment les modeles stochastiques

proposZs rZcemment. Dans la suitays indiquerons la thZorie sur laquelle se base chacun de

ces modeles qui peuvent etre monofactels ou multifactoriels, ~ discrZtisation exacte ou

approximative mais encore reposant sur la théorie de I’absence d’opportunité d’arbitrage ou sur

I’équilibre du marché offre/demande. Cecinous permettra de calibrer les modeles en estimant

les diffZrentpparametrescorrespondant aux donnZes marocaines disponibles et Zventuellement

comparer les résultats pour faire un choix d’estimation adéquate de la courbe des taux zéro-

couponse basant essentiellement sur la vZrification de la majoritZ des criteeaugiavant.

"G Mt
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. Modeles” un facteur :

Dansles modelesa un facteur, le taux a court terme est la seule variable d’état qui
explique I’évolution de la structure par terme des taux d’intérét. Ce taux est considéré comme
un indicateur des conditions du crZditraeme comme le point focal de la politique monZeai
En effet, la connaissance du tausourttermerevét d’une importance cruciale pour les acteurs
du marchZ monZtaire et obligataire, si bien que son niveau (actuel et anticipZ) constitue un
déterminant majeur de la structure par terme des taux d’intérét et cela expliquéien la raison

pour laquelle les modeles a un seul facteur identifient la variable d’état au taux court.

On commence par postuler que le taux a court terme est 'unique variable aléatoire
dZterminant la courbe des taddntérét. Les changements du taux court sont décrits par la

diffZrentielle stochastique dans laquelle tous les ZIZments sont scalaires :

dr(t) = u(r,t)dt + o(r,t)dB(t)

Le taux court suivant un processus d’Itd, p(r,t) dZsignel’espérance du changement

instantanZ de r(t), et!(r, t) est Zgale " la variance de ce meme changement.

A ce stade, le processus gouvernant 1’évolution de r(t) est encore tres gZnZral : la
tendance p et la volatilit# sont susceptibles de dZpendre du niveau courant du taux court et
de I'instant considéré. Le choix d’un processus d’Itd6 impose une condition non triviale : Les
trajectoires de r sont continues,l€taux court n’effectue donc aucun saut instantané. Ainsi,
par exemple, si on suppose que le taux court est fixZ par les autoritZs monZtaires, cette propriZtZ

exclut la prise en compte d’éventuelles ruptures de politique monétaire.

1. 0ORGqOH GH:9D&AtpHN
4=8:#$60)4)3(0!)5#(:37%6!2%!&(2T+6
-101-2-3-4215617489:1:315-:3<-=63-42156!3>6 2 @U6<3

L’une des premiéres modélisations stochastiques des taux fut développé par Vasicek en
1977. Cette modélisation du taux instantanné a court terme, effectuée dans le cadre d’un modéle
d’équilibre partiel, supposeque le taux court instantanZ r suit le processu®rZgressif

d’Omstein-Uhlenbeck” coefficients constantst ceci se prZsentemme suit

dr(t) = k[0 —r(t)]dt + odW,,r(0) = 1y (21)

"T#EM
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Oe- ro, k, detosont des anstantes positivest P est unmouvementrownienstandard qui
suit unprocessus de Wiener

La solution explicite d€EDS (EquatiorDiffZrentielle Stochastiqué)?Westpour touts<'t :

r(t) = r(s)e—k(t—s) +0 (1 _ e—k(t—s)) + o_fst e k(t-uw) dw, e®
ouencorer(t) = rge ¥ + 0 (1 — e ) + ge ™™ fot e dw,,

Ainsi, le taux court(t) est distribu/iormalement conditionnellementF et sonespZrance

et savariance sont respectivement

E{r(t)|Fs} =r(s)e 9 + 9 (1 — e *t9) (23

Var{r(t)|F,} = :—:{ (1 — e 2k(t=9)) (2.4)

Cette modlisation permetioncde prendre en compte ’effet de retour a la moyenne
constaté sur les taux d’intérét. En effet, sur un long terméc-"-d en tendant ters I’infini), le
taux courtr(t) aura tendance se rapprocher de smiveaumoyend " la vitessek (interprZtZe
comme la vitesse d’ajustement du taux court actuel vers sa moyenne de long terme 6) .
Explicitement, lorsque r(t) s’éloigne de @ , I’espérance de sa variation instantanZe devient non
nulle: si r(t)<b, celleci est positive de sorte que le taux court a tendance ~ augmenter en se
rapprochant a sa moyenne sur le long terme d’autant plus intensément qu’il s’en est écarté et
gue le parametre k est grand!’inverse, Si r(t)>h I’espérance de variation instantanée du taux

court r(t) sera nZgatif et celai diminuera dans le temps pour se rapprochet. de

Ce plZnomene de retourla moyenne que Vasi¢ek met en évidence, trouve bel et bien
ses racines dans le marchZ obligataire@ecomportement du taux coyut stre justifiZ par
des arguments macroZconomiques. Effectiventensgue les taux sont ZlevZs, la demande de
fonds de la part des emprunteurs est faible et I’économie tend ~ ralentir engendrant ainsi la
baisse des taux. Lorsqu’au contraire les taux sont faibles, les emprunteurs seront plus nombreux

et I’économie aura tendance a augmenter en faisant grimper les taux.

En d’autres termes, nous pouvons considZrércommeCune force de rapp&puisque,
comme nous le constatodans les formule@.3) et(2.4), en la tendant vers I’infini (Zquivalent
" une force de rappel importantd’gspérance conditionnelle du taux courtendbel etbien vers
sa valeur moyenn@ et la variance quant ~ elle tend véasvaleur nulle alors qu’inversement,
lorsquek tend vers 0, I’espérance conditionnelle tend vers la valeur actuelle du taux r(s) , ce

qui Sexplique pata nullitZ de la force de rappel, alors qaesériance tend vels-s) a2)

"SI
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La mise en ceuvre pratique des processus stochastiques, tels que le modéle de taux court
de Vasicek nécessite une discrétisation que ce soit pour I’estimation des parameétres ou pour la
simulation des trajectoireBans ce sengious allonsitiliser la discZtisationexacteproposZe
par GOURIEROUX, MONFORT et RENAULT (1993jonnZe par la forme suivar{t@our

simplifier nous notons; !le taux court a I’instant t au lieu de r(t)) :

re—ri1=0(1-e*)+(e*-1)r,_s+& (25

0'2 —
Avec: £t~N(0,§( 1—e 2"))

L’équation de discrétisation (2.5) s’écrit aussi sous la forme suivante :

r.=a+br,_ 4+ ¢ (2.6)

Avec: =0 (1—e7*) et *=e7k
e a etb desconstantes positives .
e A+t le résidu de I’équation de régression
eI +1 est le tauxcourta ’instant (4

Ainsi, ’équation de ’évolution du taux court se présente dans ce sensomme Ztant un modele
autorégressif d’ordre 1 AR(1) et le calibrage du modeéle de Vasicek aprés vérification de cette
caractZristique devient simplél suffit d’appliquer une régression linéaire entre deux jeux de

donnZes historiquete taux courtpouraboutir auxestimationsles paramstreklet Einsi que

Iécart-type des rZsidudoqui permettront de remonter aux paramstres du proceS6usstein

Uhlenbeckcomme suit

Yk = —In(b)!

a
%0 = —1
) 1-b

2k
Yy — _ 2k
Va0 = 0, 1—e—2k&

II! (%II !
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Ayant comme objectif la modZlisation de la courbe Tdpon, qui comme citZ
auparavant constitue un point de départ pour la modélisation d’autres courbes mais aussi
principalement dans notre Ztude un atouirpa valorisation du portefeuille obligataire et la
prZvision, nous cherchons ~ ce niveau ~ dZterminer les prixaxnpon de diffZrentes maturitZs
" partir du taux court afin de dZduire les taux zZmopon correspondants et aboutir
Zventuellement " laourbe désirée que ’on comparera & celle du marché pour savoir si le
modele est adéquat et s’adapte bien aux données. Ceci s’avere possible dans la mesure ou les
modeles a un facteur considerent que toute 1I’information concernant la structure par terme en
tout point dans le temgmeut stre incarnZe par le taux court correspondant. Par consZquent, dans
ce contexte, seuls le taux court et le temps restamhatlaité affectent le prix d’une obligation
quelconquePlus particulierementsous une probabilit&sque neutref, le prix B(t,T) " la date
t d’un zéro-coupon de maturitZ (T>t) peut «tre dZterminZ par

B(t,T) = EQ [e— ftTrsds Tt] — EQ [e— ftTrsds

ARNEY)

Toutefois, Ztant donnZ qu¥asicek a dZfini son modslehistoriquement en univers rZein
changement de numZra@r passant par le thZorme de Girsasiavpose, un terme incarnant

le risque apparait et le processus s’écrit donc dans 1’univers risque neutre :
dr, = k(69 —r,).dt + cdW, (2.8)mmn
Q _ iz . . .
O 0°=0- + tel que A représente la prime de risque
Et W,=W,+ At estun mouvement brownien sofi{ par lethZoreme de Girsanov )

Ainsi en univers risque neutrla,solution de I’EDS (identiquement 72.2)) est pours>t:

S
rg =1, + 92 (1 — e7k(-D) 4 ae_ksf e dw,,

t

Aussi, a I’instar des relations (2.3) et (2.4), nous avons
Er|F ) = (r—0He™ ¢ + ¢

2
Var®{r,|F,} = % (1 — e 2k(s=0)

"I(&!"!
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. . . T . .
Par ailleurs, le caractere gaussien du taux couftit queft r.ds suit une loi normale dont

I’espérance m(t,T) et la variancer(t,T) sont respectivement

T 1—e~kT-0
EC{f 7 ds|Tt} = (-0 ———+0°(T—-1) ("

1—e —k(T-t)

var®{[ ryds|F.} = - 2= ~ (1— e *T-0)? Z—E(T —t— ) (%)

v(tT)

:Ft} = e_m(tT) 2 ()

T
AuSSi NOUS avons EQ {e‘ J; Tsds

Des relations4.7), (*), (**) et (***) nous dZduisons en effectuant de simples calculs que le
prix a la date t d’un zéro-coupon de maturité T s’écrit : !

B(t, T) = a(t, T)e 2&Dr: (2.9)

avec-mmlib (¢, T) = = (1 - k-0,
2 2
(e, T) = exp{(6Q — ;_kz) [b(t, T) — T + t] — "—bz(t, ).

= exp((0 -2 - 2 b T) - T+ t] - B T)}

Du prix zZrecoupon,on peutextraire directement le taux zZctouponqui nous

intZresse le plus ~ ce nivediu Ainsi selon ce mod-sle, le taux zZcoupon de maturité T s’écrit

" la date t:
RT) = InB(t,T)
S T—t
1 o’
=~ L (b, Dr + (0 -2~ ) b6, T) ~ T+ t] - Zb*(2,T))
Ou encore

R(t,T) = _i{i (e—k(T—t) _ 1)7‘t + :_kzg (1 _ e—Zk(T—t)) n % (9 . 176 _

Z) (1 - ekT-0) — (9 - 22 2) (7 _ )

On note que pour une maturité tendant vers I’infini, le taux zéro-coupon est constant et ne
dZpend pas de et on pose
. 0'2
R(t, o) = %LngoR(t,T) =60 ———m
1—e—k(T- t)

k(T-t) 4k3(T —-t)

D’ou: R(tT) = R(t,) + (r; — R(t,«)) (1 — e~ kT-0)y2

e
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Jusqu’a présent, les démarches précédentes permettent d’estimer les parametres du
processus de diffusion. Pour pouvoir dZterminer les prix et les taux desozipans, il reste
donca spécifier le paramétre A correspondant au prix du risque du marché et mesurant ainsi le
degrZ auquel les investisseurs exigent des rendements plus ZlevZs pour compensetide risque
dZfaut et le risque de liquiditAuxquek ils seront exposer en dZtenant une obligation.
L’estimation de cette prime de risque se fait en calibrant le modele de sorte ~ optimiser sa
reprZsentation de la courbe rZelle construite ~ partir des donnZes du marehZore ~

minimiser ’écart entre cette derniere et la structure engendrée par le modele.

=IL//+3.4)3(014%G!2(00#643$/(03; +68!

Le taux court est la limite du taux d'intZrst des obligations ~ maturitZ tendant vers zZro.
Par consZquent, nous ne pouvons pas observer directement le taux court sur le marchZ.
Cependant, nous pouvons considZrer le taux court comme laugowr le jour des banques
de réserve, puisqu’il a la maturité la plus courte du marché. Il est également possible d’utiliser
le rendement des obligations ~ tres court terme (par exemple, 1 mois ou 3 mois jusqu”
I'’ZchZance) en tant que valeur approxiveatiu taux court.

Le taux courtpeut pour autant tréZfini comme le taux de croissancamcompte
bancaire Aussi, il est ~ noter queoutes les dZfinitionswtaux d'intZrst sont Zquivalentes pour
des intervalles de temps tres courts. En effet, ifaste de montrer que le taux court peut stre

Zcrit comme la limite de taux zZro coupon dZfirdessus

r(t) = 1!l—>r?+ R(t, T)

-1D<0;:23>3-4215:;154220A\!

Dans le cadre de notre Ztude, nous avons choisi comme taux court terme le taux moyen
pondéré (TMP) qui est un taux au jour le jour du marché monétaire. C’est un taux moyen
pondZrZ par les montants des transactions dZcl@dies un Zchantillon reprZsentatif
d’établissements admis au marché interbancaire.

Ainsi, pour une estimation exhaivet des parametres dZsirZgsousutilisZ une base de
donnZesissez large, cellées données journaliéres du TMP s’étalant du 1/1/2005 au 5/5/2019,

soit un total de5238 observations reprZsentZes sur le graphe suivant

(@
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Nous constatons que le TiyIBe caractZrise durant la pZriode considZrZe par une grande

volatilitZ et ceci s’explique bien par sasensiflitZ au niveau de liquiditZ bancaire a taux
directeur de la Banque Centrale Marocaine (BANEn effet, dans un premier temps sur les
annZes allant de 2005 " 20atdans le cadre d’une absorption de liquiditZ, Bank Al Maghrib
mettait en vigueur des taux directeurs relativement Zléwasoir un taux de 3,25% en 2010
et parallslement " cela les valeurs diMP oscillaient ~ haute Zchelle et ont atteint dess pi
dZpassant les 4%ar la suite, un dZficit de liquiditZ bancaiegactZrisait le marchZ monZtaire
et BAM dZcidade baisser son taux directeur en septer@biet de 25 pb¥s ~ 2,75% et en
dZcembrede la meme annZde 25 pbs supplZmentaires ~ 2,5@ur finalementle fixer
jusqu’aujourd’hui en 2,25%gquant auauxinterbancaire moyen pondZrZ au jour le jour (TMPjj),
il a oscillZ dans une fourchette comprise entre 2,25% et 284%st Ztabli au premier

trimestre de ’année 2019 en moyenne ™ 2,2%.
Globalement, les valeursipes par le TMP restent toujours proches des taux directeurs

Drailleurs, la figure ci-dessous prZsente diffZrentes statistiques relatives ~ la sZrie de

donnZes du taux moyen pondZrZ (FMP

WIB0.)*11$!:+($!e%!gc’est une unité de mesure fréquemment utilisée en finance pour décrire la variation d’un
%0,&2$)*+<$l0taux d’un produit financier!; sur le marché monétaire, c’est I'unité minimale. Par ex si taux passe
1$No!CN\SWO05!.6!+,&+!+,</$)*11$IW19%0.)*(11$!: #($?

"o !
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1,200
Series: TMP
Sample 1/01/2005 5/05/2019
1,000 Obsenations 5238
800 Mean 0.028671
Median 0.030080
600 Mg)_(imum 0.049590
Minimum 0.019350
Std. Dev. 0.005002
400 Skewness 0.246506
Kurtosis 2.510225
200
Jarque-Bera  105.4016
Probability 0.000000
e A S A A S T o
0.020 0.025 0.030 0.035 0.640 0.645 0.650

G3A. ' EMN#()BL/%% &' &+/&#"1.'&:3Z&1" |+ 8418+ H&IS(SBBLAT U# &
Ainsi, sur la pZriode considZrZe, nous avons

Y%2TMP = 2.8671%!

% max TMP = 4.959%!
2005-2019

% min TMP =1.9235%
2005-2019

YVar(TMP) = 0.0050022 = 2.502 x 107>

Ici, en se basant sur le coefficient d’aplatissement (kurtosis) 2.51 8 proche de 3t le
coefficient faible d’asymétrie a (skewness) sont a peu pres identiques a ceux d’une loi normale
" savoir respectivemerft = 3 eta = 0, nous pouvonslire que sur la pZriod#u 1/1/2005 au
5/05/2019 les valeurs prises par le TMfeuvent otre approximativement considZrZesime
distribuZesormalement. D’ailleurs, sur le graphique QQ-plot cidessous, leuage des points
est relativement alignZ sur la droite de la loi normaleisque pus n'observons pas
d’Zcartementres significatif. Mais de manisre prZcise, le test de JarBeea montreque

I’hypothese de normalité n’est pas assurée. Néanmoins, ceci n’entrave pas notre étude.

Quantiles of Normal

-

T T T T T T
.015 .020 .025 .030 .035 .040 .045 .050

°

Quantiles of TMP |

G3A'EQ] H+)(&'#&-)A4"H#&: 3Z&X) 4 " 1" " [+ #"&H/ 18+ H&IS('BLH&
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--1E:;315:1;3>3-422><180

Comme lemodéle de Vasicek discrétisé vu précédemment (relations (2.5) et @.6))
indique que le taux court s’ajuste suivant un processus auto régressif d’ordre 1, il est
indispensable de’assurer que les données empiriques de la sZrie TMP vZrifient cette

caractZristique.

Pour cela nous recourrons au corrZlogramméees<autocorrZlations simpl@eC) permettent
d’identifier un modele MA(q) tandis que les autocorrélations partielles(PAC) permettent

d’identifier un modele AR(p).

Date: 05/25/19 Time: 07:43
Sample: 1/01/2005 5/05/2019
Included observations: 5238

Autocorrelation Partial Correlation AC PAC Q-Stat Prob

0.974 0.974 4968.7 0.000
0.947 -0.024 9667.7 0.000
0.924 0.070 14147. 0.000
0.905 0.054 18443. 0.000
0.886 -0.009 22560. 0.000
0.869 0.052 26524. 0.000
0.858 0.093 30384. 0.000
0.849 0.061 34168. 0.000
0.842 0.050 37892. 0.000
0.837 0.049 41567. 0.000
0.831 0.023 45196. 0.000
0.826 0.015 48776. 0.000
0.819 0.016 52303. 0.000
0.814 0.041 55787. 0.000
0.806 -0.056 59197. 0.000
0.798 0.039 62542. 0.000
0.790 -0.002 65823. 0.000
0.783 0.018 69047. 0.000
0.775 -0.024 72202. 0.000
0.767 0.023 75298. 0.000
0.761 0.011 78343. 0.000
0.755 0.016 81345. 0.000
0.752 0.041 84318. 0.000
0.749 0.024 87270. 0.000
0.750 0.079 90229. 0.000

—
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G3A.'EREG)11"+)B1/%% &N $()*)L1"+(.) A#&H YoH+ & (&H/L(/++ _-$B*BZHEA/1&+#
IS(S1HEHST\. Ut

On remarque que les autocorrélations simples décroissent d’une facon exponentielle, alors
gue celles partielles sonsignificativement ou presque nuls ~ partir du deuxieme
coefficient d’autocorrélation partiel tandis que la valeur de la premiere autocorrZlation partielle
dépasse [lintervalle de confiance. Ce qui permet donc d’identifier un modele
autorégressif d’ordre 1 de la sZrie TMP.Cela confirme ainsi le pas d’ordre 1 de la

discrZtisation tenue en compte dans cette modZlisation

"L+
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Aussi, avant d’effectuer une régression quelconque et d’estimer les différents parameétres,
I’étude de la stationnarité de la série en question s’impose.
A cet effet, nous rappelons qu’un processus stochastigXelest dit stationnaire si sa moyenne,

sa variance et sa covariance sont indZpendantes du temps et si sa variance-2s finie ¢
Y¥ar(X,) = 02 < Vt;

YaCov(Xe, Xpsm) = Vim Vm,t;
Une sZrie clonologique est donc stationnaire si celleest la réalisation d’un processus
stationnaire, ce qui implique bien qu’elle ne comporte point de tendance et plus particulierement

aucun facteur Zvoluant dans le temps.

Dans ce sensin test de stationnaritariement utilisZ et rZpandu tstest de racine unitaire
CUnit Root TesE proposZ pabickey et Fuller dans le cas des modsles AR(1) ou encore le
test de DickeyFuller AugmentZ (ADF) pour le cas gZnZral des modeles AR(p). La logique de
ces tests reposir les trois modeles suivants

™ Modele 1: modele autorZgressifvac tendance et constante
Xi— X1 =a+ pB.t+ g avecf # 0 sous H

™ Modele 2 : modele autorZgressif avec constante
X, — @X;, 1 =a+ g aveca # 0 sous H

™ Modele 3 : modele stationnairX; — @X;_; = &

Ho:l  przsence de racine unitae | YSH1°| Absencede racine unitaireu [0
¢=1 correspondant au cas d’un < 1 correspondant au cas d’un
modesle AR(1)(non stationnaire) modele AR(1)(stationnairel)

Le test de DickeyFuller, ne concernant que les processus autorégressifs d’ordre 1 ou AR(1) a
ZtZ par le test de Dickdiuller AugmentZ (ou Augmented Dick&uller ou encore nommZ test

ADF) afin de détecter la présence d’une racine unitaire pour les processus AR (p).

Sur EViews, pour procZder ~ un test ADFpus commeneongar tester I’adéquation des

donnZes aumodele 1 et nous obtenons

"), "l
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Null Hypothesis: TMP has a unit root
Exogenous: Constant, Linear Trend
Lag Length: 8 (Automatic - based on SIC, maxlag=30)

t-Statistic Prob.*

Augmented Dickey-Fuller test statistic -6.246363 0.0000
Test critical values: 1% level -3.959880
5% level -3.410706
10% level -3.127139

*MacKinnon (1996) one-sided p-values.
"""""""""""""""""""""""""" G3A"FIGF"#$+(/(H&-S&('H(&-'&, .*\NL\$++'1&Q$B%'4("&#$1&+'&(/$E&*)$1(\ZZEI)$(1&*'&—V$4'&('4—/4*‘&’\#)1(.'&T\.‘U%ﬁ_

La statistique de Dickeffuller qui affiche une valeur de5.246363nZgative einfZrieure
"~ -3.410706 la valeur critique ~ 5% mais aussidegiue < 0.05 permettent de rejektyet
donc de dZduire que $Zrie ne suit pas de tendange= 0).

Ensuite effectuons le test relatif modele 2 dont les rZsultats se prZsentent comme suit

Null Hypothesis: TMP has a unit root
Exogenous: Constant
Lag Length: 8 (Automatic - based on SIC, maxlag=30)

t-Statistic Prob.*

Augmented Dickey-Fuller test statistic -5.138067 0.0000
Test critical values : 1% level -3.431481
5% level -2.861925
10% level -2.567017

*MacKinnon (1996) one-sided p-values.
GIAFIE H#S+(/(HE&-S&(H(&-'&, AWIE++ 18&Q$BY A("E#$ 18+ & (ISEL*)SL(&H)$1&+/&H.BAA(.2.("&- &+/&*)AH(IA(&&) 1 (. &T\. U#_
De meme, " ce niveay la statistique de Dickeluller prendune valeurde -5.13067
infZrieure "-2.861925la valeur critique ~ 5% mais aussi lavalue < 0.05 permettent de
rejeterHo et donc de dZduire quenrallitZ de la constantéx = 0).

Finalement, nous effectuons le dernier test de racine urdiair®dele 3 :
Null Hypothesis: TMP has a unit root
Exogenous: None
Lag Length: 9 (Automatic - based on SIC, maxlag=30)

t-Statistic Prob.*

Augmented Dickey-Fuller test statistic -0.986323 0.2907
Test critical values: 1% level -2.565428
5% level -1.940888
10% level -1.616657

*MacKinnon (1996) one-sided p-values.

GIAFIHE S+ (/(H&-$&(H#(&-&L/* 4 8$4.(. L' &H)SL&+&H(/()44/1.("&-"8&+I&#"1.'&-$& (ISEEFFRF'S_3$Z%’
Une analyse similaire aux deux prZcZdentds sfatistique de Stude—0.986323| <
| — 1.940888| valeur critique ~ un seuile confiancé5% ) et de la pvalue qui dZpasse
ici les 5% donc on rejettédo ’hypothese d’existence d’une racine unitaire dans la série et
on conclut que la sZrie est stationnaire.

"M
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--zIRésultats de I'est-7>3-4215:;1B><>783<All

Apres avoir vérifié la stationnarité de la série et la légitimité d’un processus AR(1), nous
passons a la régression du taux d’intérét court suivant le modéle présenté par Vasicek. En
utilisant le logiciel EViews] estimation des parametresa etb de la relatiorde rZgressio(2.6)

nousa donndes rZsultats suivants

Dependent Variable: TMP

Method: Least Squares

Date: 05/25/19 Time: 16:57

Sample (adjusted): 1/02/2005 5/05/2019
Included observations: 5237 after adjustments

Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.

c 0,000747 9.12E-05 8.189576 0.0000
TMP(-1) S—0.973939 2> 0.003135 310.6769 0.0000

R-squared 0.948553 Mean dependent var 0.028672
Adjusted R-squared 0.948543 S.D. dependent var 0.005002
S.E. of regregsion | <_0.001135 >Akaike info criterion -10.72458
Sum squargd resid 0.006740\ Schwarz criterion -10.72208
Log likelifiood 28084.32 \ Hannan-Quinn criter. -10,72371
F-statistic 96520.16 urbin-Watson stat
Probyf-statistic) 0.000000””

", »B}/&?U"#&(/(#&-j'#(.%/(.)4&H/1&+/&%N§)-'&J#&3G R&1"BHH1&+H&IS(SEB1&T Ut

%51 "2 YAy ! By opvgp "2 WWIL

Nous constatons que lesvplues associZes " la statistique de student sont toutes nulles,
inférieures donc au seuil critique de 5%. On rejette donc 1’hypothése de nullité des coefficients
a et b. De plus, la statistique de Fisher permet de rejetaullit simultanZe de tous les
coefficients estimZs. Cela confirme la significativitZ du modele considZrZ. La statistique
Durbin-Watson est de 953527et donc proche de 2, ce qui nous permet de vZiifiesence
d’autocorrélation entre les erreurs.
Ce memetableau d’estimation donne : %e& 0.000/47:; b = 0.973939; o, =0.001135};
Alors on peut prZsenter la sZrie comme :suit
TMP = 0.000747+ TMP (-1) *0.973939 0O

L*10)!9%$,*110)2!1'1,.&$'6%fbrametres du modele de Vasicek!"!

% k = —In(b) = —1n(0.973939) = 0.0264066!

a
1—

Y20 = = 2.86635%)!

S )]

Yao = 0,

"SI



5*,+3&'$"F],"#8:943%,&38-"%&8)*,%&36.$":$"4,")8. =¥ 9B- "

+1G;3-7>3-42156!B><>7884 3!5:19>!B<-7:15:I<-;HAA!!

Dans un premier temps nous supposons qu’il n’y a pas de prime de risque sur le marché
C-"-d A=0 et nous tragons la courbe des taux zéro-coupons de Vasicek et celle du marché pour
aboutir au graphique qui suit

6,00% == ZC de vasicek ZC de marché

0,208 3 8 13 18 23 28
Maturité

G3A.'$#1M5)%H/1/ #)4&-'&+1&*)$1;' &K' \lkpupon du marché et celle de Vasicek sous I'hypothése
A=0R"[+ #"&H/1&+H#&/I$('S1#

Nous constatons que les deux courbes sont ~ peu pres parfaitement identiques sur le court terme
mais elles s’éloignent considZrablement de plus en plus pour la partidedude la maturitZ 3

ans. En effet, en considérant la prime de risque nulle, le modele de Vasicek attribue aux
obligations " long terme des rendements pareils que ceux de celles ~ court terme chose qui ne

reflste guere la situation rZelle du marchZ.

A cet effet,pour mieux percevoir I’impact du paramétre A sur la courbe des taux obtenue nous

le faisons varieentre certaines valeues$ cela aboutit au graphiqued@ssous

Taux =1 e—=-1 A=0 A=0,5 e====A=-0,5

4,00%
3,50%
3,00%
2,50%
2,00%

1,50%

1,00%
0,208 3 8 13 18 23 28

Maturité (ans)

G3A.'#1KSensibilité de la courbe du modéle de Vasi¢ek par rapport a A

Il! )%Il !



5*,+3&'$"F],"#8:943%,&38-"%&8)*,%&36.$":$"4,")8. =¥ 9B- "

Les courbes eavant montrent que A influence le sens de variation des taux. En effet, quand ce
parametre est positif, la courbe est inversZe et dans lavvaise @ A est nZgatif, la courbe
prend sa forme normaé elle est plate sinon.

Effectivement meme mathZmatiquement la formule du taux Z#repon vu prZzcZdemment

Rt 00) = 0 Ao o2
b =T T 2k

N 2
montre que pour uh < 0, a extrémité du long terme le taux augmente de — f et dans le cas

contraire celuci diminue ce qui engendre 1’inversion de la courbe.

Ceci trouve bien son explication dans la thZorie de la prime de risque qui stijerecasi
normalle taux longdoit stre plus ZlevZ que le taux court puisque les Zpargohetshent ~

étre remboursés pour I’argent comptant auquel ils renoncent, et plus la maturité¢ du prét
s’¢loigne, plus leur taux d’indemnisation doit étre considérable.

Ainsi nous réfutons I’hypothése de nullité du paramétre de prime de risque A qui sera
obligatoirement nZgatif. approche adoptée pour sa dZtermination consiste ~ minimiser la
somme des carrZs des erreurs entre les tawcadpon rZels du marchZ et ceux obtenus par le
modele de \asicek en fonctions de A.

Pour la mise en pratique de cette approche, on ch®i80/04/2019 avec un TMP=2.25%,

comme date de rZfZrence pour effectuer les calculs et construire la courbe des taux zZro coupon

en considZrant une base de 365 jourc 00264066
. . e 2,87%
La figure suivante rZsume les rZsulte . s
P TMP(30/4/2019) 2,28%
obtenus a 1’aide du solveur sur Excel SCR 4,27020E-05
. L L. Maturité 2C de marché | 2C de vasicek Ecart™2
qui montrent des diffZrences minime 0.208 2.38% 2.30% 5.72308E 07
0,3808 2.37% 2.327% 2.68543E-07
. ~ 04767 2.407% 2.33% 5.34005E-07
entre la courbe estimZe et celle « ] 2.36% 2.38% 4.79927E-08
2 2.39% 2.497% 8.4591E-07
~ 3 2.467% 2.587% 1.46803E-06
marchZ sur le court terme et ¢ 4 2.54% 2.68% 2 14559E-06
5 2.617% 2.787% 2.7929E-06
~ H HH H 6 2,747 2.877% 1.90612E-06
revanche des Zcarts significativeme - ] o7 1117065 06
o 8 2.99% 3.067% 4 _86345E-07
¥ 9 3.04%% 3.15% 1.10118E-06
grands pour les grandes maturitZs 3 S i W SNt
1 3.17% 3.32% 2.31976E-06
12 3.267% 3.41% 2.04149E-06
13 3.367% 3.497% 1.68296E-06
14 3.467% 3.57% 1.28213E-06
5 3.567% 3.65% 8.63066E-07
6 3.65% 3.73% 7.00659E-07
7 3.747% 3.81% 5.58054E-07
8 3.83% 3.89% 3.85649E-07
13 3.927% 3.96% 2.06353E-07
20 4.01% 4,047 6.85343E-08
21 4. 1% 4.11% 3.22338E-09
22 4.207% 4.187% 2.5773E-08
23 4.29% 4.25% 1.52032E-07
24 4.39% 4.32% 3.98297E-07
25 4. 487% 4.39% 7.81269E-07
26 4.57% 4. 46% 1.31801E-06
27 467% 452% 2.02591E-06
28 4.76% 4.59% 2.92264E-06
29 4.85% 4.65% 4.026TIE-06
30 \ 4.95% 4.71% 5.35446E-06

a,=43, " B #$+(/(#8-V'#(.%/( ) 4&-'&+/&*)$1; &KTYBH)4&H/1&+
modeéle de Vasicek au 30/04/2019

"N&!"!
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Afin de vZrifier la pertinence du modele, une comparaison entre la courbe des taux rZelle
et la courbe estimZe de nouveau par le madalere nécessaire. La figure cidessus illustre

les rZsultats obtenus

Q\{‘S’@S N*126194$3. 68~ *126184: 5H#

Q1YYh

01QYh =

|

E1QYh -
E1YYh —

@1QYh T

C—

@1YYh

YI@YR E R >E >R @E @R
'4)%:3)#1J40$M

G3A.'$1IFG)%H/1/ #)4&'4(1'&+/&*)$1;'&1"++'&Ked)pon et celle estimée par le modéle de Vasicek
/$&7DXD8X6DC@

On constate que la courbe estimée par le modéle de Vasicek est certes proche de celle
observZe sur le marchZ marocain, maésele coencident pas en toute matwitZout pour le

moyen et le long terme

c. Avantages du modéle de Vasicek!,!!

Le modele deVasi¢ek prZsente de nombreux ZIZments intZressdigsibutions connues
et faciles ~ manipuler(gaussiennes), formules explicites pour les obligations et tawwoagon,
simulation aisée....etc. Cette simplicitZ ne va pas sans inconvZnients.

2=1C3&3)61B0.(09#0360)8%!&(2T+6128hsicek!, !

Le premier inconvZnient du modsle déagicek est du justement au caractere gaussien
(Zquation(2.2)) qui ne garantit pas la positivitZ du taux court r(t)

En outre, lacourbe des taux zZuupon obtenue a partir de I’équation (2.2) n’est pas assez
souple pour reproduire toutes les formes de courbes observZes sur le Banghiiculier, les
formes dites @wersZes ne sont pas rendues par un modéle de Vasicek. Enfin, le modle de
Vasi¢ek est un mdsle dit endognepuisque la courbe de tauka-coupon est entiement dfinie
par le modle (par I’Zquation(2.8)). On ne peut donpas passer les observations de mégssh
entiZedu modle. Le modle CIR piZsen¥ " la section suivante chercHerZpondre au probme

de la positiitZ du taux court.

"y
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2. Modele de CoxIngersoll-Ross (CIR):
4=1S:#$60)4)3(01)5#(:37%6!2%!&(2T+6
-/01-2-3-42156!74589:!1:3!5-;3<-=63-42!56!3>6 AR 46<3
Le modele proposZ par Cox, Ingersoll Boss CIR) occupe depuis les annZes 80 une
position priviligiée au sein du champ théorique de I’évaluation des actifs financiers. En effet,
la raison essentielle du succés des travaux de Cox, Ingersoll et Ross tient au fait qu’ils ont

parvenu dans un sengournir un modele parfaitement compatible avec les hypotheses de la

thZorie standard.

Concretement, afin d’éviter ’apparition des taux d’intérets négatifs, Cox, Ingersoll et
Ross (CIR) ont eu recours au processus racine camaedfini la dynamique des taux courts

r(t) sous une probabilitZ risque neuear 1’équation différentielle suivante :
dr(t) = k[0 —r(t)]dt + o/r(t)dW,,r(0) = 1y (3.1)

Oe- ro, k, detosont des anstantes positivest P est unmouvement brownien standard qui
suit unprocessus de Wiener

Ce processus est identique au prZcZdienseule difffence que le poids accordZ " la relation
de proportionnalit2st ici Zgale % alors qu’il était nul dans le modéle de Vasicek (voir forme
gZnZrale des modeles "~ un facteur en bas de'f)age

Lorsqu’on impose la condition 2k6 > o2, le taux est toujours positif. Cependant si cette

condition n’est pas vérifiée, on peut garantir la non-nZgativitZ des taurpais avec une

probabilité non nulle d’avoir des taux nuls.

Dans la suite, nous dZsignons le taux courtrpan lieu der(t) pour simplifier I’écriture des

diffZrentes formules.

, 6BROXWLRQ GH OYfpTXDWLRQ GLIIpUHQWLHOOH
La solution explicite de ’EDS (Equation Différentielle Stochastique)q ?Wegst pourun instant
donnzt :
t t
T, =Ty +Jk(9—rs)ds +ja r.dW,
0 0

WIK0&/$!<") &+6S11$!6+1/+=0&.*11$(//01-6$(IC!,)14+2* 1
dr(t) = (a(t) — B@®)r®))dt + a(O)r" (t)dw,!

"Nt
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Comme pour le modele de Vasicek, on peut calculer les premiers moments de r
E{r | Fs} =re 9 + g (1 — e kt=9) (32

2 2 2
Var{r,|F,} = rs% (e7H(t=s) — g=2k(t=5)) 4 Og—k 1— e kt=9)" (33

-1/ @<03-;>3-42156!74589:1:31503:<7-2>3-42!15:!:::IB><>78B<:;

Comme dans le modele de Vasicek, les données disponibles sont discretes, et par
conséquent I’estimation des parametres des modeles en temps continu n’est pas immédiate. 11

est indispensable gesser par une discrZtisation du processus.

Les schémas d’Euler et de Milstein sont les procédés de discrétisation les plus répandus.
Tous les deux sont des développements d’Ito-Taylor de la solution de 1’équation différentielle
" des ordres diffZrents (dre 1 pour Euler, ordre 2 pour Milstein). Dans ce travail, nous allons
utiliser le schéma d’Euler.
Le proceédé de discrétisation d’Euler consiste, dans le modele de Cox, Ingersoll et Roll, en
I’approximation du processus continu 't par le processus discré} dZfini avec les memes

notationsutilisZesprZcZdemment par

Tio =T+ k(0 —T) +0T x8¢&

O+ &; est une variable alZatoire normale centrZe rZduBereprZsente une petite variation

temporelle.

Ainsi en prenant une variatiahconstante et égale a une période, I’estimation des parameétres

de ce processus peut s’effectuer en recourant a I'une des régressions suivantes :
r.=k0 + 1-kr,_4 + o /ri_1&

T ko

\/rt—l - \/rt—l

Nous alons retenir la deuxisme forme de rZgression en choisissant pour taux de rZfZrence le

+(1-k)/ri_4+0&

taux TMP utilisZ dans le modele prZcZdent et nous pasons

r
Y,y = =!I

Tt—1

1
3/4X = /

Tt—1
3/4Z = rt_l.l

")) "1
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Ainsi, I’équation de régression devient :

Avec: e,~N(0,5?) correspond au rZsidu de le rZgression.

--:ID<-?15:;14=9-1>3-42;|C@46B42!:3!3>6?! Q@46 B4A!

La perte du caractere gaussien du processampechel’obtention des prix de zéro-
coupon par un calcul direct similaire a celui présenté dans le cas du modele de Vasicek. On
obtient ces prix pala résolution de 1’équation aux dérivées partielles du modéle. En effet, en
univers risque neutre, I’application du lemme d’It6 donne que I’équation différentielle régissant

le prix d’une obligation zéro-coupon de maturité T s’€écrit comme suit :
dB o02%9d*B oB
FT + 7mr(t) + (k(@ — r(t) — 10,.) Fr r(tH)B =0
Avec la condition usuelle aux frontiereB(T, T) = 1
La résolution de I’équation différentielle stochastique précédente donne que le prix d’une

obligation zZrecoupon de maturité T a une date t s’écrit :

B(t, T) = a(t, T)e b&Dr: (3.4)

2k6
kt+y o2
2ye 2

2y+(k+y)(e"T-9-1)

(T-1)

Avec NN (¢, T) =

2(e?T--1)
(k+y)(eT-O-1)+2y

b(t,T) =

Du prix zZrecoupon, on peut extraire directement le taux Zoupon qui nous

intZresse le plus ~ ce niveail Ainsi selon ce modele, le taux zZeoupon de maturité T s’écrit

" la date t:
R(tT) = —7— tln(B(t, T))
B b(t,T)r, — In(a(t,T))
B T—t

"yx
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=1L//+3.4)3(0!14%G!12(00#6$!123$/(0346$

-.IRésultats de I'estimation des parametres!Al

%

A T’instar de la procédure suivie pour le modele de Vasicek, nous utilisons le logiciel
EViews pour estimer les parametrkse et ¢ sur la base des memes donnZes de taux;TMP

dont nous disposoret nous obtenons les rZsultats prZsentZs dans le tsibieant:

Dependent Variable: TMP/((TMP(-1))"(0.5))

Method: Least Squares (Gauss-Newton / Marquardt steps)

Date: 05/26/19 Time: 17:06

Sample (adjusted): 1/02/2005 5/05/2019

Included observations: 5237 after adjustments

Convergence achieved after 13 iterations

Coefficient covariance computed using outer product of gradients
TMP/((TMP(-1))%(0.5))=C(1)*C(2)/((TMP(-1))(0.5))+(1-C(1))*((TMP(-1))*(0.5))

Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.

C(1) 0.023889 0.003118 7.661297 0.0000
c(2) 0.028672 0.000650 44.11362 0.0000

R-squared 0.817148 Mean dependent var 0.168748
Adjusted R-sgyared 0.817113 S.D. dependent var 0.015517
S.E. of regression kaike info criterion -7.192310
Sum squared resid 0.230513\ Schwarz criterion -7.189804
Log likeli 18835.06 \Hannan-Quinn criter. -7.191434

Durbip-Watson stat 1.964986

/B$1 Ball"#$+(/( &V'#(.%/(.)4&H/1&+/&>&§2)-'&-'#&SGR&l"/+.#"&#$]5‘&T

k1" 22\)zz[ | 0 " 2 \ZXY\! 1 2 XXXt

Nous constatons que lesvplues associZes " la statistique de student sont toutes nulles,
inférieures donc au seuil critique de 5%. On rejette donc 1’hypothése de nullité des coefficients

k et@. De plus, la statistique DurbMatson est de 1.964986dnc proche de 2, ce qui nhous
permet de vérifier ’absence d’autocorrélation entre les erreurs.

Ainsi nous rZcupZrons les estimations des paramstres qui sont tous significatifs
k =0.023889 6 =0.028672, 1=

Nouspouvons a présent exécuter le modele de CIR en recourant au solveur d’Excel pour trouver
la valeur du prime de risque A qui minimise 1’écart entre la courbe estimé et la courbe du marché
et nous choisissons, comme dans le modele prZcZdent, la d22¢0d12019 correspondarit
un TMP de 2,25 %sur la base donnZes utilisdéin d’effectuer les calculs et construire la

courbe des taux zZaupon en considZrant une annZe de base de 365 jours.

")+
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Le tableau cidessous résume les différents résultats d’estimation :

k 0.023889 5 =
0 2.87% Les Zcartsau carrZ entre la courbe
o 0006636
: e zZrocoupon estimZe par le modsle de
y 0031463 . . -
TMP(30412019)  2.28% CIR et la courbe rZelleprZsentZs par
Alt.=) 95,647%
SCR 1,33073E-05 e -~ ™S
Maturité{ans) |2C de marché | biLT) | altT) [2CdeCIR|  Ecat2 Ihistogramme i c™tZ sont
0,208 238% 02086503 099995  2.09% 5.90E-07 : > N
0,3808 237% 03295 09999 2.31% +6e07] relativement  supZrieurs ceux
0.4767 240% 0430076 03932  2.31% 8.07E-07 .
1 236%  106W91 03954 2.35% 154E-08 . e
2 239% 20813 039803 2.42% Tosegg constatZs dans le mod-le d@sicek
3 246%  3TI07E 03%88  249% 7.75€-08 S .~
4 254% 4249293 09931 2,56% g09-08 pOUr les maturitZs infZrieures ~ 1 an
5 261% 5338231 0390 2.64% 7.59E-08
6 274%  G5726305 036383 2.72% 3.94E-08 s
7 286% 7787069 098243 2.79% wse07| €N revanche adela d’un an, le
8 299% 90379957 0976503 2.87% 1.33E-06 dle d . g
3 304%  103%5% 0970050  2.95% 7.93€-07 .
0 308% 65881 0962777 3.04% 2| MOCtE Q€ CoxRoss prZsente des
1l W% BO05 068 3R% 249E-07| = s
1A 3.26% WA26837 0345748 3.21% sae-07| Zcarts  largement infZrieurs  en
B 336%  BATe43 033\ 3.29% 4.62E-07
" 346%  TIET 03538 3.98% 6.00E-07 :
% 356%  BI26 0904 3AT% 7see07] COMparaison avec ceux du modele
® 365% 04215 03076 357% 6.96E-07 L. )
7 3.74% 22121931 0898654  3.66% 5,76E-07 pchZdent_ Toutefois ses
B 383% 23799724 0574730 3.76% 4.73E-07 '
1B 392% 255605 08003 3.86% 390E-07| 5, . -
20 401% 27304639 034478 | 3.96% 300-07] Zloignements par rapport ~ la courbe
21 AN%  290MB 082950 406% 2.16E-07
2 420% 3072 08TES3 | AI6% 1.28E-07 SRR g . .
3 429% 295466 079072 A20% suEge| du marche, bien qu’ils soient petits
24 439% 0345 077%21 | 4.38% 5.97E-09
% 4.48% 37001267 0756940 | 4.49% 8.92€-09 restent non nuls et donc nous ne
% A57% 370083 0737467 | AB0% 8.26E-08
27 ABI% | N8FE 0701 | AT% 2.53E-07 . e
2 476% | 4357076 0536908 | 4.83% 549%-07] SOMmMes pas td-"-fait devant une
29 485%  45EM 067590 | A95% 1,00E-06 _
30 495% | 48176827 0654504 | 5.07% | IBE0 reprZsentation parfaite de la courbe.

a,=4%,."HF"#$+(/(#&-V'#(.%/(.)4&-'&+/&*)$1;' & KIA)BH)4&H/1&+
modeéle de Vasicek au 30/04/2019

Ceci apparait bel et bien ~ traveta comparaison illustrZe-dessous entre la courbe des taux
rZelles et la courbe estimZe " la base des rZsultats obtenus auparavant

V4%G 261D N*126184:.5#
Q1QYh

Q1YYh g
01QYh

O1YYh

E1QYh >

E1YYh ,/
@1QYh /

@1YYh
Y1@YR E R >E >R @E @R
'4)%:3)#1J40$M

G3A. ' BITE)%H/1/ #)4& A(1'&+&*)$1; & 1" ++ & KBH) A& (&* ++ &' H#(. %" &H/1&+ &%)
-&GF1&/$&7DXD8X6DC@

III* III I
Aoy s s



5*,+3&'$"F],"#8:943%,&38-"%&8)*,%&36.$":$"4,")8. =¥ 9B- "

[I. Modeles” deux facteurs :

Les mod-les de taux " taux ~ deux facteurs sont nombreux, mais ils different de part les
variables d’état qu’ils considerent.
Dans ces modeles, quatre variables d’états ont principalement été retenues comme
deuxiéme variable d’état pour les modéles de taux, ces variables sont
9 Le taux long
9 Le taux d’inflation
9 Le spread(diffZrence entre le taux long et le taux court)
9 La volatilitZ des taux courts.

Parmi ces modeles, celui d’Hull et White constitue 1'un des plus connus inclus dans la
catZgorie de ceux saopportunité d’arbitrage.
Un tel modele est plus riche qu’un modele de taux a un facteur, comme celui de Vasicek,
car la modZlisation du taux court dZpend directement de celle du taux long. Il autorise une
gamme de structures de volatilitZs plus large que celle des madsyleseule variable d’état,

et permet Zgalement des mouvements de la courbe des taux plus variZs.

™ Modele de Hull-White :

4=1S:#$60)4)3(01)5#(:37%6!2%!&(2T+6
-/01-2-3-42156!74589:1'3!;3<-=63-42!5:;1334P
Soientrt etlt les taux d’intérét respectivement court et long terme. Le modeéle d’Hull et

White (1994) propose la structure suivante pour dZcrire la dynamique de ces taux

drt = kr(lt - Tt)dt + O'rdWr’t (41)

Avec :rt: le tauxcourt
lt: le taux long
kr: la vitesse de retolrla moyenne des taux courts
ki: la vitesse de retodrla moyenne des taux longs
M le taux moyerlong terme
or - la volatilitZ des taux courts
o1: la volatilitZ des taux courts
Wt etW,:: des mouvements browniens

Ces deux modeles suivent des processus d’Ornstein-Uhlenbeck. Par codguent, tout comme
pour le modle deVasicek, il est possible de donner une expression du taux court et du taux

long, mais cette foisi, de manire discitisZe. Nous obtenons alors

II! *# !II !
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1—e_2kl

lt+1 = lte_kl + ﬂl(l — e_kl) + ()} 2k, gl,t

(4.3

1—e~2kr

2k, sr,t (44)

Tt+1 = Tte_k" + lt(l - e_k’") + O.T
Avec: & ¢~N(0,1) et £ ~N(0,1)

-1/ @<03-;>3-42156!74589:!1:3!::3-7>3-4215:1::;IB><>788K:;

Dans le moele de HulkWhite, la difficultZ de 1’estimation des parametres existe dans le fait
gue le lien entre le taux court et le taux long rénpossible 1’utilisation simpliste et usuelle
des Moindres Cars Ordinaires (MCO) et I’on propose "~ cet effet de pradder en deuxtapes
" une estimation des Doubles Moindres Za(DMC),” savoir:

1re Zape lt+1 =a; + ﬂllt + El,t (Rl)
2 Aape: Tyyq = axl; + BoTe + €y (R2)

Avec:a; =pu (1 —e M) et By=eMeta,=1—e " |(#) et| B, =e " |(##)
caq, a, , 1€t B, sont ces constantes positives .
€, ete,, lesrZsidu deZquatios de rZgression

z 2
S1e,~N(0,% (1 — e72K0) et ,~N(0,% (1 — e~2))

Pour I’étape 1, identiquement ce qu’on a vu dans le mode le de Vasicek, une simple Zgression

permet d’estimer @; et B; nous renontons aux parastres du modsle$ travers les relations

Y ky = —In(B;)MINID1

Yoy = 1%!!!!!!!!!!!!!!{!1[)&

Ocl /%’i’muvoom

Une fois les estimations du mde du taux long sont estifa (Aapel), le taux d’intérét long

?/40'1

terme estirdqui en dcoule est utili€ comme variable explicative du taux d’intérét court terme
cequi permet de procéder a ’estimation des paramétres de 1’étape 2.
Les relations (#) et (##lonnent quea, =1 — £, et permettent donc de simplifier la

discrZisation du taux court exprifa par 1’Zquation(Rz) qui devient:

ATy = ay (Tt - Tt) + €t

"I
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Ainsi en proddant” une Zgression lidaire entreAr,, et (I, — ;) on obtient I’estimation @,
du paramtre a, et ainsinous avons les diffents inconnus du met du taux court par les
relations suivantes :

Yok, =—In(1—ay)!

/ 2k
3 ol —T '
/4 Op = O¢, =T

--:ID<I15:;14=9-1>3-42;!CQ€a46B42!:3!3>6?! Q@46 B4A!

Identiquement ce qui aAZ vu dans le cas du meld de Vasicek, la dAermination du prix
zZro-couponcorrespondant au mele de HulkWhite ( ou Vasicek Zendu )requiert un passage
dul’univers rZel o» celui-ci est @init ~ I’univers risque neutre et un changement de numZraire

par le tiforeme de Girsanov s’impose. Ainsi, les dynamiques de taux (4.1) et (4.2) deviennent

dr, = k, (lt - ’1;;” - rt) dt + g,dW?, (4.5)!
e = ki, (g - 2%~ 1) dt + o dw ).
, )
Ou encore dl, = k,(u — 1,)dt + aldW%
A
Avec u=m —l";:’

A ce stade, il nous restecalibrerce madele © deux ficteurs ou encore trouver les valeurs du
couple(1,, 4,) de telle sorté repiZsenter au maximum la courbe des taux disponible sur le

marcl?. Et Zant doniZ que 1’on se base sur la courbe ZC, nous utilisons la relation simple

_ In(B(tT))
T—t

date donie " partir du prix Zro-coupon B(t,T) qui sedinit dans ce mode ains :

R(t,T) = pour obtenir le tauxZo-coupon estidR(t,T) pour une matuétT ~ une

B(t.T) = exp (a(T - ©) — (b,(T — ) — (T — ©)) X — b,(T - t)r, — by(T — )L, )(4.7)!

ky
Avec: b.(s) = 1—%(—1%)
ke 1-exp(-kis) 1—exp(—krs))
by(s) = kr—kl( ki ky

II! *O/dll !
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Q ol Q oZbZ(s)
a(s) = (br(s) - S) ”l - W + bl(S)[ll —_ T
o’ (s b,(s) + b,.(s) 1 1 — exp(-2k,s)
2(5-2 + x
2 \I? K? (ki — k)2 2k,
2k, o 1 —exp(—(k, + k;)s) k2 5 1 — exp(—2k;s)
ky(k; — k,)? k. +k, ky(k, — k,)? 2k,

=IL//+3.4)3(014%G12(00#6$!23$/(03#6$

-1D<0;:23>3-42!5::154220A!

Comme nous I’avons justifié précédemment, nous avons choiglans le cadre de notre
Ztudde taux moyen pondZrZ (TMP) qui est un taux au jour le jour du marchZ moriitaine
taux court. En ce qui concerne le taux long, nous constatons que les taux d’obligation d’Etat de
maturitZ 10 ans sont les plus omniprZsentsout que celles de matuiit supZrieures sont
considZrZes comme plus risquZ@illeurs, la borne supérieure des maturités longues des
obligations de I’Etat marocain se limite a 26 ans. Ainsi pour calibrer les parametres du modele

de taux d’intérét de Hull-White ~ deux facteursyn utilise parmi les donnZes marocaines

e L’historique de taux interbancaire (TMP}j) pour cerner le taux court terme.
e L’historique des taux d’obligation d’Etat de maturité 10 ans pour approcher le taux

long terme.

Cependant, puisque I’investissement sur le long terme ne commenea ~ prendre sa place au sein
du marché obligataire qu’au cours des derniéres années, la sZrieretenue est celldes donnZes

rZcentes comprisentre 1/1/2017 et 5/5/20%t reprZsentZe par la courbe 3dassous

2020

G3A'$IHF'H1"#'4(/(.)4&B1/H2 J$' &'4& 7 ,&-'&+/&*)$1; &*)$H)44™ &*)A#.-" 1" &'4(1' &+
CXCX6DCa&'(&+'&9IX9X6DC@
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-=1J>9-=<>1:156174589:15:;!13>6?194 2!

La rZsolution de la premisre ZtafRe:) de la DMC vue dans la partie thZorique est
similaire a celle effectuée pour le modele de Vasic¢ek. En effet une régression linéaire entre [,
et [, permet d’estimer les paramétres a; et §; et les parametres du modele du taux long en
dZcoulent via ke relationd0#00EL/00Q1L
Mais tout d’abord il faut faire une étude statistique de la série des taux longs pour déterminer
sa hature

¥, Test de stationnaritZ de la sZrie des taux longs
Null Hypothesis: LONG has a unit root
Exogenous: Constant, Linear Trend
Lag Length: 1 (Automatic - based on SIC, maxlag=20)

t-Statistic Prob.*

Augmented Dickey-Fuller test statistic -2.254310 0.4581
Test critical values: 1% level -3.968896
5% level -3.415117
10% level -3.129754

*MacKinnon (1996) one-sided p-values.
G3A. D HS+(/(H8-S&( (8- &H(I()AA/L.("&-& FM++ 1&/HH+.J$"&IS&(ISE&+)AB#&A0)1 (M &T\ ' U#t_
A la base des hypotheses du test ABRaillZs prZcZdemment dangéatie relative au
modéle de Vasicek, on constate quees le dZparla stationnaritdles taux longsstrejetZe.
Toutefois, cela n’entrave pas la continuit¢ de notre étude vue qu’en général les
Zconomiques ne sont pas statiaines.
% VZrification du modele AR(1)

Date: 06/05/19 Time: 02:22
Sample: 1/01/2017 5/05/2019
Included observations: 853

Autocorrelation Partial Correlation AC PAC Q-Stat Prob

F

0.960 0.960 788.93 0.000
0.931 0.114 1531.0 0.000
1] 0.907 0.073 2236.2 0.000
1] 0.888 0.073 2912.8 0.000
| 0.870 0.032 3563.3 0.000
! 0.851 -0.003 4186.4 0.000
! 0.830 -0.019 4780.9 0.000
I 0.813 0.026 5351.2 0.000
! 0.796 0.011 5899.3 0.000
! 0.781 0.009 6426.5 0.000
[ 11 0.765 0.005 6933.4 0.000
! 12 0.749 -0.002 7420.2 0.000
I
I
I
I
1
I
|
I
I
[
I
I
I
[
I
I
I
I

-
COONOONAWN=

13 0.736 0.031 7890.7 0.000
14 0.722 -0.010 8343.8 0.000
15 0.706 -0.021 8778.1 0.000
16 0.691 -0.006 9194.1 0.000
17 0.676 -0.007 9592.5 0.000
18 0.660 -0.023 9972.5 0.000
19 0.646 0.025 10338. 0.000
20 0.630 -0.032 10686. 0.000
21 0.616 0.006 11018. 0.000
22 0.602 0.006 11337. 0.000
23 0.590 0.017 11643. 0.000
24 0.580 0.022 11938. 0.000
25 0.570 0.013 12224. 0.000
26 0.556 -0.036 12497. 0.000
27 0.546 0.021 12760. 0.000
28 0.535 -0.007 13013. 0.000
29 0.520 -0.047 13252. 0.000
30 0.507 -0.002 13480. 0.000

G3A. ' YEHG)11"+)BL/%% &-#&(SE&+)4BH#& 4(1'&+&CXCX6DCa& (& B&INGXBBEEL
I$($1#"
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On remarquequed’un coté les autocorrZlationgartielles de la sZrie des taux longs sont
bien celles d’un modéle autorégressif d’ordre 1 puisque la valeur de la premisre dZpasse
I’intervalle de confiance et est donc différente de zéro tandis que les coefficients a partir

du second sont presque nlisissi, les autocorrZlatiordZcroient exponentiellement. Cela
confirme ainsi le pas d’ordre 1 de la discrétisation tenue en compte dans la modélisation.

¥ Estimation des parametres du modesle de taux langs

Les rZsultatebtenus sur EViewde la rZgression de 14%1Ztapese prZsentent airsi

Dependent Variable: LONG

Method: Least Squares

Date: 06/05/19 Time: 05:04

Sample (adjusted): 1/02/2017 5/05/2019
Included observations: 854 after adjustments

Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.
C 0.00069 0.000260 2.662323 0.0079

0.007920 123.5878 0.0000

0.978853

LONG(-1)

R-squared
Adjusted R-sq

0.947166 Mean dependent var 0.032806
0.947104 S.D. dependent var 0.000723
kaike info criterion -14.56276

Sum squared resid 2.36E-05 chwarz criterion -14.55164
Log likelihgod 6220.299 Hanhgan-Quinn criter. -14.55850
F-statisti 15273.95 Durbi atson stat 2.359926
Prob(F-tatistic) 0.000000

‘ G3A'FH"#$+(/(#& 9&+/&1"B1'##.)4&-$&%)-<+' +)AB#E&#ASLI& T\ U#
a;! [;Al! ¢ = 0.000166!

De maniere plus prZcise, le logicielZsente la sZrie comme suit

long = 0.00069195829437+ long (-1) *0.978853458835 0
N.)(laq = 0.000691957829437!$*!ﬁA1 = 0.978853458835!0)! &'2,%-&$10)2!6$(1%+&+/-*&$(!
1,1/01-6$11$(1*+,>160)<(!"

Y% k; = —In(B;) = —In(0.978853458835) = 0.0213733111111N

Yoy = 12\1 = 0.0327220!Mmmy
% 0y = O | = 1.677 X 1074

--:1J>9-=<>[:156!74589:15:;13>6?! @ 48K 3;
Apres estimation des parametres prZcZdents, le taux ajustZ est utilisZ comme une variable
explicative du taux court term#ans la seconde Ztape de la DMC. Le modesle de taux court
comporte alors deux variables endogehestr,.
Une rZgression linZaire par EViews ertrget (I, — ) permet donc d’estimer les parametres

a,eta,, (Zcaritype du modele estimZ lode la seconde Ztape) reprZsentZs dans le tableau

MM
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Dependent Variable: COURT- COURT(-1)

Method: Least Squares (Gauss-Newton / Marquardt steps)
Date: 06/05/19 Time: 05:42

Sample (adjusted): 1/03/2017 5/05/2019

Included observations: 850 after adjustments

COURT- COURT(-1)=C(1)*(LONG_EST(-1)-COURT(-1))

Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.
C() 0.00010 5.77E-05 1.817144 0.0281
R-squared 0.692454 Mean dependent var -7.06E-08

Adjusted R-square 0.692454 S.D. dependent var 0.000124
S.E. of regression Akaike info criterion -14.87657
Sum squared regid 1.72E-05 hwarz criterion -14.87099
Log likelihood 6323.542 Hannan-Quinn criter. -14.87443
Durbin-Watson stat 2.291248

""" G(A.'$1'JF.r"#$+(/(#&-'&1"B1'##.)4&-$&%)-<+'&%«$E&*)$1(&#$1&T\.'U#
a;! o, = 0.000142!

De maniere pluexacte la sZrieest approchZeomme suit
Court *court(-1) = 0.000105339258818(long_estf1) +court(-1)) O

N.)(.!@, = 0.000105339258818!0)! en déduit les parameétres du modeéle du taux d’intérét
20,&*1*$&/$!8.+165(1&$6+1.0)(
Yok, =—-In(1-—a;) =0.0001053!

2 — 0.000142!

3 —_ —_Tr
Ya Op = O¢, T

-FlEstimation des parametres Adet AJA!l

Avant de procZder ~ une estimation des parametrest A intervenant dans 1’équation de
dZtermination du taux zZwoupon, nous essayons d’abord d’observer de maniére indépendante
leurs effets sur la courbe estimée afin de mieux assimiler ce qu’ils incarnent.

Pour cela, nousommengons par annuler A et tester legrois valeurs A=0 et A=10 et A,=-10:

Taux Ar=-10 e Ar=10 Ar=0
5,00%
4,00% -
3,00% =
2,00%
1,00%
0,00%
0,208 3 8 13 18 23 28

-1,00%
Maturité(ans)
!
G3A. FIMEO4H. +.("&&+H&*)$L; &'H( %" &H/1&+ &%)-<+ &[BPH'&H/1
1/HH)1(&M&

") 1
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Les courbes eidessus montrent que Ar a le méme impact que celui A pour les modeles ™ un
facteur c’est-"-dire qu’il oriente les variations des tawet son signe dZtermine aussi comme vu
auparavant si la courbe est normale, plate ou inversZe.

Quant au paramétre A, il concerne plus la flexibilitZ de la courbe ou encareanvexitZ comme

le montre si bien le graphe suivant

Taux Effet de Al en fixant Ar a -10

5,0ure
5,00%
4,50%
4,00%

3,50%

3,00%
e N|=-400 == A|=400

2,50%
s N |=0

2,00%

0,208 3 8 18 23 28

1
Maturitea(ans)

G3A. ' T4, +.("&-'&+/&*)$L; &H(. %" &HI1&+ &%) -<+ GPRHIR H/1&
L . . _rapport al. . .
Le minimisaton des Zcarts entre les prix z2oupon du marchZ et ceestimZs par le modesle

de HulkWhite en fonction de Aret A a I’aide du solveur Excel aboutit aux résultats suivants :

Kl 0,0213733| TMP(30/4/2019) 2,28%
ol 3,27%|LONG(30/4/2019) 3,04%
ol 0,0001677|SCR 2,99318E-06
kr 0,001053
or 0,000142
I P _164,5145142
: ir -10,90256444
| 0,208 2.38% 0207977223 2.27431E-05 6.1345E-08 0,995229057 2.33% B | 2,31496E-07
03808 237% 0380723663  7.61302E-05  -3,03928E-07 0,991231892 2,33% B 1,50061E-07
0,4767 2,40% 0476580377 0000119218  -5,74174E-07 0.989000536 234% B S EYTE-07
1 2,36% 0999473685  0,000522585  -5,01274E-06 0976663898 2,36% $,3713E-12
2 2,39% 1097895478 0,002074848  -3,94037E-05 0.952363382 2,44% ] 2,23865E-07
3 2,46% 2995266486 0004633919  -0,000131956 0,927173818 2,52% 2] 822E-07)
4 2,54% 3991587815 0008177413  -0,000310814 0,901175373 2,60% T 4 21305E-07
5 2,61% 198686057  0,012683421  -0,000603493 0,874452431 2,68%
6 2,74% 5981085854 0018130496  -0,001036899 0,847092964 2,71% = $,95273E-08
7 2,86% 697426477 0024497648  -0,001637334 0,819187879 2,85% ] 1,43591E-08
8 2,99% 7.966398419  0,031764331  -0,002430515 0,790830325 2,93% B 3)0284E-07
9 3,04% 8057487902  0,039910434  -0,003441583 0,762114987 3,02% ] 6,021E-08
10 3,08% 9947534316  0,048916274  -0,004695117 0,733137371 3,10% 3] 3,92426E-08
11 317% 1093653876  0,058762584  -0,006215144 0703993081 3,19% 3] 4,16484E-08
12 326% 11,92450233  0,069430505  -0,008025153 0,674777105 328% ] 1,7349SE-08
13 3,36% 1291142612 0,080901581  -0,010148105 0645583113 337% 1,95531E-09
14 3,46% 13,89731123  0,093157743  -0,012606443 0616302781 345% | 3,03189E-09
15 3,56% 14,88215875 0,10618131  -0,015422107 0,587625137 3,54% 1] 2,93763E-08
16 3,65% 15.86396977  0,119954972  -0,01861634 0,559035954 3,63% 0 2,41905E-08
17 3,74% 16,84874538  0,134461788  -0,022210703 0,530817182 3,73% 1 1,3754E-08
18 3,83% 17.83048667  0,149685177  -0,026225079 0503046425 3,82% I 9,01682E-09
19 3.92% 18,81119474  0,165608%09  -0,03067969 0475796485 391% I 8,77513E-09
20 4,01% 19,79087066  0,182217097  -0,035594104 0449134954 4,00% I 9,76409E-09
2076951553  0,199494194 0040987444 042312387 I 9,51772E-09
21,74713042 021742498  -0,046878396 0,397819449 I $,10477E-09
22,72371643 023599456  -0,053285223 0,373271863 [ 5,82616E-09
23,60927464 0255188354  -0,060225769 0,349525114 [ 3,20107E-09
2467380612 0274992092  -0.067717471 0.326616932 9,53679E-10

25,64731196 0,295391806 -0,075777366 0,304578783 4,25778E-13
26,61979324 0.316373827 -0,084422102 0,283435911 1,43787E-09
2759125104 0,337924773 -0,093667942 0,263207442
28.56168642 0,360031548 -0,103530776 0,243906554
20.53110048 0.382681333 -0.114026127 0.225540684

a,=4$, " IFHS+(/(H&-V'H(.%/()48-'&+/&*)$1; &KIYBH)A&H/ 18+ &%) -<+&- &P &/$8&7DXDEX6DC@

kx|
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Graphiquement, ceci s’illustre de la maniére suivante :

Taux
5,50%

e 7C de Hull white ZC de marché

| 5,00% >
4,50%
4,00%
3,50%
3,00%

2,50% / —

2,00%
0,208 3 8 13 18 23 28

Maturité(ans)

G3A.'WLFG)%H/1/ #)48' 4(1'&+&*)$1; &1" ++ & KBH) A& (&*'++ & #( %" &H/1&
%)-<+&-'&[$+1P2.('&/$&7DXD8X6DC@

Nous constatons que la courbe estiZe aplatit presque parfaitement avec celle du marché
pour toutes les maturités et la différence d’exactitude des estimations comparativement aux

modeles antZrieurparait beaucoup plus au niveau du moyen et lomgeter

II!*+!II !
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IIl. PrZvisions de la courbe par les trois modeslest comparaison :

Etant donné que I’on cherche toujours a prévoir les taux futurs pour une meilleure
gestion obligataire, nous avons testé 1’adéquation des courbes estimée par les modéle de
Vasi¢ek, de Cox-Ross et de HulWhite ~ la courbe rZelle pour une date ultZrieure " celle de
I’estimation afin de pouvoir comparer concrétement leurs performances et aboutir a des
conclusions pertinentes.

Dans cette section, nous nous basons sur les dodo@d&/05/201 % TMP=2.253%
1. Modeles " un facteur - 9 D &t pHO®xIngersoll-Ross (CIR)-

Dans un premier tempapus commensons par prZvoir la courbe zzropon par les

modeles " un facteuet nous obtenons

021 2,38% 2,27% [o010%  2,27% 11%
! 0,38 2,37% 2,20% [ 0,08% 2,28% [,09%
| 047 2,40% 2,30% [ 0,10% 220%  [E012%
: 0.82 2,39% 2,34% [%.0,05% 2,31% [0,08%
| 1 2,38% 2,36% Bo0200  232% [,06%
' 2 2,38% 246%  008% I | 239%  0,01%
| 3 2,45% 256%  011% i | 2,46%
' 4 2,53% 266% 01200 | 2,54%
! 5 2,62% 275%  014% | 2,61%
6 2,70% 285%  014% M | 269%
! 7 2,79% 294%  015% {0 | 276%
8 2,88% 303%  016% I | 28a%
9 2,97% 31206 015% I | 29%
10 3,07% 321%  014% | 300%
1 3,16% 330%  014% i | 3,09%
12 3,26% 3380%  013% | 3,17%
13 336% 347%  011% | 3,26%
! 14 3,46% 355% 0,000 i | 3,35%
15 3,56% 3,63% 007% i | 3,44%
I 16 3,65% 3,71% 0,07% !:] 3,53% ! !
17 3,73% 006% i | 3,63%
! 18 3,81% 006% I 3,72%
| 19 3,90% il 3,82%
: 3,990 { 3,92%
! i 4,02%
2% :
|
|
|
|

a,=4$,."MZ1"? #.)A#&-'&+/8&*)$1; &K*)$H)4&-$&aXDIX6DC@
I le modeéle de Vasicek&&-'&GFR& 1"+ #"#&H/1&+'H#&/I&('$

Il!+’ !Il!
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De fason plus explicite, on peut construire " partirogs sorties les graphiques suivants

VA%G — —-_4) A*1261&4:.5¢ 4:
QlQYh  w*126194$3.6a Y’l@%(
o it
oom il
.
01YYh I I | | . | I | Y1YYF
-Y1YQ
FLQYh -Y1>Y
E1YYh L -Y1>Q
-Y1@)
et -Y1@«(
! @1YYh -Y1EY
Yi@> @ F >@ >F @@ @F
! '4)%:3)#1J40$M

G3A.'SING)%H/1/ #)4&'4(1'&+/8&*)SLHBOR ++'&'(&* ++ & H#(. %" &H/1&+'&%)-<
! Vasicek /$&aXDIX6D8EA "/+.#" & H/1&+#&/I$('$1#

VA% —r A*1D614D" e
Q1QY e NI2 6184 5 Y1>(3r
Q1YYh Y1>Yh
01QYh
Q Y1YQt
01YYh
ol i | Y1YYF
E1QYh ‘ ] | ‘ ‘ | |
Y1y
E1YYh Q
@lQYh -Y1>Yi
@1YYh Y1>Q

Yi@> @ F >@ >F @@ Q@F
'4)%:3)#J40$M

G3A. ' FTG)%H/1/ #)4& A(1'&+&*)$L; &RDGEL " ++& (& ++&H( Yo" &HI1&+'¢
- &GF!&/$&aXDIX BRI+ #" & H/1&+'#&/$('$1#
Les rZsultats de ces prZvisions montrent bien que les modsles ~ un facteur capturent la
volatilitZ du changemeddes taux ,vue que les courbes prévues par le modéle de Vasicek et CIR
en 7/5/2019 suivent I’évolution de la courbe de marché ,mais représente un probléme
d’ajustement ,car les écarts des taux pour plusieurs maturités sont significativement grands,
comme lemontre 1’axe des écarts dans les deux premiers modéles, qui vont jusqu’a 25 points

de base pour la courbe ®asicek et 12 points de base pour celle de CIR.

Il! +#Il !
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2. Modele de Hull-White :

Quant aux rZsultats de prZvision de la courbe-@dinpon par lenodéle d’Hull-White,

ils se rZsument dans le tableau suivant

ki 0,0213733| TMP(7/5/2019) 2,25%

el 3.27% |LONG (7/5/2019) 3,02%

ol 0,0001677 |SCR -0,003270548

kr 0.001053

or 0.000142

Al -164.5145142

Ar -10,90256444

maturité |2C de marché br(t.T) | biem) | aT) | b(tT) | 2C de Hull white | Ecart

0,21 2.38% 0,209976783  2,31822E-05 -6,28035E-08 0,3952457 2.33% s -005%

0,38 2.37% 0379923984  7.581E-05 -3.02M6E-07 09913635 2.34% o -0,03%

047 2.40% 0469883715 0000115896 -5,51378E-07 0,9892962 2.36% s -0,04%

0,82 2.39% 0519646083  0,000351858 -2.78813E-06  0,981179 2.37% = -0.01%

1 2.38% 0999473685  0,000522585 -5,01274E-06 09769569 2.37% % -001%

2 2.38% 1997895478 0,002074848 -3,94037E-05 0,9529347 2.41% 0.03% -

3 2.45% 2995266486  0,004633919 -0,000131956 09280081 2.49% 0.04% -

4 2.53% 3991587815 0,008177413  -0,000310814 09022565 2.57% 0.04% .

5 2.62% 498686057  0,012683421 -0,000603493 0,8757636 2.65% 0.03% .

3 2.70% 5951085854 0018130496 -0,001036899  0,848617 2.74% 0.03% "

7 2.79% 697426477 0024497648 -0,001637334 0,8209072 2.82% 0.03% -

8 2.88% 7966398419 0031764331 -0,002430515 07927271 2.90% 0.02% i

9 2.97% 8957487902 0039910434 -0,003441583 0,7641712 2.99% 0.02% —|

10 3.07% 9947534316 0,048916274 -0,004695117 0,7353349 3.07% 0.01% 3

1 3.16% 10,93653876 0058762584 -0,006215144 07063141 3.16% 0.00%

2 3.26% 1192450233 0,069430505 -0,008025153 0,6772038 3.25% = -001%

13 3.36% 12,91142612  0,080901581 -0,010148105  0,648098 3.34% [ -002%

" 3.46% 1389731123 0,093157743 -0,012606443 06190888 3.43% o -0,03%

15 3.56% 14,88215875 010618131 -0,015422107 05902658 3.51% [ -0.05%

% 3.65% 15,86596977 0119954972  -0,01861654 05617153 3.60% o -0,04%

17 3.73% 16,84574538 0134461788 -0,022210703 05335139 3.70% [ -003%

18 3.81% 1783048667  0,149685177 -0,026225079 05057581 3.79% o -0.02%

19 3.90% 18,81119474  0,165608909  -0,03067969 0,4785034 3.88% e  -002%

20 3.99% 1979087066 0,182217097 -0,035594104 0,4513243 3.97% o -0.02%

21 4,09% 2076951553 0,199494134 -0,040957444 0,4257837 4.07% [ -0,02%

22 4.18% 2174713042 0,21742498 -0,046878396 0,4004389 4.16% o -002%

23 4.28% 2272371643 0,23599456 -0,053285223 0375841 4.25% s -0,02%

24 437% 2369927464  0,255188354 -0,060225769 0,3520351 435% s -0,02%

25 4 47% 2457380612 0,274992092 -0,067717471 0,3290598 4.45% [ -002%

2 4 56% 2564731196 0,295391806 -0,075777366 0,3069475) 454% o -0.02%

27 4.66% 2661979324 0316373827 -0,084422102 0,2857247 4.64% [  -0.02%
2759125104 0,337924773 -0,093667942 0,2654112 = -0.01%
2856168642 0360031548 -0,103530776 0,2460213 % -001%
2953110048 0,382681333  -0,114026127 0,2275633 = -0.01%

a,=43, "KIZ1"? #.)4#8&- &+&*)$1; &KM$H)4&-$8&aX DIX6DC@&H/18+8&%)-LPRAVIDEA [+ # H&H/1 &+ H&IB($1#

Le tableau de prZvisions confirm T _ , Ecart
5.50% B Ecart  =====ZC de Hull white ZCde marché 0.15%

ainsi que la courbe prZvue par
modéle  d’Hull-White est une”

00%
0,10%

reprZsentation  approximativemer**

0,05%

fiable de la courbe obtenue ~ partir desoo | | I | | | | |
“

0,00%
LELEpret

-0,05%

r r ’ i } 4
données du marché surtout que Pécart I | | I )

entreles deux ne dZpasse pas les

3,00%

points de base.

2,50%

Mais puisquun graphe vaut mieux

que mille chiffres en terme<” ox . , w v 2 n
.. L SN SIPRG)YOH/ L/ #) A& A(L'&HEX) LI GDG &L ++ & (& ++&H(. %"
d’interprétations : %6)-<+&-V[$4P2.(&/$&aX DIXCDREEL "+ H#"& H/L&+ H&IS(SL#

"+
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Effectivementnous constatons qu’aussi bien pour le court terme que pour le long terme,
la courbeprZvue par lenodéle d’Hull-White au 7/05/2018’aligne parfaitement avec la courbe
disponible sur le marché. L’histogramme des Zcarts reprZsentZ sur le graphe vient confirmer ce
constat puisque lemodele estimZene s’écarte pas de plus de 5 points de base des donnZes
rZelles. Ceci peut bel et bien «tre expliquZ Ipdait que le modele prend en considZration en
meme tempsa volatilitZ des taux longs et celle des taux coeegui donre beaucoup plus de
flexibilitZ ~ la partie moyen et long terme de la courbe par rapport aux modsles ~ un seul facteur.

Ainsi, bien que le modsle HuWhite prZsente un inconvZnient de coewjt? des calculs en
comparaison avec les modsles " un facteur vus auparavant, il reste de loin le plus adZquat dans
notre cas.

Drailleurs, pour plus de visibilité nous représentons les courbes zéro-coupon estimZes
par les trois modsles et celle extraite ~ partir du marchZesmsme graphei-dessousjui vient

confirmer nos conclusions

ZC de CIR ZC de vasicek
Taux ] .
—o—7C de Hull white ZC de marchZ
5,50%
5,00%
»
"ol
/./
4,50%
4,00%
3,50%
ol o
3,00% 8
2 50% /
w
2,00%
0,21 2 7 12 17 22 27

MaturitZ (ans)

G3A.'BNEB)%H/1/ #)48 4(1'&+HE&*)$1; H&KFPH) A&H1"?S HE&H/ 1&+H#& (1) #EYo)-<+H&' (&*'
%6/1*2"&/$8aX DIX6B&@'/+.#" &H/1&+H&/$('$1#

II! +%I !
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A cestade, il est indispensable de noter que les Zcarts entre les modeles de la courbe des
taux et celle extraite a partir des données du marché bien qu’ils soient importants sauf qu’ils
restent non significatifs concretement dans la mesure o¢ leur impattstihation de la valeur
du portefeuille obfjataire est le point le plus important aux yeux de la CMR qui cherche

perpZtuellement ~ optimiser le rendement de ses investissements.

Ainsi, pour validerla pertinence @srZsultats obtenudans le chapitre rgcdent et
choisir le mod¢le des taux qui anticipe le plus I’évolution et la déformation de la courbe des
taux de marchZ, nous allons rZZvaluer les obligations ~ taux fixe en utilisant les courbes

reconstruitesu 7/5/2019a titre d’exemple.

Pour le moment, nous allons valoriser un portefeuille qui contient quelques lignes
obligataires " la base des trois courbes constrpitésZdemmeratfin defaire unecomparaison
qui nous permettra dehoisir le modele le plus convenable " la modZlisation desrdzitions

de la courbe des taux des bons de trésor de I’Etat Marocain.

I1 faut marquer ici la différence entre le prix d’une obligation et sa valeur. Le prix est le
montant ~ payer pour acquZrir cet actif, tandis que la valeur est ce que devrait «the ce p
L’évaluation des obligations devrait conduire a ce prix théorique. Le point de cette section traite

de I’évaluation des obligations a taux fixes.

Pour Zvaluer une obligation " taux fixe, on procede par actualisation des flux futurs en
utilisant le taux de rendement actuariel correspondant ~ la meme maturitZ. Ces taux actuariels
sont dZduits de la courbe zZro coupon pour chaque modeeversant lalgorithme de

Bootstrap prZsentZ dans le premier chapitre de cette meme partie.

Une application de calcul du Bootstrap inversZ est rZalisZe sous VBAEisaht le

code VBAExcel figurant dans I’ Annexe II et son interface se présente comme suit :

II! +&II !
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Date de la courbe 071052019
Maturité en jours | Maturité en années | Taux 2C taux actuariels Extraire la coul:be des taux
actuariels
77 0.21 2.38% 2.38%
139 0,38 2.37% 2.37%
172 0.47 2.40% 2.40%
299 0.82 2.39% 2.39%
365 1 2.38% 2.38%
730 2 2.38% 2.38%
1095 3 2.45% 2.45% Maturité en jours taux actuariels
1460 4 2.53% 2.53% 76.65 2.38%
1825 5 2.62% 2.61% 138.7 2.37%
2190 6 2.70% 2.69% 171.55 2.40%
2555 7 2.79% 277% 299.3 2.39%
2920 8 2.88% 2.85% 365 2.38%
3285 9 2.97% 2.93% 730 2.38%
3650 10 3.07% 3.01% 1095 2.45%
4015 1 3,16% 3.09% 1460 2.53%
4380 12 3.26% 3.107% 1825 2.61%
4745 13 3.36% 3.267% 2190 2.69%
5110 14 3.46% 3.34% 2555 2.77%
5475 15 3.56% 3.42% 2920 2.85%
5840 16 3.65% 3.48% 3285 2.93%
6205 17 3.73% 3.55% 3650 3.01%
6570 18 3.81% 3.61% 4015 3.09%
6935 19 3.90% 3.67% 4380 3.17%
7300 20 3.99% 3.74% 4745 3.26%
7665 21 4,097 3.80% 5110 3.34%
8030 22 4,18% 3.86% 5475 3.42%
8395 23 4,28% 3.92% 5840 3.48%
8760 24 437% 3.98% 6205 3.55%
9125 25 4.47% 4,03% 6570 3.61%
9490 26 456% 4,08% 6935 3.67%
9855 27 4,667 4.13% 7300 3.74%
10220 28 4.75% 4,18% 7665 3.80%
10585 29 4,85% 4,23% 8030 3.86%
10950 30 4,947 | 4.27% 8395 3.92%
8760 3.98%
9125 4,03%
9490 4,08%
9855 4.13%
10220 4.18%
10585 4,23%
10950 4277

G3A. ' PEFA(' LA &-'&+V/HH+.*/()48-"&N)) (#(1/H& A2 PHFAH" & H/1& + #&IS(SBYSHR\NQTE*+

Il faut cependant ne jamais oublier que la valeur calculée ainsi n’est qu’un simple

chiffre. Le prix réel des obligations s’établit sur le marchZ.
Le prix théorique de I’obligation se calcule de la relation suivante :

P _i Fi
T L+ TRAY
=

Ainsi que la valeur d’une ligne obligataire est déterminée par les formules suivantes qui
sont imposZes pé CIRCULAIRE N° 02/04 de I’AMMC relatif aux conditions d’évaluation
des valeurs apportZes ~ un organisme de placement collectif en valeurs e®bili«dZtenues

par lui:

II!+I !II!
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~ coupons annuels et ~ taux fixe remboursables in fine :

1. Evaluation des titres de crZances de maturitZ initiale infZrieure ou Zgale ~ 1
an:

Le prix des titresle crZances " taux fixe dont la maturitZ initiale est infZrieure ou Zgale

" 365jours, est calculZ de la maniere suivante :

M.
1+tr3e0

M,
1+ tr360

P=NX

Avec :P: le prix du titre, erMAD ;
N : le nominal, erlMAD ;
Mi: la maturiZinitiale, en jours
M: : la maturitZ rZsiduelle, en jours
tr : le tauxfacial ;
t.: le taux de rendement, simple (il devient constant pour toute nZaturit
rZsiduelle infrieure ouZgale™ 8 semaines, avec une condition de
continuiZ du taux” la maturiZ przcitZe) ;

2. Evaluation des titres de crZances de maturitZ initialsupZrieure™ 1 an :

4=V3):6$!26!.:#40.6$126184)%: 3)#$!:#$32%6++6$! 30A#:36%6:6!NI>140

Le prix des titres de crZances " taux fixe dont la maturitZ initiale est supZrieure ~ 1 an et dont
la maturitZ rZsiduelle est infZrieure ou Zgale "~ 365 jours, est calculZ de la maniere suivante :

1+t

M,
r360

P=NX
1+t

Sauf dans le cas dégnes postéricures ou atypiques a un seul flux ou la formule s’écrit :

14 M
P=NX—"1—

M,
1+ tr360

O+ P, N, M, M;, tr et t : sont tels que dZfinis prZcZdemment

Et A : égale a 366 jours si ’année en cours est bissextile et 365 sinon ;

;= V3):6$12!.:#40.6$!26!&4)%:3)#$!:#$32%6++6$! 30A#:36%t6!N!>140

Le prix des titres de crZances " taux fixe dont les maturitZs initiales et rZsiduelles sont
supZrieures ~ 365 jours, est calculZ de la maniere suivante :

n

1 F;

P =
(1+t)0ED

(1+t)A i1

"L+
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Avec :P: le prix du titre, en MAD,
t;: le taux de rendement au moment de I’ valuation, tel que ini par
I’article 6 de la prZsente circulaire

Fi:flux monaire” la date i (coupon ou coupon plus nominal)
n: nombre de couporisvenir;

n; : nombre de jours restahtourir jusqu’” la date du prochain coupon
A : Zgale™ 366 jours si I’annZe en cours est bissextile ou 365 sinon

Plus précisément, cette derniere formule s’écrit différemment suivant que la ligne a évaluer est
normale ou postZrieure

-ICas d’une ligne normale !All

n
p—— 1 n_[ tf(.1)+ L
= =
(1+t)a L= A+E) (1+t)

-=1Cas d’une ligne postérieure a un seul flux All

M.
1+ tffl
P=NX —m
1+t)7
Oe I’0on considére les mémes notations citées avant.
--zICas d’une ligne postérieure a un plusieurs flux Al

) 6L OD GDWH G9pVign® Kricvde. R @at e @ achement du premier
coupon:

N ty(Dic — Dpm 1

P + Zn: /A—
B A S (1+6)ED T A+ )Y
i=

n;
(1+t)3

Avec : D1 Date de d&achement du premier coupon ;
Dem: Date d’Zmission;

) Sinon: la formule est la meme que pour une ligne normale

[1. Valorisation du portefeuille par les trois modeles et comparaison au
7/05/2019 :

Avant de commencer la valorisation, nous devons extraire la courbe des taux actuariels

rZelle et celle de chaque modele A§/2019 par 1’application du Bootstrap inversé présenté

prZcZdemmert les dZposer dans une feuille nommZe@be» pour I’exploiter par un code

VBA Excel afin de valoriser chaque ligne obligataire en prenant les inputs nZcessaires " la
valorisation dechaque ligne obligataire.

Les courbes des taux actuariels au 7/5/2019 et sa comparaison avec les taux actuariels
rZels sont construites pour chaque modele.

")
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Taux taux actuariels rZels
taux actuariels de Vasicek
4,50% —e—taux actuariels de CIR
taux actuariels de Hull White A
4,00%
3,50%
3,00%
2,50%
2,00%
0,21 2 7 12 17 22 27

MaturitZ(ans)

G3A.'IFE)%H/1/ #)A& 4(1'&+&*)$1; &-"H&(ISE&I*($/1. +#& 1" et B& Brévue par le modéle de Vasicek au 7/05/2019&

Nous constatons que les Zcarts entre la courbe rZelle et la courbe des deux premiers
modéles s’aggravent par la conversion ~ partir des taux zZro coupons et notamment dans la
partie court terme, tandis queux de HulWhite restent stablesl’ou I’importance de bien
calibrer la courbe zZro coupohussi, ~ partir de ce meme graphegus pouvons dire que le
modesle deHull est encore une foiseilleur en comparaison avec lasitres modesles choisis
pourfaire des prZvisions.

%5pDOLVDWLRQ GT1XQH DSSOLFDWLRQ GH YDORULVD\

Pour montrer la pertinence du modele de Huhite, nous allons valoriser un
portefeuille fictif par la courbe des taux actuariels prZvue au 7/5/2019 de chaque modele et faire
la compaaison avec la valorisation par la courbe des taux actuariels rZelle ,en valeur monZtaire
et calculer ’erreur de prévision .

L’application de valorisation est réalisée sur VBA-Excel, qui exploite les
caractZristiques de chaque ligne obligataire et la courbe des taux actuariels prZvue, et celle rZelle

du marchZ € prZsentZe pour chaque modele comme :suit

II! +* !II !
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Date de valorisation | 07/05/2019 Modéle VASICEK L. L.
Pricing par la courbe Pricing par la courbe de
réelle Vasicek
TITRE CODE QUANTITE pricing /C réelle pricing /C Vasicek DATE_| DATE_ DATE_| NOMINAL | NOMNAL_GLOBAL | TAUX_FACIALE| PE! _COUPON Maturité rési Maturité initiale | Ecarts relatifs
BDT du 05/04/2004 6,10% 3 20 ans 200709 a5 5316 080 MAD 5302 598 MAD 05/04/2004 05/04/2004 05/04/2024 100 000 955 500 000 61% Annuel Infine 4,918 20,014 0.25%
b
BDT du 02/08/2004 5,60% a 15 ans 200720 25 2505717 MAD 2505 719 MAD 02/08/2004 02/08/2004 02/08/2019 100 000 617 400 000 5,6% Annuel Infine 0,238 15,008 0,00%
BDT du 18/10/2004 15A a 5.5% 100000 1 200732 65 6514 505 MAD 6514 513 MAD 18/10/2004 18/10/2004 18/10/2019 100 000 175 100 000 5,5% Annuel Infine 0,449 15,008 0,00%
b
BDT du 28/02/2005 5,50 % 15 ans 200750 23 2305 077 MAD 2305 080 MAD 28/02/2005 28/02/2005 28/02/2020 100 000 187 300 000 5,5% Annuel Infine 0,814 15,008 0,00%
BDT du 28/02/2005 20A 3 6% 100000 | 200751 100 12318 405 MAD 12284 852 MAD 28/02/2005 28/02/2005 28/02/2025 100 000 252 500 000 6,0% Annuel Infine 5,819 20,014 0.27%
BDT du 05/09/2005 15A a 5.3% 100000 f 200762 52 5312710 MAD 5312 091 MAD 05/09/2005 05/09/2005 05/09/2020 100 000 2 200 000 000 5,3% Annuel Infine 1334 15,011 0,01%
BDT 15 ANS du 14/11/05 53% | 200769 85 8645 056 MAD 8641577 MAD 14/11/2005 14/11/2005 14/11/2020 100 000 1,000 000 000 53% Annuel Infine 1526 15,011 0,04%
b
BDT 02/01/2006 20 ans 5.95% 200774 16 2054 617 MAD 2048 823 MAD 02/01/2006 02/01/2006 02/01/2026 100 000 129 500 000 6,0% Annuel Infine 6,663 20,014 0.28%
b
BDT 15 ANS du 05/02/2007 3.65% 200812 94 9 678 387 MAD 9 662 184 MAD 05/02/2007 05/02/2007 05/02/2022 100 000 26 100 000 3,7% Annuel Infine 2,753 15,011 0,17%
BDT du 03/03/2010 4,10% a 10 ans [ 200987 235 23 525 247 MAD 23 525 274 MAD 15/02/2010 03/03/2010 03/03/2020 100 000 100 000 000 4,1% Annuel Infine 0,825 10,052 0,00%
b
BDT du 19/04/2011 4,15% 3 10 ans 201041 185 18418 864 MAD 18 394 966 MAD 31/01/2011 19/04/2011 19/04/2021 100 000 735 700 000 42% Annuel Infine 1,953 10222 013%
BDT du 05/08/2013 10A 3 5.25% 100000 [ 201292 150 17551 459 MAD 17523 626 MAD 05/08/2013 05/08/2013 05/08/2023 100 000 664 400 000 53% Annuel Infine 4,249 10,005 0,16%
b
BDT du 16 04 2029 5.60 a 15 ans 201317 120 16 563 482 MAD 16 500 075 MAD 06/01/2014 16/04/2014 16/04/2029 100 000 1665 300 000 5,6% Annuel Infine 9,951 15,285 0,38%
b
BDT du 3103 2014585 a 20 ans 201328 42 6 647 234 MAD 6626 186 MAD 31/03/2014 31/03/2014 31/03/2034 100 000 2935 900 000 5,9% Annuel Infine 14,910 20,014 0,32%
b
BDT 15 ans du 18/07/2031 a 3.20% 201432 39 5014 285 MAD 5001 093 MAD 16/05/2016 18/07/2016 18/07/2031 100 000 3927 100 000 3,2% Annuel Infine 12,205 15,181 0,26%
b
BDT 10 ans du 14/06/2027 a 3.2% 201465 73 8767 202 MAD 8 747 500 MAD 05/09/2016 14/06/2017 14/06/2027 100 000 230 000 000 3,2% Annuel Infine 8,110 10,778 0,22%
BDT 15 ans du 18/07/2033 a 3.70% f 201516 92 12 694 166 MAD 12 662 565 MAD 15/01/2018 18/07/2018 18/07/2033 100 000 2051 100 000 3,7% Annuel Infine 14,208 15,515 0,25%
b
BDT 10 ans du 19/06/2028 a 3.30% 201519 12 1478 599 MAD 1475023 MAD 05/02/2018 19/06/2018 19/06/2028 100 000 2044 700 000 3,3% Annuel Infine 9,126 10,375 0,24%
Total 165 311 092 MAD 165 033 745 MAD
Erreur de prévision 0,1678%
N * ' AT - ' ' o o
G3A.'MIQHH+.*/()4&-'&?/+) 1 #/(.)4&-S&H) L(A'S (/. 1' &H/1&+&%)-<+'&-'&\/# *'W
Date de valorisation | 0710512019 | Modéle des taux | Cox ingersoll Ross| . L.
Pricing par la Pricing par la
courbe réelle courbe de CIR
TITRE CODE QUANTITE pricing IC réelle | pricing!C de CIR | DATE_EMISSION | DATE_JOUISSANCE| DATE_ECHEANCE | NOMINAL | NOMNAL_GLOBAL | TAUX_FACIALE | PERIODICITE_COUPON | AMC ité rési Maturité initiale | Ecarts relatifs
BDT du 05/04/2004 6.10% 3 20 ans 200709 45 5316 080 MAD 5316 835 MAD 100 000 955 500 000 6.1% Annuel Infine 4.918 20.014 -0.01%
BDT du 02/0812004 5.60% 3 15 ans 200720 25 2505 717 MAD 2505 719 MAD 100 000 617 400 000 5.6% Annuel Infine 0.238 15,008 0.00%
BOT du 1811012004 15A 5 5.5 100000 [ 200732 65 6514 505 MAD 6514 514 MAD 1811012004 181102004 1811012019 100 000 175 100 000 5.5% Annuel Infine 0.4439 15.008 0.00%
BOT du 2810212005550 Z 315ans | 200750 23 2305 077 MAD 2305 081 MAD 100 000 187 300 000 5.5% Annuel Infine 0.814 15,008 0,00
BOT du 281022005 20A 3 6% 100000 [ 200751 100 12318405 MAD | 12322123 MAD 100 000 252 500 000 6.0% Annuel Infine 5.813 20,014 -0.03%
BOT du 0510912005 15A 3 5.3 100000 [ 200762 52 5312 710 MAD 5315 125 MAD 100 000 2200 000 000 5.3% Annuel Infine 1334 15,01 -0,05%
BDT 15 ANS du 1411105 5.3% [ 200769 85 8 645 056 MAD 8 647 999 MAD 1411112005 1411112005 1411112020 100 000 1000 000 000 5.3% Annuel Infine 1526 15,01 ~0.03%
BDT 02/01/2006 20 ans 5.95% [ 200774 16 2054 617 MAD 2055 522 MAD 021012006 021012006 021012026 100 000 129 500 000 6.0% Annuel Infine 6,663 20,014 _0.,04%
BDT 15 ANS du 0510212007 3.65% | 200812 94 9 678 387 MAD 9 676 312 MAD 7 100 000 26 100 000 3.7% Annuel Infine 2,753 15,01 0.02%
BDT du 0310372010 4,10% 510 ans 200987 235 23525247 MAD | 23525290MAD |  15102¢2010 0310312010 0310312020 100 000 100 000 000 41z Annuel Infine 0,825 10,052 0.00%
BOT du 19/04120114,15% 310ans | 201041 185 18418864 MAD | 18417 306 MAD 3n0m20M 1910472011 1910412021 100 000 735 700 000 427 Annuel Infine 1,953 10.222 0.01%
BODT du 0510812013 10A 35.25% 100000 | 201292 150 17551459 MAD | 17 551 618 MAD 13 13 3 100 000 664 400 000 5.3% Annuel Infine 4.243 10.005 0,00
BDT du160420295.60a15ans | 201317 120 16563482 MAD | 16588 743 MAD 100 000 1665 300 000 5.6% Annuel Infine 9.951 15,285 -0.15%
BDTdu31032014585a20ans | 201328 42 6 647 234 MAD 6 672 288 MAD 310312014 3110312014 310312034 100 000 2 935 900 000 5.9% Annuel Infine 14,910 20,014 _0.38%
BDT 15 ans du 18107120315 3.20% | 201432 39 5014 285 MAD 5022 486 MAD 1610512016 1810712016 1810712031 100 000 3927 100 000 3.2% Annuel Infine 12.205 15.181 0.16%
BDT 10 ans du 1410612027 3 3.2%2 | 201465 73 8767 202 MAD 8771780 MAD 0510312016 1410612017 1410612027 100 000 230 000 000 32% Annuel Infine 8,110 10,778 _0.05%
BOT 15 ans du 1810712033 33.70% [ 201516 92 12694 166 MAD | 12725 158 MAD 1510112018 1810712018 1810712033 100 000 2051100 000 3.7% Annuel Infine 14.208 15,515 _0.24%
BDT 10 ans du 33302 [ 201519 12 1478 599 MAD 1479 741 MAD 18 100 000 2044 700 000 3.3% Annuel Infine 9.126 10,375 -0,08%
Total 165 311 092 MAD| 165 413 638 MAD
|Erreur de prévision -0,0620%
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Pricing par la courbe

courbe de Hull

white a 2F

Date de valorisation | 0710512019 | Modéle des taux Hull white a 2F Pricing par la
réelle

TITRE CODE QUANTITE pricing IC réelle | pricing!C de Hull a 2F | DATE_EMISSION |DATE_JC E|DATE_ECHEANCE| NOMINAL | NOMNAL_GLOBAL |TAUX_FACIAL |PERIODICITE_COUPON|AMORTISSEMENT [Maturité résiduelle| Maturité initiale | Ecarts relatifs
BDT du 05/04/2004 6.10% a 20 ans 200709 45 5 316 080 MAD 5 312 534 MAD 050042004 05/042004 0500412024 100 000 955 500 000 6.1% Annuel Infine 4918 20,014 0.07%
BDT du 02/08/2004 5,60% a 15 ans [ 200720 25 2505 717 MAD 2505718 MAD | 0210812004 02082004 02008/2019 100 000 617 400 000 5.6% Annuel Infine 0,238 15,008 0.00%
BDT du 1811002004 15A a 5.57 100000 [ 200732 65 6 514 505 MAD 6 514 508 MAD 1811002004 1811002004 181002019 100 000 175 100 000 5.5% Annuel Infine 0.449 15,008 0.00%
BDT du 28022005 5,50 % a 15 ans [ 200750 23 2 305 077 MAD 2305078 MAD | 2810212005 281022005 280212020 | 100 000 187 300 000 5.5% Annuel Infine 0.814 15,008 0.00%
BDT du 28/0212005 20A a 6 100000 [ 200751 100 12 318 405 MAD 12310 677 MAD |  28/02/2005 2810212005 2810212025 | 100 000 252 500 000 6.0% Annuel Infine 5.819 20,014 0.06%
BDT du 05092005 15A a 5.3% 100000 [ 200762 52 5 312 710 MAD 5 312 687 MAD 05092005 05/09/2005 05/09/2020 100 000 2 200 000 000 5.3% Annuel Infine 1.334 15,011 0.00%
BDT 15 ANS du 14105 5.3% [ 200769 85 8 645 056 MAD 8 644 066 MAD 141142005 1411¥2005 1411¥2020 100 000 1000 000 000 5.3% Annuel Infine 1526 15.011 0.01%
BDT 02/0¥2006 20 ans 5.95% [ 200774 16 2 054 617 MAD 2053430 MAD |  0200¥2006 0210%2006 0210%2026 100 000 129 500 000 6.0% Annuel Infine 6,663 20,014 0.06%
BDT 15 ANS du 05022007 3.65% [ 200812 94 9 678 387 MAD 9672156 MAD | 050212007 0510212007 050212022 | 100 000 26 100 000 3.7% Annuel Infine 2,753 15,01 0.06%
BDT du 0032010 4,10% 3 10 ans [ 200987 235 23 525 247 MAD 23525 255 MAD | 150212010 03032010 03032020 | 100 000 100 000 000 1% Annuel Infine 0.825 10,052 0.00%
BDT du 13/04/2011 4,15% a 10 ans [ 201041 185 18 418 864 MAD 18 410 303 MAD 3v0v%20M 1900412011 1900412021 100 000 735 700 000 42% Annuel Infine 1,953 10,222 0.05%
BDT du 051082013 10A & 5.25% 100000 [ 201292 150 17 551 459 MAD 17 543 248 MAD | 05082013 008/2013 05082023 | 100 000 664 400 000 5.3% Annuel Infine 4,249 10,005 0.05%
BDT du 16 04 2029 5.60 a 15 ans [ 201317 120 16 563 482 MAD 16 559 029 MAD |  06/0%2014 1610412014 161042029 100 000 1665 300 000 5.6% Annuel Infine 9,951 15,285 0.03%
BDT du 3103 2014 5 85 a 20 ans [ 201328 42 6 647 234 MAD 6654 829 MAD | 3¥032014 3032014 3032034 100 000 2 935 300 000 5.9% Annuel Infine 14.910 20,014 ~0.11%
BDT 15 ans du 18/0712031 3 3.20% [ 201432 39 5 014 285 MAD 5014 931MAD | 16052016 1810712016 1810712031 100 000 3927 100 000 3.2% Annuel Infine 12,205 15,181 -0.,01%
BDT 10 ans du 14062027 & 3.2% [ 201465 73 8 767 202 MAD 8 763 969 MAD 05/09/2016 1410602017 1410602027 100 000 230 000 000 3.2% Annuel Infine 8.110 10,778 0.04%
BDT 15 ans du 180712033 a 3.70% [ 201516 92 12 694 166 MAD 12 701 903 MAD 150%2018 1810712018 1810712033 100 000 2 051100 000 3.7% Annuel Infine 14,208 15.515 -0,06%
BDT 10 ans du 19062028 a 3.30% [ 201519 12 1478 599 MAD 1478 189 MAD 0510212018 19062018 190602028 100 000 2 044 700 000 3.3% Annuel Infine 9.126 10,375 0,03%

Total 165 311 092 MAD 165 282 510 MAD
Erreur de prévision| 0,0173%

G3A.'$"NRIHH+.*/()48-'&2/+) 1.#/(.)4&-$&H) 1(A'S.++'&);+.B/(/.1'&H/1&+ &%) -< HRR[$++

ConformZment aux conclusions retenues dans le chapitre prZcZdent, le modsle Waitdutit preuve encore une fois d’exactitude
puisque I’erreur de sa prévision s’estime a 28582 MAD seulement, différence qui ne représente que 0.0173% de la valeur globale du portefeuille
tandis que le modele de Vasicek seestime largement celiei de 277347 MAD ( soit0.1678% de la valr rZelle) et celui de Cdrgersolt
Ross la surestime de 102546 MAD (soit +0.0620% de la valeur rZelle).

Aussi, en nous rZfZrant ~ chaque ligne obligataire indZpendamment des awses)nstatons que les Zcarts relatifs de la valorisation par
les coubes actuariels déasicek et de CoxngersollRosssont tres ZlevZs par rapport ~ ceux delHivhite. En effet, pour les modesles ~ un facteur,
ces écarts s’élévent jusqu’a 38 points de base pour certains linges obligataires , tandis qtils ne dZpassent p&s11 points de basgansle modsle

deHull-White.

Finalement,nous pouvons dire que meme si les Zcarts entre la courbe rZelle et prZvue pour les diffZrents modsles ne sont pas tres
significatifs, leur impact sur la valorisation I’est parfois et notamment quand il s’agit de grandes quantités de titresconcentrZes sutes maturitZs

dont les taux sont sensibles.

n!#” !n |
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Au terme de ce projet, nous avons eu 1’occasion de mettre en ceuvre les diffZrents acquis
et notions tioriques appris lors de notre cursus universitaire, mais aussi nous avons pu
dZpasser la tforie et toucher dans un cadre pratiqueZatiste aux diffZrents aspects de la
gestion de portefeuille obligataire et des risques encourus, notammisgiule engendrpar
I’Zvolution des taux d’intérét qui reprZsente I’'une des problématiques financiéres les plus
complexes.En effet, expliquer la forme courante de la structure des taux, ainsi que ses
dZformations au cours du temps, constitue un problenueial pour le gestionnaire de
portefeuille obligataire.

Dansce sens, la CMR se doit d’immuniser son portefeuille contre ce risque afin de
respecter ses engagements envers les #str@iour cela, elle se voit contrainte dévpir au
mieux le sens etihtensitZ des variations de la courbe des taux et I’optimal serait de trouver un
mock le reproduisant la structure par termes des taux de la fason la plus fiable possible pour une
meilleure pgvision.

Drailleurs, de nombreuses approches ont été proposées dans le cadre de la modZlisation
de la structure par terme des taux d«intdasmi lesquels on a pu retemgrincipalement
quelquesunes dont on a explicifEsavantages et inconvZnients.

Dans cememe cadre, nous avons essayZ de modZliser la structure par terme des taux "
I’aide des trois modéles stochastiques Vasi¢ek, Cox Ingersoll Ross et Hull White a deux
facteursZtant donngu’ils prennent en considZration la volatilitZ des taux et repiefgeonc
beaucoup plus de flexibilitZ par rapport aux modeles dZterminRtes.autant, ces modeles
ne peuvent pas s’appliquer dans tous les contextes, alors il est important de les utiliser
judicieusement.

Par ailleursa I’instar de notre Ztude, nous pouvons conclure lgseleux premiers
modelesprZsentent des Zcarts significativement grands par rapport ~ la rZalitZ et ne sont donc
pas adéquats. Ceci peut étre du au fait qu’ils ne tiennent compte que d’une seule variable d’état
" savoir le taux court, et stipudeque ce dernier est le seul dZterminant de la structure par terme
des taux zZro couporsntrairemenaumodele de Hull White ~ deux facteurgui, quant ~ lui,
prend en considération deux facteurs d’état et donne beaucoup plus de flexibilitZ ~ la courbe

des tawets’aveére donc un meilleur modéle ™ retenir.
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'Fonction de calcul de 1'interpolation ou l'extrapolation linéaires entre deux maturités

Function interpolation (Tl As Double, T2 As Double, rl As Double, r2 As Double, t As Double) As Double
interpolation = ((r2 - rl) * (¢t - Tl) / (T2 - T1)) + rl

End Function

'Fonction de calcul de base des taux actuariels a partir des taux couponnés
Function taux act(t As Double, maturite As Double)
If maturite < 365 Then

taux_act = ((1 + (t * maturite) / 360) ~ (365 / maturite)) - 1

Else
taux act = t
End If
End Function
'Fonction de calcul des taux actuariels pour les maturités définies & partir des taux de la courbe de BAM

Function t act(maturite As Double) As Double

Dim Courbe BAM As Range
derniere ligne = Sheets("Courbe").Range ("A4").End (x1Down) .Row

Set Courbe BAM = Sheets("Courbe").Range (Sheets ("Courbe").Cells (4, 1), Sheets(“Courbe").Cells(derniere_ligne, 5)

Dim NbRows As Integer, i As Integer, j As Integer
j=1
NbRows

Courbe BAM.Rows.Count

= interpolation(Courbe BAM(j - 2, 5), Courbe BAM(j - 1, 5), taux ac

NbRows
ourbe BAM(i, 5) <= maturite) The

If (maturite <= Courbe BAM(i + 1, 5)) Then|

t_act = interpolation(Courbe BAM(i, 5), Courbe BAM(i + 1, 5), taux_act(Courbe BAM(i, 3), Courbe BAM(i, 5)), taux_act(Courbe BAM(i + 1, 3), Courbe BAM(i + 1,

End If

End If
End Function
'Fonction de calcul des zéx ~oupo X i
Function 2C(n As Double, t_act As Double) As Double
Dim i As Integer
Dim S As Double

taux é n A partie es taux actuariels

s =0
If n <= 1 Then
Z2C = t_act

i =3 o n — 1
S + (1L / (1L + Range (K™ & 6 + i)) ~ 1)
((t_act + 1) / (1 — t .act * 8)) ~ (1. /7 n)) - 1

End Function

II! #’%II !

rbe BAM(j - 2, 3), Courbe BAM(j - 2, 5)), taux_act(Courbe BRM(j - 1, 3), Courbe BAM(j - 1, 5)), maturite)

5)), maturite)



'Macro de remplissage des cellules des taux actuariels et des taux zéro coupon & la base des fonctions déja définies
Sub remplissage()

Dim NbRows As Integer

Dim i As Integer

Dim courbe As Range

Dim derniere ligne As Integer

derniere ligne = Sheets("courbe").Range ("H4") .End (x1Down) .Row

Set courbe = Sheets("courbe") .Range (Sheets ("courbe").Cells(4, 8), Sheets("courbe").Cells(derniere_ligne, 11))
NbRows = courbe.Rows.Count

For i = 1 To NbRows

Range ("J" & i + 3).Select
ActiveCell.FormulaR1Cl = "=t_act(RC8)"

Range ("K" & i + 3).Select
ActiveCell.FormulaR1Cl = "=2C(RC[-2],RC[-1])"
Next i

End Sub

"#,&1"



1--$;$"XX¥58:$"_c!":."c88&%&’,+"3-/$'%9

L006G6!EMR6!WXLR%!X(()$):4/!
3096:&

'Fonction d'extraction des taux actuariels a partir des taux zéro coupons pour faire le pricing
Function taux actu(ZC As Double, n As Double) As Double
Dim i As Integer
If n <= 1 Then
taux_actu = ZC
Else
Fori=1Ton-1
S=5+(1/ (1 +Range("C" & 6 + 1)) ~ i)
taux actu = ((2C + 1) *n-1) / (1 +s* (2C + 1) * n)
Next i
End If
End Function

'Macro de remplissage de la colonne des taux actuariels
Sub courbe cp()
Dim NbRows As Integer
Dim i As Integer
Dim Courbe As Range
derniere ligne = Sheets("Courbe").Range ("A4").End(x1Down) .Row

Set Courbe = Sheets("Courbe").Range (Sheets("Courbe").Cells(4, 1), Sheets("Courbe").Cells(derniere_ligne, 3))
NbRows = Courbe.Rows.Count
For 1 = 1 To NbRows
Range ("D" & i + 3).Select
ActiveCell.FormulaRlCl = "=taux actu(RC3,RC2)"
Next i
End Sub
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rFoncti‘. de valorisation des lignes obligataires par la courbe de prévue
Function pricing2(maturite r As Double, maturite i As Double, taux facial As Double, nominal As Double, quantite As Integer) As Double
Dim t_act As Double
Dim courbe2 As Range
Dim S As Double
derniere_ligne = Sheets("Courbel") .Range ("A4").End(x1Down) .Row

Set courbe2 = Sheets ("Courbel").Range (Sheets("Courbel").Cells(4, 3), Sheets("Courbel").Cells(derniere ligne, 4))
Dim NbRows As Integer, i As Integer, j As Integer
NbRows = courbe2.Rows.Count
If maturite r <= courbe2(l, 1) Then
t_act = courbe2 (1, 2)
Else

For i = 1 To NbRows - 1
If (courbe2(i, 1) <= maturite_r) Then
If (maturite r <= courbe2(i + 1, 1)) Then
t_act = interpolation(courbe2(i, 1), courbe2(i + 1, 1), courbe2(i, 2), courbe2(i + 1, 2), maturite_r)
End If
End If
Next i
End If

If maturite r <= 1 And maturite i <= 1 Then

pricing2 = nominal * quantite * (1 + taux facial * maturite i / 360) / (1 + t_act * maturite r / 360)
ElseIf maturite i >= 1 And maturite_r < 1 Then

pricing2 = nominal * quantite * (1 + taux facial * maturite i / 365) / (1 + t_act * maturite r / 360)
Else

S=0

For j = 1 To Int(maturite r)

S =5 + taux_facial * (1 + t_act) ~ (1 - J)

pricing2 = nominal * quantite * 1 / (1 + t_act) * (maturite r - Int(maturite_r)) * (S + 1/ (1 + t_act) *~ (1 - n))
Next j

End If

End Function

''"Macro de remplissage des cellules de valrisation des lignes obligataires par le courbe prévue
Sub rempvasicpre()

Dim NbRows As Integer

Dim i As Integer

Dim portefeuille2 As Range

Dim derniere ligne As Integer

derniere ligne = Sheets("portefeuillel").Range ("A4").End(x1Down) .Row

Set portefeuille2 = Sheets("portefeuillel").Range (Sheets("portefeuillel").Cells(4, 1), Sheets("portefeuillel").Cells(derniere ligne, 15)
NbRows = portefeuille2.Rows.Count

For i = 1 To NbRows
Sheets ("portefeuillel") .Range ("E" & i + 3).Select
ActiveCell.FormulaRlCl = "=pricing2(RC14,RC15,RC11,RCY,RC3)"

Next i

End Sub
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