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Résumé

Toute société de gestion doit étre capable d’évaliume maniére concise et avec un
niveau de précision élevé la performance de sadsfardifférents horizons de temps. Un seul
obstacle pourrait contraindre ceci: la mauvaisem@sgton ou I'incapacité a la réalisation de
prévisions de la courbe des taux; facteur clé dgstion obligataires.

C’est de 1a, que vient 'intérét de ce sujet, gl@puis trés longtemps, a fait I'objet de
théses et d’études de taille. Toutefois, Il resteoee beaucoup d’améliorations et de
précisions a apporter dans ce sens.

Il existe plusieurs classes de méthodes de nsadi@in de la courbe des taux. On
adoptera dans ce mémoire, deux grandes classemddsgles empiriques et les modéles
financiers. Les premiers aborderont des modeles réigression et des méthodes
d’interpolation. Les seconds traiteront respectigetmles modéles de Nelson Siegel, de
Vasicek et de Cox, Ingersoll et Ross.

Etant donné l'aspect pratique des objectifs viflésera question dans un dernier
chapitre d’appliquer les estimations retrouvéesladeourbe, pour réaliser un exemple de
simulateur simplifié de performance des portefesibbligataires.
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INTRODUCTION GENERALE

La littérature de la finance a consacré une laagéepde ses études a la structure par
terme des taux d’intérét. Etant un passage obligé foute analyse ou gestion du risque de
taux aboutissant a de nombreuses applicationsldayestion obligataire, I'étude de la courbe
des taux d’intérét est devenue incontournable pbague gestionnaire de produits financiers
a revenus fixes ou variables opérant sur les marcl®éla dette publique ou privée au
comptant ou a terme.

Au Maroc, les gérants de portefeuilles n’arrivenujours pas a obtenir une
anticipation plus ou moins fiable de I'évolution ke structure par terme des taux d'intérét.
Cela est di essentiellement a linefficience desch@&s qui s’explique par une structure
propre du marché des taux d’intéréts local: marobé@étaire mal organisé, fonctionnement
imparfait du marché Primaire des Valeurs du Trégquidité insuffisante et tenue imparfaite
du marché secondaire...

En effet, la simple intuition sur laquelle se blesgérant marocain dans ses prévisions
de la performance future des fonds pourrait biassrrésultatg,e qui pourrait engendrer des
écarts significatifs de performance. De plus, lisdition de I'interpolation linéaire pour lisser
la courbe des taux, pratique trés courante chezyéeants de portefeuilles obligataires,
s’avere imprécise du moment qu’il existe des métsatjoureuses qui pourraient donner des
résultats plus pertinents.

Ainsi, une étude judicieuse des rendements deslbdrésor, accompagnée du choix
raisonnable d’'un modéle financier de la structuse terme, pourrait garantir au gérant de
fonds une vision plus claire sur I'évolution deaxtal’intérét et une gestion mieux fondée et
plus saine des actifs financiers obligataires.

L’objet de ce projet est essentiellement la cocsivn de la courbe des taux et sa
prévision avec une bonne précision, tout en restamforme au contexte macroéconomique et
aux attentes du gérant obligataire, afin de permetice dernier, entre autres, une évaluation
optimale de la performance de ses portefeuilles laanizon donné.

Le présent mémoire s’organisera en quatre chapitues chapitre préliminaire va
servir a présenter le contexte du travail et gegtanotions nécessaires a une bonne initiation
au sujet. On étalera a la fin de ce chapitre, heories traditionnelles les plus céleébres,
élaborées dans le cadre de I'analyse de la steupaurterme.

Un premier chapitre sera consacré a I'étude emyarige l'historigue des taux
d’intérét zéro-coupon et de quelques variableseniddes d’expliquer I'évolution des taux.
Ainsi, on commencera par une étude statistiquevdeables, on enchainera ensuite avec des
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régressions linéaires multiples et on bouclerahl@pitre avec les méthodes d’interpolation
directes et indirectes de la courbe des taux.

Le deuxiéme chapitre constitue le coeur de notréefprd traitera trois modeéles
financiers de taille, il s’agit des modeles lesspltilisés dans la modélisation de la courbe des
taux, a savoir les modeles de Nelson Siegel, dedast de Cox, Ingersoll et Ross.

Le troisieme chapitre de ce mémoire est une apjitale ce qui a précédeé: une
premiere partie portera sur la prévision de la loeutes taux par les modeles élaborés au
chapitre précédent, la deuxieme partie s’intéresadfapplication de ces prévisions dans le
but d’évaluer la performance d’'un portefeuille gataire type, avec prise en considération de
guelgues contraintes.
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Chapitre Préliminaire
Géneralités

De nos jours, les marchés financiers sont omnipraseet
occupent une partie importante de I'économie mdediAu niveau du
Maroc, le systeme financier est un systéme ougertcurrentiel ou la
coexistence et la complémentarité entre la finaddecte et celle
intermédiaire, sont en train de se dessiner. Depl®93, Plusieurs
réformes ont été élaborées dans le but de modernig® marché
financier, ce qui a permis de réaliser des avanéégmrtantes au niveau

de la libéralisation et la modernisation du marché.

Dans le but de comprendre de plus prés le marctandier et son
fonctionnement et de connaitre les différentesonstidont on aurait
besoin dans la suite du travail, nous allons dansptemier lieu définir
les concepts les plus importants s’attachant aucamarfinancier et la
structure par terme. Vu que le cadre de notre stestgé dans une société
de gestion, nous allons, dans un second lieu, ptésée fonctionnement
des sociétés de gestion, suivi par une présentadmrVafa Gestion.
Ensuite, nous allons définir les notions se rapgotta la structure par
terme. Enfin, nous allons mentionner les théonaditionnelles les plus

célebres de la structure par terme des taux.
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. PRESENTATION DU MARCHE FINANCIER MAROCAIN

[.1. Marché des valeurs mobiliéres

Etant I'ensemble des lieux ou se négocient et afggdnt des capitaux a long terme
entre divers intervenants, ensemble des espaces confrontent des offres et des demandes
de produits financiers, le marché financier apggl@lement marché des valeurs mobilieres a
connu ses derniéres années un essor importantlglamende entier et en particulier au
Maroc. La tendance libérale des marchés finandg@st particulierement affirmé au cours
des vingt dernieres années avec I'adoption du progre d’ajustement structurel et la mise en
vigueur de réformes profondes visant & moderniéeothomie marocaine tout en concédant
une large place au libre jeu des mécanismes duheéarc

Ainsi, dans le cadre de cette refonte, la diveraifon des modes de financement de
I'’économie marocaine était au coeur de la réformatitiionnelle engagée. C’est ainsi que les
instruments financiers alternatifs se sont dévedsppu Maroc, rivalisant ainsi avec les
instruments financiers classiques, I'objectifs &tatioffrir aux différents opérateurs
economiques des moyens de placements diversifigguates tant sur le court terme que sur
les moyen et long Terme, de renforcer la mobilgd’épargne et d’améliorer son allocation
par le développement de la concurrence et sa satiah vers la satisfaction des besoins
d’'investissement.

Le marché financier est scindé en deux sous-marbiess distincts mais interdépendants; le
marché primaire ou sont créées et émises les gateabilieres et le marché secondaire ou
sont négociées les valeurs mobilieres;

I.1.1. Le marché primaire

C’est le marché des émissions de titres nouveaaxcfm® du neuf), sur lequel, I'Etat,
les collectivités publiques et les entreprises &netdes valeurs mobilieres a un prix qu’ils
fixent, pour se procurer des capitaux a long terme.

I.1.2. Le marché secondaire

Le marché secondaire est le lieu ou s’échangentold Mmoment les titres
antérieurement émis sur le marché primaire. Ce maassure la liquidité et la mobilité de
I'épargne des titres, ainsi que I'évaluation pererda des titres cotés.

[.2. Acteurs du marché financier

L’organisation et le fonctionnement du marché ficiandoivent répondre a un certain
nombre d’impératifs relatifs principalement a lawée, a la transparence et a la liquidité de
'épargne. Sur le plan pratique, cela se traduitlpanise en place de différents acteurs aux
réles différents mais complémentaires, de mécarasiiechanges et de reglement -livraison
efficients.

L’architecture s’appuie sur 5 principales entités; agit d’acteurs qui vont organiser
la rencontre de I'offre et de la demande dans dadittons optimales.

-15-
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Ministre des Finances

CDVM

BC Societes de

Maroclear

bourse

Figure 1 : schéma représentatif des acteurs du marché fioiam

I.2.1. Ministere des Finances

Autorité de tutelle supérieure disposant de powvainportants sur les principaux
acteurs du marché, notamment le CDVM, la Bours€aablanca, les sociétés de bourse, et
le dépositaire central.

1.2.2. Les intervenants du marché boursier
1) Le CDVM

Le Conseil Déontologique des Valeurs Mobilieresugsttablissement public doté de
la personnalité morale et de l'autonomie financiégéest une autorité administrative
indépendante chargée de veiller a la protectiotiépargne, a la qualité et la régularité de
l'information et au bon fonctionnement du marche.

2) La BOURSE DE CASABLANCA

Elle est chargée de L'organisation et du bon famctement du marché boursier
(cotation, compensation, reglement -livraison,udifbn des données de marché), elle assure la
sécurité du marché et informe les investisseulessetmetteurs.

3) MAROCLEAR

C’est le dépositaire central, une société anonymie g pour mission d’assurer la
conservation des valeurs mobilieres admises a pésations, de faciliter la circulation des
titres dématérialisés et de simplifier I'administna pour le compte de ses affiliés. Il travaille
étroitement avec les dépositaires (banques) quiresssur instructions de leurs clients les
livraisons de titres résultant des transactions.

4) Les SOCIETES DE BOURSES

Seules habilitées a exécuter les transactionsesuvdleurs mobilieres inscrites a la
Bourse des valeurs. Les sociétés de bourse ont gitnbbutions les placements des titres
nouvellement émis, la garde des titres, la gestidn portefeuilles, le conseil et
I'intermédiation. Elles sont les seules actionrmile la Société de la Bourse des Valeurs de
Casablanca dont elles détiennent a parts égalgsglalité du capital.

5) Les INVESTISSEURS

Ce sontles entreprises, les personnes physiques et latuiimmnels (Compagnies
d’assurance et Caisses de Retraite).

-16-
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1.3.Société de gestion

Les sociétés de gestion de portefeuilles sont adeprises d'investissement qui
fournissent, a titre principal, le service dinvestment, ou qui géerent un ou plusieurs
organismes de placements collectifs (expliqué ssdas).

1.3.1. Les OPCVM

Les organismes de placement collectif en valeursiliéeees (OPCVM) sont des fonds
d’'investissement qui permettent a tout épargnantaidier la gestion de ses capitaux a un
professionnel qui se charge de les investir suswplusieurs marcheés financiers déterminés.
lls ouvrent l'acces, au travers d’'un seul placemanune large diversification. Il en existe
plusieurs, investis sur I'ensemble des marchésieas, ayant la forme de Sicav (sociétés
d’'investissement a capital variable) ou de FCPdsocommuns de placement). Certains sont
guasiment sans risque, d’autres au contraire meesaent qu’'a des investisseurs tres avertis.

1.3.2. Gestion collective des OPCVM

La gestion collective représente la gestion deatg@pe de plusieurs souscripteurs du
méme OPCVM, par un professionnel de la gestionteCagpération permet notamment de
bénéficier de I'expérience d'une gestion profeswilde, de réduire les colts ainsi que le
risque et ceci par une plus grande diversificatere le mutualiser.

Les Organismes de Placement Collectif en Valeurbildoes (OPCVM) ont pour
vocation de collecter de I'épargne et d'investimslades valeurs mobiliéres (actions,
obligations, titres de créance, etc.). lls pernm¢t@insi de canaliser I'épargne des agents
économiques vers le financement des entrepriseticipant ainsi au développement de
I'économie nationale.

Chaque OPCVM utilise I'épargne collectée pour dtrest un portefeuille de valeurs
mobilieres, c'est-a-dire de titres de capital ettittes de créances. Il veille a assurer une
gestion optimale des fonds investis, selon uneégfia clairement définie au moment de son
agrément. L'OPCVM fixe ainsi sa politique d'invesément et détermine l'orientation de ses
placements préalablement au démarrage de la conatisation de ses titres.

On distingue deux types d’OPCVM : les fonds commdasplacement (FCP) et les
Sociétés d’Investissement a capital Variable (SIGAV

1) Les fonds communs de placement (FCP) :

Les FCP n'ont pas de personnalité morale. Ce sestcpropriétés de valeurs
mobilieres et de liquidités dont les parts sontsé&siet rachetées a tout moment a la demande
de tout souscripteur ou porteur de parts, a und#grminé.

2) les Sociétés d’'Investissement a capital Variable IGAV)

Une SICAYV dispose d'une personnalité morale distiayant pour seul objet de gérer
un portefeuille de titres pour le compte de sesmchires. Ceux-ci peuvent souscrire ou
vendre des actions de Sicav chaque jour en fondgda valeur liquidative du fonds.
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En fait, seuls la nature juridique et le capitanmum différencient les FCP et le
SICAV. Pour un épargnant, la différence entre casxdOPCVM n'existe pratiquement pas
puisqu'il peut entrer dans un FCP ou une SICAV evedant propriétaire d'une portion de
leurs actifs (sous forme de parts ou d'actionsgrogortir en cédant a l'entité concernée cette
portion, les FCP comme les SICAV étant habilitéméheter a tout moment leurs parts ou
actions.

1.3.3. Classification des OPCVM

1) Classification en fonction de la politique d'invesssement
Les OPCVM sont classés en 3 catégories et parléaestisque décroissante:
v Les OPCVM actions:

Dans ce cadre, les SICAV et les FCP ont l'obligat@&tre investis, en permanence, a
hauteur de 60% au moins sur le marché des actions.

Le calcul de leur exposition est effectué selofotenule suivante:

Degré d’exposition = actif physiques en actions / actif net * 100

v Les OPCVM diversifiés:

Les SICAV et les FCP diversifies n'ont pas les ngmentingentements que ceux
développés plus haut et sont libres d'acquériratti®ns, des obligations et des titres du
marché monétaire pour peu qu'ils respectent Idermda de placements sur une méme valeur
ou un méme émetteur tels que prévus par les rpgleentielles qui leur sont applicables.

v Les OPCVM obligations:

Ces OPCVM doivent avoir un actif net dont au ma@0%o est constitué d'obligations
et de Titres de Créances Négociables. Leur exposdtil risque actions ne doit pas dépasser
10% de leur actif net.

Les OPCVM investis en permanence en titres du néamubnétaire font partie de cette
catégorie en attendant que le CDVM officialise d&ess plus brefs délais le statut de ces
OPCVM en tant que catégorie a part et leur doriappéllation OPCVM monétaire.

2) Classification en fonction de I'horizon de placemén

Par ailleurs, on peut classer les OPCVM en troiwege en fonction de I'horizon de
placement:

v OPCVM court terme:

Cet horizon de placement concerne exclusivementQBECVM monétaires. lls
s'adressent aux investisseurs recherchant une ékatiom a court terme de leurs liquidités et
ayant pour objectifs la disponibilité, la soupledsgendement et la sécurité.

v OPCVM moyen terme:
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Ce sont les OPCVM obligataires ou diversifies. geetd'investissement répond aux besoins
de valoriser régulierement le capital, de bénéfidies performances du marché actions tout
en limitant le risque.

v OPCVM long terme:

Il s'agit essentiellement des OPCVM actions. Cegrteent représente un risque plus élevé
gu'un investissement obligataire, mais avec unéraspe de rendement supérieure quand
l'investissement est a long terme.

1.3.4. Gestion administrative d’une société de gestion
La gestion des OPCVM dans une société de gestiofaiseessentiellement par

I'intermédiaire des services suivants: le backceffle middle office, le service commercial et
le front office.

1) Le back office

Ce service est chargé de calculer les valeursdiadivies des differents OPCVM géres
par la société, ces dernieres peuvent étre cakukmt quotidiennement ou étre
hebdomadaires.

2) Le middle office

Ce service se déecompose en deux péles:

v Le service communication:
Il se charge de la communication avec les diff@gr@gences du groupe promoteur
des OPCVM.

v Le contrdleur interne:

Ce dernier est imposeé par le CDVM, c'est-a-dirée@ocieté de gestion doit avoir son
propre contrbleur interne, ce dernier se chargeahirble des dépassements que peuvent
présenter les portefeuilles, concernant les ratiestitres, de liquidité ou de dette, la
réglementation gérant ces ratios peut étre résulaug® ce qui suit :

-L'endettement ne doit pas dépasser 10% de Ifagdtidiu portefeuille.
-Les liquidités ne doivent pas dépasser 15% diflfeet du portefeuille.

-La valeur totale d'un titre particulier (Quantité prix unitaire), composant le
portefeuille ne doit pas dépasser 10% de l'actifleece dernier.

3) Le service commercial

Le service commercial est chargé des clients qus@vent ou rachetent dans les
différents OPCVM. Les commerciaux rendent compt alients de ['état de leurs
investissements en leur présentant périodiquemlest, performances réalisées par les
portefeuilles. lls ont aussi pour mission de comiquer le maximum d'informations pour les
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clients potentiels, ils se chargent aussi du margetel'ensemble des produits proposés
la société de gestion.

En plus de cela, le service commercial recoit legssriptions et les rachats ¢
clients, les sauvegarde et les transmet au frdictec

4) Le Front office:

Le front ofice se décompose en trdignes de métiers:

-Gérant actionsil est chargé de la gestion des OPCVM diversifiesdes OPCVN
actions. Le gérant vend et achete les actions ceampdes portefeuilles dans le but d'ass
une meilleure performance des OPC!

-Gérant obligataire il s'occupe de la gestion des portefeuilles obligegaien s
basant sur la vente, lI'achat et la valorisation diféérents itres obligataires existant sur
marché (BDT, TCN,...).

-Gérant monétaire:la gestion des liquidités et plus précisément dd3C\IM
monétaires reléve de la responsabilité du gérangetaoe, en étudiant les flux de liquidité
OPCVM et effectuant les opérations de vente etagbat temporais appelées REF, ceci
dans le butd'atteindre le niveau optimal de la trésorerie @sli le zéro dirham, tout ¢
essayant de le sauvegarder face aux contraintesodscription ou de rachat de pe
communiqués par le middle offi

I.4.Présentation de WAFA GESTION
WAFA GESTION estune société anonyméliale du groupe Attijariwafa Bank et ¢

Crédit Agricole Asset Management, spécialisée damgstion d'actif pour compte de tie.
Son capital social est de 8®000,00 DFet son effectif compté0 personne.

M Groupe
Attijariwafa Bank

M Crédit Agricole
Asset
Management

Figure 2: parts d'Attijariwafa Bank et CCAM dans le capital de Wafa Gestion
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WAFA GESTION est la premiere société a avoir commercialisé de€WM au
Maroc, et ce en décembre 1995. Son objet socidaagtstion exclusive des organisme
placement collectif en valeurs mobilieres ( OPCV.

Depuis sa création, WAFA GESTION a connu une gragxfgansion marquée p
'innovation, le développement de son activité etsgs ressources humaines et matéri
Actuellement Wafa Gestion ele leader en gestion collective, avec 41 milliards dbains
d’encours et 6B80OPCVM sous gestion, 35 collaborateurs dont 10 peidmnels di
l'investissement et 2 réseaux de distribt.

Action

Divirsifié

Figure 3: Part du marché de Wafa Gestion par classe d'actifs

Structure de la société :

direction
générale
| |
1 1 1 1 | |
direction des D|rect.|on Direction Secrétariat Dep?rtement
X Marketing & : s Contréle Interne
Gestions Production Général ) -
Ventes & Déontologie

Département
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Diversifiés
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== Marketing &

Communication
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Middle-Office
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™| Produits de Taux | =

Département
= Ingénierie &
Structuration

Département

Entreprises &
Institutionnels

Ventes Grandes

Département

animation

Département
Back—Office

Département
Organisation

Département

Mesure &

Performance

Contréle de la

Département
==  Analyses &
Recherches

Département
Ressources

Humaines &
Juridigue

Figure 4: organigramme de Wafa Gestion
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[I. NOTION SUR LA STRUCTURE PAR TERME

[1.1. Notions et définitions sur le taux d’intérét

L'intérét représente le rendement du prét ou doeph@nt d'un actif monétaire ou
financier ; il est le surplus qu’'un emprunteur d’'capital (somme d’argent) versera a un
préteur pour l'utilisation de cette somme pendantertain temps. C’est aussi le prix que le
préteur demande a I'emprunteur a titre de compEmsgtour ne pas pouvoir utiliser le
montant prété pendant la durée du prét.

Cette définition recouvre sous le générique «@&ttér une multiplicité de taux
opérationnellement appréhensibles.

I1.L1.1. Les différents taux
1) Taux nominal et taux réel

Le taux d’intérét nominal est le taux convenu elimetteur et le souscripteur d'un
emprunt obligataire qui détermine le montant deéréts annuels. Il se calcule en Dirhams
courants, sans tenir compte du fait que l'inflatigprécie mécaniquement la somme prétée.
Tandis que le taux d'intérét réel d'un empruntespond au taux facial corrigé de l'inflation

constatée sur la période de calcul des intérétsi Ain correspond au taux d'inflation, R au

1+R

taux d'intérét nominal et r au taux d'intérét réala :1 + r = e

Sous I'hypothése queet n ne sont pas trop élevés, on peut éarireR — 1 (relation
de Fisher).

2) Taux de rendement actuariel

Le taux de rendement actuariel représente le tactudlisation qui égalise la valeur
actuelle d’'une suite de cash flow générés parttmdirevenu fixe a son prix de marche.

3) Taux zéro-coupon

Le taux zéro coupon est le taux de rendement aetwdiun instrument financier ne
comportant aucun détachement de coupon jusqu’aatarité. Il ne donne, alors, lieu qu'a
deux flux : un flux initial (son prix d’achat) enulux final de remboursement du nominal
plus les intéréts.

4) Taux Forward ou taux a terme

Cette notion de taux Forward repose sur l'idéelmst possible de construire, a un
instant donné, un portefeuille de titres (notamnua# obligations) permettant de déterminer
a I'avance le taux de rendement actuariel d’'un guéune période future.

Pour illustrer cette notion, prenons I'exemple dimwestisseur qui peut librement
acheter et vendre des titres de maturités difféserRour fixer, des aujourd’hui, le taux de
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rendement sur un investissement qu'il réaliserasdarfutur T); il lui suffit d’acheter un
zéro-coupon venant a la date de maturitd) (souhaitée T2 >T1), et, simultanément, de
vendre des zéro-coupon venant a échéance a une(Dateu il désire débuter son
investissement. Le choix de montants appropriés lesupositions préteuses et emprunteuses
permet de faire en sorte que l'investissement woaied () soit nul. Lorsque la position
emprunteuse vient a échéance, l'investisseur rerabda valeur faciale du zéro-coupon et
recoit inversement la valeur faciale du titre aéHetsque ce dernier vient a maturité. Le taux
de rendement actuariel de cette stratégie est @pgpak de rendement a terme ou taux

Forward.
5) Taux Moyen Pondéré :

Le TMP est un taux au jour le jour du marché madrgteC'est untaux moyen
pondéré par les montants des transactions déclarées, pouéchantillon représentatif
d'établissements admis au marché interbancairestllpublié par la Banque centrale et
constitue un des principaux taux de référence demdamonétaire.

6) Taux directeur :

Ce sont les taux d'intérét déterminés par les Besm@entrales pour préter de I'argent
aux banques commerciales, d'ou leur forte influesucd'€économie des pays.

11.1.2. Le marché de taux

Le marché de taux, comme son nom l'indique, eshdeché sur lequel se négocient
les produits de taux d’intéréts. Ce marché se cempmbun marché monétaire, influencé
principalement par Bank Al Maghrib et le Trésar,dan autre obligataire. Nous verrons
dans ce qui suit les détails concernant chacuresiensrchés.

1) Le marché monétaire :

Le marché monétaire est le marché sur lequel secigétp monnaie, c'est-a-dire que
c’est vers ce marché que se dirigent les acteurmahiché monétaire pour négocier leurs
besoins en monnaie. On va donc y retrouver BankMAghrib (BAM), les banques, les
entreprises et les sociétés de financement.

Le marché monétaire est composé du marché intealvandu marché des adjudications des
Bons du Trésor et du marché des titres négociables.

2) Le marché interbancaire :

Le marché interbancaire permet aux banques d’éehalegirs excédents et leurs
déficits dans la monnaie nationale. Les acteursndtché interbancaire sont d’une part, la
Banque Centrale du pays (BAM), chargée de gérarasse d’argent en circulation et d’autre
part, les banques qui viennent y chercher I'argéoessaire a leurs opérations de crédit.
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3) Marché des adjudications des bons du Trésor :

Ce marché a vu le jour avec I'accés du Trésor aaxits de financement du marché
monétaire en émettant, de maniére permanente,amhssde Trésor a un mois. Les opérations
d’adjudications, a la hollandaise, portent sunvigurs suivantes :

- Les Bons du Trésor a court terme de 13, 26 et BRaSES;
- Les bons a moyen terme de 2 a 5 ans de durée, vesalhtes in fine;
- Les bons a long terme de 10 et 15 ans de duréborgsables in fine.

L’adoption des adjudications des bons du Trésorlsumarché monétaire a pour
objectifs de dynamiser ce marché, de stimuler tceoence entre établissements préteurs, de
permettre au Trésor d’avoir acces a une sourcendadement importante tout en bénéficiant
de conditions avantageuses de taux et de duréeglust,recemment, d’encourager les
établissements préteurs a soumissionner, en remd@uciables entre eux les valeurs du
trésor émises dans le cadre de ces adjudications.

4) Marché des titres de créances négociables (TCN) :

Les titres de créances négociables (ou TCN) peudeatdéfinis comme des titres
émis sous forme de billets ou de bons a échéaratgrialisés par des titres ou simplement
inscrits en compte et qui, sans étre cotés en bpuonferent a leurs détenteurs un droit de
créance, librement négociable et portant intérét.

Ces titres sont émis, sur le marché primaire, gabhnques, par les sociétés de financement,
par les entreprises et par le Trésor. Ils ont botide permettre crédit, emprunts et gestion de
la masse monétaire. On peut classer les TCN endabdégories principales : les certificats de
dépbt négociables, les billets de trésorerie dbders de sociétés de financement.

5) Le marché obligataire

Les obligations sont des valeurs mobilieres grtatives de titres de créances
négociables, a moyen ou long terme, remboursabéehéance et rapportant a leur détenteur
un intérét fixe ou variable.

Le marché obligataire est le marché sur lequel smhtangées les obligations. Il
permet donc le placement des émissions nouveltdgigations (marché primaire) et la vente
sur le marché secondaire, avant leur échéance e@vemboursement, des obligations déja
émises.

hY

Au Maroc, les émissions d’emprunts obligatairestsoFservées a ['Etat, aux
entreprises publiques ou semi-publiques autorisélegaranties par I'Etat et, au niveau des
entreprises privées, aux seules sociétés anonyyaes deux années d’existence et un capital
entierement libéré.
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Il existe plusieurs types d'obligations, cependafies ont une caractéristique

commune qui est le versement d’'un coupon (inténétfontrepartie d’un prét accordé de la
part de l'investisseur. Les différentes obligatignat énumérées comme suit:

v

L'obligation a revenu fixequi est un titre de créance a revenu fixe (tauxtélfét fixe)

N7 7

et dont le capital obligatoirement remboursablel@ance.

L'obligation a taux variable qui, comme son nom l'indique, procure un intérét
variable modifié périodiquement selon un indicatitaux d’intérét.

Une obligation dite a coupon zérest une obligation dont les intéréts et le casibalt
verses en totalité a lI'échéance de I'emprunt agwés été capitalisés sur toute la
période.

L'obligation convertibleest une obligation classique qui donne au sougcnipt son
détenteur, pendant la période de conversion, lailpits de I'échanger contre une ou
plusieurs actions de la société émettrice. C'espnadluit d'une grande souplesse
d'utilisation puisque le taux d'intérét peut éixe fvariable, indexé, flottant, révisable,
etc., toute condition d'amortissement pouvant plauas étre envisagée, en particulier
le coupon zéro. L'obligation convertible s'assimalers a une obligation classique
avec une option d'achat sur des actions nouvedidégmetteur.

Une obligation échangeablest une obligation émise par une société et rershble

en actions d'une autre entreprise qu'elle détienpartefeuille. A I'échéance de

I'emprunt, soit le cours de l'action sous-jacenwuflisamment monté pour que les
investisseurs demandent le remboursement de ktigig échangeable en actions
sous-jacentes. La dette disparait alors du bilala deciété ainsi que les actions sous-
jacentes. Soit le cours n'a pas suffisamment méet@prunt est alors remboursé en
liquidités, et la société garde les actions souosftes. L'obligation échangeable
s'assimile a un prét sur gages avec une optiohat'@onsentie a l'investisseur sur les
titres détenus en portefeuille.

Une obligation remboursable en action€ontrairement aux obligations convertibles,
pour lesquelles subsiste toujours un risque de coowersion, les obligations
remboursables en actions se transforment obligah@nt en capitaux propres. Elles
sont remboursées par remise d'actions de la samiédétrice. Il n'y a donc pas de flux
financiers de remboursement.

11.1.3. La Courbe des Taux

La structure par terme des taux d'intérét (ou ceutbs taux ou encore gamme des

taux) est la fonction qui, a une date donnée et pbaque maturité en abscisse, indique le
niveau du taux d’'intérét associé en ordonnée.

Il existe une multitude de courbes de taux. Onirdisie les courbes de marché et les courbes
implicites. Les courbes de marché sont construiiesctement a partir des cotations de
marché. Par contre, les courbes implicites sonvégs indirectement de ces cotations.
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lll. LES THEORIES TRADITIONNELLES DE LA STRUCTURE PAR TE RME

L’analyse de la structure par terme des taux d@itést obtenue en confrontant les
taux de rendement de divers instruments finangjeesseule distingue la maturité résiduelle,
leurs autres caractéristiques, qualité de I'eémgttewodalité de versement des coupons,
régime fiscal, liquidité, etc, étant identiquese§t’ probablement la question financiére qui a
le plus retenu I'attention des théoriciens. Il esharquable qu’en dépit de la permanence de
la recherche, non seulement aucune théorie ne @engde maniére décisive, mais, en outre
périodiqguement, on semble assister a un total rell@ment des perspectives. En dépit de la
diversité des théories, il est légitime d’admettpge I'hypothese dite des anticipations
constitue le noyau central de la perspective i@tielle.

[ll.1. La théorie pure par les anticipations

Il s’agit d’'une théorie qui consiste principalemensituer les investisseurs neutres a
'égard du risque, dont les anticipations sontoratielles, dans un environnement financier
totalement déréglementé, sans codts de transactians lequel les opportunités d’arbitrage
sur 'ensemble des échéances sont infinies, césams portant sur des zéro-coupons.

Un investisseur achetant un zéro-coupon sait, eggitude, que sont prix a I'’échéance
sera égal a sa valeur faciale ; cela signifie quéetvariation non anticipée du prix dans un
futur proche doit étre compensée par une variatigmosée dans un futur plus éloigné de
fagon & respecter la contrainte de convergenceigw@ marché vers le pair, a I'échéance. Il
en résulte que les variations des rendements nomidain titre donné sont négativement
corrélés et des lors prévisibles. Cet argument wegendant pas compatible avec le fait que
les exces de rendement des titres longs sur fes tiburts puissent étre eux, imprévisibles.
On étalera dans ce qui suit, une formulation dbdarie pure par les anticipations.

C’est une formulation qui affirme que le taux ed’tn instrument dont I'échéance
intervient en t+m est une moyenne pondérée desdaunts, observés en t pour I'échéance
t+1, et anticipé en t pour les échéances t+2, t+3;xm. L’argumentation est simple, elle
consiste a supposer un investisseur dont I'hordmplacement est a t+m et a affirmer que les
arbitrages assurent I'équivalence parfaite des deaxégies suivantes :

. Acheter en t un instrument venant a échéance enet+en porter jusqu’a cette
échéance, égalisant cette derniere a I’horizonaktement ;

. Adopter une stratégie de roulement de titres catotssistant a acheter en t, au
taux connu a un an, un instrument a un an, réimestt+1 dans un instrument a
un an, au taux a un an anticipé dans un an, esgjuja I'échéance.

Le spread des taux est donc ici intégralement g@lpar les taux courts présents et
anticipés. Une courbe des taux plate est expliquegela stabilité des anticipations sur
I’évolution future des taux courts ; une courbeeaslante est associée a des anticipations de
hausse des taux courts. Inversement, une invedgida structure temporelle des taux ne peut
s’expliquer que par des anticipations de baissdalescourts futurs.
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Plusieurs conséquences peuvent étre déduites de lgpothese pure par les
anticipations, conséquences qui peuvent servir dppmst aux tests empiriques de
I'hypothése :

* Premiere conséquence :

Sous réserve de la rationalité des anticipati@nsptead actuel entre les taux longs et les taux
courts est un prédicteur optimal des variationsrag Iterme des taux courts futurs. Si, en
outre, les anticipations sur ces taux courts futanst rationnelles, I'observation du spread
aujourd’hui permet de connaitre, a un pur aléa, iédtolution de ces taux courts. Lorsque le
rendement long excede le rendement court, les negcls courts doivent croitre, de sorte que
le taux court moyen sur les (m-1) années restaaieggal a m/(m-1) fois le spread courant.

e Deuxiéme conséquence:

Sous réserve de la rationalité des anticipati@nsptead actuel entre les taux longs et les taux
courts est un prédicteur optimal des variationswrtderme des taux longs futurs.

» Troisieme conséquence :

Sous l'hypothése de rationalité des anticipatioles, taux a terme courants sont des
prédicteurs non biaisés des taux courts au comgtants ; c’est ce que l'on appelle
I’hypothese des anticipations locales.

La théorie de la structure par terme fondée susdeges anticipations affirme :

» D’une part, que le rendement excédentaire des titregs sur les titres courts est, en
moyenne, nul ;

« D’autre part, que les écarts de ce rendement ertaide par rapport a cette moyenne
nulle sont totalement imprévisibles.

lll.2. La prime de terme dans la structure par échéance ddaux d’intérét

La nouvelle formulation consiste a affirmer :

* Que le taux de rendement d'un titre long est égahé moyenne pondérée des taux
courts présents et anticipés majorés d’'une printeriee ;

* Que le rendement du portage d’'un instrument loegdpnt une période unitaire, est
égal au rendement du portage d’'un instrument qoemtant cette période majorée
d’'une prime de terme.

* Que les taux a terme implicites extraits de lacstme des taux sont égaux aux taux
anticipés futurs, majorés d’'une prime de terme.

De toute facon, il nous est clair a présent qu’vagation du spread n’a plus les
capacités prédictives que lui attribuait la théqriee ; par exemple une augmentation du
spread peut maintenant étre due a des anticipasiotisies sur I'évolution des taux courts
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et/ou a une élévation de la prime de terme. L'amibégne peut étre levée sans une
compréhension des déterminants de cette primaie te

Il nous semble Iégitime de classer, dans cetteggoatde modéles, les explications les
plus traditionnelles de la structure par échéareetdux : la théorie de la segmentation des
marchés, la théorie des habitats préférés, laithderla prime de liquidité.

[I.L1.1. Lathéorie de la segmentation des marcheés

Cette approche peut étre opposée a I'hypothése garrdes anticipations de deux
facons totalement distinctes :

» soit comme une hypothése parfaitement symétriglabhadans un environnement de
marchés segmentés, quand la théorie pure s’indans une économie de marchés
parfaitement intégrés.

e Soit comme une extension de la théorie pure parit® en compte d’'une prime de
risque, celle-ci étant simplement supposée infi@baque opérateur cherche par
conséguent a se protéger totalement sur un seglenarché des capitaux.

On admet qu'un type dopérateur puisse intervenir ®plusieurs marchés
simultanément ; mais aucune prime de risque, fatiefinie, n’est suffisante pour l'inciter a
profiter d’éventuelles opportunités d’arbitragerertes différents marchés. Il en résulte que,
pour chaque échéance, les taux de rendement refidtaplement I'état de I'offre et de la
demande des titres de cette échéance. Une courlendement inversée est le reflet d’'une
offre excédentaire de titres courts et d'une deraanatédentaire de titres longs.

Les limites de cette approche extréme sont évidente

* L’hypothése d’une segmentation réglementaire dashmda n’est plus acceptable dans
I'environnement financier actuel,

* L’hypothése d’'une aversion infinie pour le risque bien sar extréme et dénuée de
tout fondement empirique;

» La théorie n’explique pas certaines régularitésigques comme par exemple, le fait
gue la courbe des taux tend a s’aplatir au fur enesure que les échéances
augmentent.

1I.L1.2. La théorie de I'habitat préféré

On peut légitimement la considérer comme un amerdende la précédente,
consistant a reconnaitre le caractére averse auerisles investisseurs mais a admettre
I'existence de primes de risque infinies. Cetteotlgconsiste a affirmer que les préférences
inter temporelles des agents économiques et/cuuetsre de leurs ressources les conduisent
a adopter un habitat préféré, c’est-a-dire un satyparticulier de la courbe de rendement,
segment qu’il n'accepte de quitter pour un autr& d@a condition d’étre rémunéré par une
prime de risque, d’autant plus élevée que la niigtaest grande entre le segment visé et
I'habitat préferé.
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Le cas le plus simple consiste a supposer destigsesrs souhaitant se protéger
totalement contre le risque de taux et adoptant noenseule regle d’investissement,
I'égalisation de la duration des instruments poéésur horizon de placement; c’est donc ce
dernier qui détermine I'habitat préféré de chagpérateur. La prime de risque exigée par ce
dernier est dés lors fonction de I'écart entre ihan d’investissement et la duration des
instruments disponibles sur le marché. Supposois @ules deux cas extrémes suivants:

» Une nouvelle politique d’émission des emprunteaduit la duration des instruments
disponibles et une modification des préférences ii@mporelles accroit I’horizon des
investisseurs; ces derniers n‘acceptent de quéterhabitat préféré long qu'au prix
d’'une prime de risque importante sur les instrusi@aurts: la courbe de rendement
s’inverse.

e Si au contraire, I'horizon des investisseurs s@écitt quand une politique de
consolidation de la dette accroit la duration dedruments, la courbe des taux se
redresse. Ce cas n’est pas loin d’étre celui eggigar les tenants de la théorie de la
préférence pour la liquidité qui apparait ainsi coenun cas particulier de I'’hypothése
de I'habitat préfére.

[1.1.3. La théorie de la préférence pour la liquidité

On peut, en effet, considérer cette hypothése commecas particulier de la
précédente et la caractériser comme keynésiermee sens qu’elle attribue aux investisseurs
un habitat préféré situé dans les échéances lescplurtes de la courbe de rendement. Il en
résulte que :

» Les investisseurs a horizon court optent pour desuments courts portés a I'échéance
plutdt que des titres longs revendus avant le terme

* Les investisseurs a horizon long préferent deségfies de placements successifs dans des
instruments courts périodiquement revendus a dategies d’achat d’instruments longs.

Il en résulte qu’a la valeur du taux de rendemenglque justifieraient les seules
anticipations sur les taux courts futurs, il comtid’ajouter une prime de liquidité, d’autant
plus importante que la maturité des instrument$oets.

Cette théorie de la prime de liquidité a suscitésigurs critiques. Retenons celle qui
parait la plus évidente: [laffirmation selon latee les instruments courts sont
systématiqguement moins risqués, quel que soitifbarde placement de I'investisseur; il est
clair que cela revient a négliger les risques devestissement pour ne tenir compte que des
risques des prix des instruments, hypothese adileptaiqguement si les taux a court terme
sont trés peu volatils; dans le cas inverse, guds, pour un investisseur a horizon long,
d’'une stratégie de roulements successifs d’instnisneourts (le risque portant alors sur le
prix et le coupon) sont supérieurs a ceux ass@ciés placement dans un instrument long (le
risque ne concerne que les coupons réinvestis)cd@mprend mal, dans ce cas, que le
rendement des titres longs doit bénéficier d’'unmerde liquidite.
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Conclusion du

Chapitre préliminaire

Le passage en revue des principales notions de, tdux marché
financier Marocain et des théories traditionnelle®e taux d'intérét est
susceptible de nous fournir une vue d’ensemblecadiiegte du projet et nous
donnera les moyens de mieux appréhender les chagitri constituent le vif du
sujet.

Nous présenterons dans le chapitre qui suit, la éhsation empirique

de la courbe des taux.
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Chapitre 1 :
Etude empirique

De la structure par terme

La modélisation empirique de la courbe des tauxl'es des
moyens les plus utilisés dans la prévision des.t@n consacrera la
premiére partie de ce chapitre a I'analyse des dmsnhistoriques et sur

I'étude économétrique des taux d'intérét.

Il s’agira, dans une deuxieme partie, d'étudier lpgthodes
d’interpolation directes et indirectes de la courthes taux. Ces modeles
sont sans fondement théorique il ne serait donsoraable de se
concentrer sur cette voie que si I'on ne souhaispaker que de l'allure
générale de la courbe avec le moins de parametossiples, a des fins

d’analyse économique.

Il serait utile de rappeler que la base de donnéedialement
constituée des taux actuariels des bons de trégsoa transformée en une
base de taux zéro coupon, avant d’entamer touteéhisation. Ainsi, les
données utilisées se rapporteront aux observatigmgnalieres et

mensuelles des taux de bons d’obligation a zéupan.
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I.  ANALYSE EMPIRIQUE DES TAUX D’'INTERET

Etant le seul titre représentatif de sa maturithliation zéro coupon présente les
meilleures caractéristiques pour construire unectire par terme. Ainsi, dans ce qui suit,
nous n'allons prendre en considération que les tawoupon zéro. Mais on doit d’abord
savoir comment passer des obligations a couponsfaigations zéro-coupon.

I.1. Transformation des taux en zéro-coupon

[.1.1.  Calcul d’'un taux zéro-coupon pour les instruments &ro-coupon

Sur le court terme, les instruments négociés sangé@néral des instruments zéro
coupon. Un prét monétaire est en effet remboursen@me temps que les intéréts a la date
d’échéance. Le calcul du taux zéro-coupon est alarsimple probleme de conversion de
base. Dans le cas d’'un taux monétaire, la formalethelle de conversion en base actuarielle
nous fournit le taux zéro-coupon:

1
e
v, =[1+m M)
360

Avec : rm= taux monétaire (sur la base de 360 jours)
n = nombre de jours exact du placement,

Y, = taux zéro-coupon actuariel,
f = fraction d’année du placement.

On peut aussi calculer le taux-zéro coupon actuati@vers la formule suivante:

Avec | : le prix du zéro-coupon actuel,
N : le Nominal remboursé a échéance,
f: le nombre d’année du placement.

[.1.2.  Calcul d’'un taux zéro-coupon pour les instruments guponneés

La stratégie de calcul du taux zéro-coupon, pols khstruments comportant des
coupons intermédiaires, consiste a déterminer laeuvaactuelle nette de ces coupons
intermédiaires, et a la soustraire du prix actuepthcement. L’'actualisation de ces coupons
se fait cependant grace aux taux zéro-coupon de&earprécédentes. Pour déterminer le taux
zéro-coupon d’'une maturité n, il faudra donc cotmeaduparavant les taux zéro-coupon des
maturités n-1, n-2 ...

Pour résoudre ce probleme récursif, on peut utildeux techniques: la méthode
analytique itérative et la méthode matricielle. M@&iudierons, dans ce qui suit, la méthode
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analytique et matricielle en supposant que noupod@ns d’'une série de N instruments
actuariels i, détachant des coupons annugie@ant un nombre d’années i. L'objectif est de
calculer les n taux zéro-coupgn (pour n allant de 1 a N).

* Meéthode Analytique itérative

Le taux zéro-coupon d’'un instrument de maturité@nret distribuant un coupd au
bout d’'un an est égal au taux de ce placement peiselui ci est déja un zéro-coupon.

Onadonc:y=Cu.

Le taux zéro-coupon d’un instrument de maturiténg at distribuant un coupdte
annuellement se calcule en replacant le coupoméidiaireC2 distribué au bout d’'un an au
taux zéro-coupon 1 an.y

Si I'on proceéde aux deux opérations suivantes t @@ montant unitaire sur deux

C .
ans et emprunt d’'un monta\({iﬁ:“—)2 au taux ysur un an. On a le bilan des flux de ces deux
Y,

opérations est donnée dans le tableau suivant :

Date Emprunt Prét Total

0 G, -1 C,
—— —=—-1
(L+y.) (L+y,)

1an -C3 C2 0

2 ans 0 1+C2 1+C2

On a par cette opération créé un instrument syigtheine détachant pas de coupon
intermédiaire. Le taux de rendement interne desagperation est donc le méme que celui
d’un prét zéro-coupon. On en déduit donc le taug-zéupon yalu 2 ans :

G 1vC, bl e |
(L+y) (L+y,)r Dou 71, G
1+y,

En utilisant les taux zéro-coupon 1 an et 2 angeaut calculer le taux zéro-coupon 3
ans a partir du taux couponné 3 ans par une sieagigilaire a la précédente :

 Prét d'un montant unitaire distribuant des coupor® annuellement et
remboursant 1 unité monétaire au bout de 3 ans,
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) C,
¢ Emprunt en zéro-coupon >
1+ YZ)
permet de compenser le flus regu I'année 2,

, C .
e« Emprunt de zéro-coupon ?Ile?’—)2 sur 1 an (cet emprunt zéro-coupon
ty,

permet de compenser le fl@¢ recu a 'année 1).

sur deux ans (cet emprunt zéro-coupon

On a le bilan des flux de ces trois opérations datebleau suivant :

Date Emprunt Prét Total
0 C C -1
Gry) | Gy M) ey
1an -C3 0 C2 0
2 ans 0 -C3 C3 0
3 ans 0 0 1+C3 1+C3

Tableau 1: méthode itérative de la transformation du taux actuariel en zéro coupon

On vérifie que la stratégie ainsi réalisée est biea stratégie de prét zéro-coupon sur
3 ans. On en déduit le taux zéro-coupon 3 s

wlk

1+ Y1 ) 1+y,)

On procede ainsi par itérations successives pairatmées suivantes en utilisant
chaque fois les taux zéro-coupon déterminés préud@edst. Ce mécanisme peut étre résumé

par la formule récursive du taux zéro-coupon n enction des n-1 taux zéro-coupon
précédents :

1+C,
yn = n-1

1-C,Y, L

i=1 (l+ Yi )i

-1

En pratique, on utilise les facteurs d’actualigaicpour évaluer les instruments

financiers. Sachant que le facteur d’actualisgtion pour un flux percu I'année i,

(@+y,)
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la formule précédente permet de calculer directémes facteurs d’actualisations sur
'ensemble de la courbe. On trouve alors :

1_Cn§pi
i=1

pn_ 1+Cn

Si on applique la formule précédente au facteuctdaisation d’'ordre n-1, il vient

que :
n-2
1- Cn—lz P -1 1
i= RN S — _pn—1(1+Cn—1)
= =1 D : ) =
Ion—l 1+ Cn_l ou ;IOI Cn_l n-1

En remplacant somme dans le calcul du facteur udisation du rang n, on obtient :

1- a1+ Cy C
l_Cn P (1:( 1)+Ion—1 1-—" (1_10n—1)
_ n-1 1P —_ n-1
= D'ou: =
IOn 1+Cn pn 1+Cn
On peut donc calculer trés simplement par itératiGuccessives les facteurs
o 1
d’actualisationg, sachant que p, = =
¥n que p, 1+y, 14C,

[.2. Analyse statistique des données :

I.2.1. Présentation des variables

Notre base de données se compose de séries clgiguale des taux zéro coupon
pour les maturités ; 13, 26 et 52 semaines, 2,5, 4, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15 et 20 ans
pour la période allant du 02/01/2004 au 27/02/208@si, que les séries chronologiques
d’autres variables ; a savoir :

- le taux moyen pondéré (TMP)
- taux directeur (DIRC)
- Le taux d’inflation (INFL)

L'inflation est la hausse du niveau général des prix, entaimee baisse durable du pouvoir
d'achat de la monnaie.

- laliquidité (LIQ) :
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Pour qu'un ordre d'achat ou de vente soit exéttaatitrouver une contrepartie c'est a dire un
ordre inverse sur le méme titre et pour la mémentiféa Plus il est facile de trouver une
contrepartie plus on dit que le marché est liquide.

- lalevée du trésor (LT) :

Pour couvrir les besoins en financement du tré&sodernier fait des offres d’appel (levée du
trésor) pour vendre des bons de trésor d’'une certaiaturité. Par le biais des adjudications,
le trésor pourra trancher entre les banques qonegnt a son offre.

- Souscriptions des BDT émis par adjudications deuritatm (SBT)

On prendra les observations quotidiennes, hebddneadau mensuelles selon nos
besoins et selon la fréquence qui donne des résslgificatifs.

1.2.2. Graphes et Statistiques descriptives

L’évolution des taux zéro coupon durant la padgioallant du 02/01/2004 au
27/02/2009 a été marquée par une tendance baiskéréaux longs et d’'une progression
graduelle du taux court. Le taux long a enregistré diminution de 2 a 3%. Tandis que le
taux court a augmenté de plus de 1%.

o

anN

CONOUNAMWNROO

Figure 5: Evolution des taux zéro coupon pour différentes maturités durant la période du 02/01/2004 au 27/02/2009

La représentation de cette évolution sous les tloisensions : temps, maturités et
rendements est la suivante :
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évolution des taux zéro coupon du 0201/2004 zu 27022002

taux

o o
temps maturité

Figure 6:Evolution des taux ZC en trois dimensions

Cette forme de structure par terme est ascendaniggue I'écart entre taux long et
taux court reste positive pour les données maresatturant cette période. Ainsi, cette
structure par terme ne représente pas d’inversarodrbe.

Notre base de données comporte des données messtal’autres qui n’ont aucune
périodicité. Par un souci d’homogénéité, nous alldans la suite de ce chapitre se retreindre
aux données mensuelles. Par conséquent, nous alomsner toutes les variables a la
périodicité d’'un mois par une moyenne des donnéasmensuelles sur le mois.

Des graphiques des variables TMP, taux d'inftatievée du trésor et liquidité seront utiles
pour visualiser I'évolution de ces derniers danghaps.

050 7
JIEL] x4
ity 5
035 4
020 34
i 0z 4
oz0 014
015 L0 A=

w004 005 p00F 2007 2008 004 D0E G A0F 2008

o [— TaLk oNFLATION |

Figure 7 : graphes du TMP et du taux d’inflation

Le taux moyen pondéré est trés volatil, il flucteiletre une valeur minimale de
2,3785% et une valeur maximale 3,5053% avec un §ga de 0,298%. Sa courbe présente
une légere tendance haussiere a partir de fin 2006.

De méme, la courbe du taux d'inflation atteste taspnce d'une faible tendance
haussiére qui ne dépasse pas de loin les 4%, miag @y atteindre une valeur minimale de
0,05% en 2004. Cette courbe est moins volatile lguprécédente avec un écart type de
1,425% (en éliminant quelques points aberrants).
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Figure 8: graphes du levée du trésor et de la liquidité

Le trésor offre de moins en moins de bons de tré&somui explique la baisse du
volume global des souscriptions de bons de tr&odemande en matiére de financement est
assez variable et fluctue entre 0 et 2,5 milliatel OH.

De sa part, la liquidité (reprises et avances) mnaodurant la période d’étude une
légere baisse suivie d'une hausse importante.&Eilarié de -10651.61 a 20337.10 millions
Dh.notons que la liquidité est peu volatile.

Il. REGRESSION LINEAIRE MULTIPLE SUR LE TAUX ZERO COUPO N

Nous allons essayer d’appliquer, dans ce qui $aitrégression linéaire simple et
multiple pour explique I'évolution des taux d’'inéérzéro coupon pour différentes maturités.
Pour ce, nous allons utiliser certaines des vatapiésentées plus haut.

Pour la période d’observation : les données didpesipour le taux d’intérét sont
celles allant du 02/01/2004 au 27/02/2009 soit 1@&8ervations quotidiennes, ce qui revient
a 63 observations mensuelles.

Comme on I'a mentionné précédemment, nous allons mestreindre a I'étude des
données mensuelles. A cause du manque d’obsersafianidiennes pour toutes les variables
et également dans le but de pallier la présencpodd aberrants et afin de minimiser les
erreurs dues aux observations.

II.1. Le modele de régression linéaire

Soit le modeéle de régression suivant :

n
Y=ﬂ0+2ﬁiXi+e
i=1

iid L s g A
Avec & — N(0,1) résidu; la différence entre la valeur empirigie taux d’intérét et la
valeur théorique retrouvé par le modele.

n : le nombre de variables explicatives
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Y : Lavariable dépendante (taux d’intérét)

Xl':
Bo :
Bi :

La variable explicative i ;

Constante du modele ;

i=1..n

Etude empirique de la structure par terme

II.2. Etude de la corrélation entre les variables explidaves

exprime la variation du taux d’intérét lorsq@eMariable explicative varie d’'une unité
en (%)i=1..n

Le tableau ci- dessous nous donne la corrélatitne &5 variables indépendantes :

LT LIQ INFL DIRC TMP
LT 100,00% 2,96%| -11,35% 37,31%  -10,69%
LIQ 2,96%| 100,009 25,17% 55,46% 68,48%
INF -11,35% 25,17% 100,009 30,20% 19,84%
DIRC 37,31% 55,46% 30,20% 100,00% 35,50%
TMP -10,69% 68,489 19,84% 35,5099 100,009

Tableau 2: corrélation entre variables explicatives

On remarque que le TMP et la Liquidité sont tregéés, donc la présence de ces
deux variables dans le méme modéle va biaiser émdtats. De méme que pour le taux
directeur et la liquidite.

[1.3. Application du modéle de régression linéaire sur Etaux zéro coupon

Pour I'analyse de ce modéle, on va utiliser SPES/iews comme outils statistiques.

Les résultats donnés par ces logiciels sont apigiguour chaque maturité selon I'historique

disponible.

11.3.1.

Régression sur le taux court terme

On étudiera les taux d'intérét zéro coupon de 63t52 semaines.

1) Spécification du modele :

Notre base de données comporte 62 observationem@amnt les données mensuelles
des variables utilisées

Soit Y : le taux d’intérét de 13 semaines
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Les variables qu'on tentera d’introduire dans ledgle ne doivent pas étre tres
corrélés pour ne pas biaiser les résultats. Lede$d corrélation nous montre que le TMP est
corrélé a un niveau de 68,48% avec la liquiditddesavance/reprise) ce qui suppose la
suppression de cette variable du modeéle, puisqidlie explique mieux les taux courts. Le
taux directeur ne sera pas compris dans le modefaidqu’il ne prend que les deux valeurs
2,25% et 2,5% durant note période d’étude.

Le modele générale est comme suit :

2) Hypothéses :

1) E[g] =0 ; cov(ei,xl-j) =0 pour j=1..5
2) V(g) = o2 ; cov(si,ej) =0 pour i=1..62 , j=1 ..62
3) Absence de collinéarité des variables explicatives.
4) g 8 N(0,02I) ; | - matrice identité
3) Estimation des paramétres :
La méthode des moindres carrés est la méthodeulm auléquate qui donne les
meilleurs résultats pour estimer les parametresiodele (Théoreme de Gauss Markov). La

méthode de régression ascendante nous suggéreulaesariable explicative significative ;
le TMP.

Coefficients 2

Coefficien
ts
Coefficients non standardi Statistiques de
standardisés sés colinéarité
Erreur
Modeéle B standard Béta t Signification Tolérance VIE
1 (constante) -,842 ,204 -4,128 ,000
TMP 1,404 ,075 ,923 18,608 ,000 1,000 1,000

a. Variable dépendante : 13 semaines

Tableau 3: parameétres du modéle de régression du taux 13 semaines

Le Modéle de régression pour le taux 13 semaingsgite

[Y=-0.008423709725+ 1.403819033*TPM}+

De méme, en appliquant la méthode ascendante gtioree les parametres de régressions
pour le taux 26 et 52 semaines, on trouve les nagdglivants :

Pour le taux 26 semaine$:=-0.006035370618+1.349933954*TPMesl+

Pour le taux 52 semained :=-6,035E-03+1,350*TPM+¢|

On remarque que pour les taux court, seul le TMBliggxe significativement le modeéle de
régression.
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4) Validation du modeéle :

v' Coefficient de corrélation et tableau ANOVA :

Le coefficient de corrélation détermine le niveaurélation linéaire qui existe entre la
variable dépendante et les variables indépendaPltes ce coefficient est proche de 1, plus
notre modele linéaire modélise mieux I'évolutiors daux zéro coupon.

En utilisant SPSS, on obtient le tableau suiypanir le taux 13 semaines.

Récapitulatif du modéle P

Erreur standard de Durbin-W
Modéle R R-deux R-deux ajusté I'estimation atson
1 ,9232 ,852 ,850 [ ,17560334431162% ,295

a. Valeurs prédites : (constantes), TMP

b. variable dépendante : 13 semaines

Tableau 4: coefficient de corrélation du taux 13 seaines

Presque les mémes résultats sont obtenus pouau@szeéro coupon de 26 et 52
semaines.

- Le coefficient de corrélation R= 92% indique unetdorelation linéaire pouvant
exister entre le taux d’'intérét et le TMP

- la valeur R2 = 85,2% signifie que le TMP a lui seublique plus que 85% de la
variation totale du taux zéro coupon court.

Tableau ANOVA donné par SPSS pour le taux 26 sezsain

ANOVA P
Somme
Modele des carrés dd| Carré moyen F Signification
1 Régression 9,874 1 9,874 351,824 ,0002
Résidu 1,684 60 2,806E-02
Total 11,558 61

a. Valeurs prédites : (constantes), TMP

b. Variable dépendante : 26 semaines

Tableau 5: tableau ANOVA pour le taux 26 semaines

La régression explique la totalité de la variatiotale du taux d’intérét zéro coupon de
26 semaines. La valeur de la statistique de Fish¥354 est significative. Les mémes
conclusions sont obtenues pour les taux 13 etbaises.

v' Analyse de la normalité des résidus

12

Series: Residuals
Sample 1 62
Observations 62

Mean 1.54e-18

Median -0.000224
Maximum 0.004220
Minimum -0.004377
Std. Dev. 0.001742
Skewness 0.216239
Kurtosis 3.140314

Jarque-Bera 0.534041
Probability 0.765657
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Tableau 6: histogramme des résidus du modele de régression du taux 13 semaines

La forme de I'histogramme des résidus standardesispresque celle d'une loi
normale. Le test de Jarque-Bera affirme la norénalés résidus (0,534<5,99). Donc, on ne
rejette pas I'’hypothese de normalité des résidus.

» Le modele de régression pour le taux court expligpag€le TMP satisfait plusieurs
critéres et donne de bons résultats. Ainsi, ce feode régression linéaire peut étre
adapté pour I'explication des taux court par le TMP

11.3.2. Régression sur le taux moyen terme

Les mémes spécifications et hypothéses élaborées ldataux court terme seront
adoptées pour la régression linéaire sur les taayemterme.

1) Régression sur le taux 2 ans :
Le Modéle de régression pour le taux 2 ans estil@st :

[Y =-0,0018+1,259*TPM-0,0229*INF+g

Le coefficient de corrélation R= 93,3% indique uoete relation linéaire pouvant
exister entre le taux d'intérét et le TMP.

La valeur de la statistique de Fisher F=405,22Z dlamplication de la variance totale
est significative. Et donc le modele de régres$ingnire peut étre adapté pour I'explication
du taux 2 ans par le TMP.

2) Régression sur le taux 5 ans :

La méthode de régression itérative « pas a pasi® gmnne le modele suivant :
Y =2,128E-02+0,675*TPM - 8,233E-02*INF
On remarque que la significativité du TMP dangégression linéaire sur les taux
zéro coupon diminue avec la maturité et que d'autariables explicatives commencent a
devenir plus significatives tel le taux d’inflation

Le coefficient de corrélation R= 54,2% est devessea faible et la valeur de Fisher
F=12,256 du tableau ANOVA n’est plus significati¥ensi, la relation entre le taux est les
variables explicatives est devenu peu solide, peat étre expliqué ; soit par le fait que les
variables indépendantes n’expliquent pas vrairtemntaux moyen terme, soit par le fait que
le modéle de régression linéaire n’est pas apopri

11.3.3. Régression sur le taux long terme
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La régression linéaire multiple n’est plus sigrafiee pour les taux de long terme.
Pour modéliser le taux long terme on devrait cherdoit d'autres variables explicatives ce
qui n'est pas le cas dans notre étude, soit declobed’autres modeéles qui puissent donner
des niveaux de signification assez élevée.

1. METHODES D'INTERPOLATION

Le principe de I'estimation des bons zéro-couponsiste a donner une spécification
analytique au prix du zéro coup8(t, m) en fonction den (maturité)et de parametres puis a
estimer ces parameétres a une date donnée.

Il existe plusieurs méthodes pour estimer des @sude taux zéro-coupon. Leur point
de départ est le méme : les données du marchérmetpent pas de reconstituer 'ensemble
de la gamme des taux pour toutes les échéancesst donc nécessaire de contraindre la
courbe des taux zéro-coupon a appartenir a undldaparticuliere de courbes (difamille
d’interpolation) avec un nombre raisonnable de paramétres a esti@ette famille
d’interpolation doit étre suffisamment grande pocontenir les principales formes
caractéristiques de la gamme des taux (courbegad@&sascendantes, inversées, concaves,
convexes...) mais étre en méme temps suffisammeriteirde pour pouvoir trouver
rapidement celle qui s’ajuste le mieux a nos dos@é&en instant precis.

[11.1. Les méthodes directes d’interpolation

Dans le marché financier, on ne dispose pas desptawr toutes les maturités et donc
'opérateur financier se trouve dans 'obligatiom determiner lui méme les taux manquants
de la courbe des taux d’intérét.

Quand on utilise la méthode directe, il est nédaessde choisir une méthode
d’interpolation entre deux points. Deux méthodest sparticulierement utilisées: les
interpolations linéaire et cubique.

[1.1.1.  Interpolation linéaire

On connait les taux zéro-coupon de maturitet . On souhaite interpoler le taux de
maturité t aveck t <t

(t; —t)R(0,t;) + (t — t1)R(0, t3)
(t2 — t1)

R(0,t) =

Exemple :

Si le taux a 3ans et 6 mois est egal a 4,3% aiube d 4 ans et 9 mois est de 5,1%. On
interpole pour construire celui de 4 ans par |lanide :
0,5R35 + 0,75R4 75

R(0,t) = . = 4,78%
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l1.1.2.  Interpolation cubique

On procéde a une interpolation cubique par segaeoburbes. On définit un premier
segment entrg et , ot I'on dispose de 4 tauwRy(0,t;), R(0,t,), R(0,t3),R(0,t,).

Le tauxR(0, t) de maturité t est défini pat(0,t) = at® + bt? + ct + d sous la contrainte
gue la courbe passe par les quatre points de mRi€hd), R(O, %), R(0, 8), R(0, &).

D’ou le systeme a résoudre:

R(0,t;) = at} + bt? + ct; +d
R(0,t;) = at3 + bt5 +ct, +d
R(0,t;) = at + bt3 + ct; +d
\R(0,t;) = atd + bt? + ct, +d

Ces méthodes nous permettent de lisser la cousb@de pour chaque date donnée.
Par exemple, pour la date du 01/02/2008, on trées/@arametres suivants :
a=5,1999E-07, b=-4,0035E-06, €=0,00097835 et d=0,03542304

La courbe lissée du 01/02/2008 peut étre schéreatm&me suit :

matorite | 025 [H| 1 7| 3] 4 5] g 7| 3 Ell 10| 1] 1 13| 14| 1] 2|
01/02/2008] 0,0358674] 0,0353168] 0,036805] 0,0373638] 0,0330343] 0,0336513] 0,0401257] 00208581 0,0412588] 0,0425343| 0,0434013( 00242852 ] 0,0852121] 00481725 0,0471835] 0,048182[ 0,0487875] 0,0432287)
maturite 35479/ r(0,m}
0,25 0,0356674] 0,0356674

15[ 0,0359168] 0,0355112 : -5, 2607 006

1| g,038805] 00363362 b 4E06

2 0,0379638] 0,027353¢ c 0,0008753 00 e

3| 0,0390943] 0,038308) d 0,035423 \

4] 0,0396513] 0,0332351 00 —

5| 0,0601457] 0,0401437 matrice A

6| 0,0408581] 00410367 0015625 0035 0,25 1 583 4 —
7| 00414588 ] 0,041297 125 5 5 1 —
8| 00925383 00427274 1000 100 10 1 e

5] 0,0424013] 0,0435242 8000 300) 0 1 el

10| 0,0442862] 0,0442861

11| ,0452121] 0,045008¢] ol o TE————

12| 0,0461745) 0,0456882 inverse matrice A o Nidnernaganm e g

13[ 0,0471635] 0,0463226 -0,001093]_0,002807| 0,002051] 0,0003375 g

14] o,048182] 0,0465084 0,0322651| 0,084512| 0,0517348] 0,005148

15| 0,0487873] 0,0474428 -0,382651] 0,5824561| 0,217345] 0,018143%

20| 0,0492287] 0,0482287 1,0932882] 0,140351{ 0,0512821] 0,004213

Figure 9: Exemple d'Interpolation cubique de la courbe des taux

» Les méthodes directes d’interpolation sont tregpe a élaborer mais ne donnent pas
des précisions assez élevées et ne permettentepamdiliser toutes les formes de
courbe.

[11.2. Les méthodes indirectes d’interpolation

[11.2.1. Les modeles a splines

lIs sont fondés sur une modélisation de la foncttactualisation. Les plus célebres
sont les splines polynomiaux et les splines expieltes. Leur avantage tient a leur grande
flexibilité qui leur permet de reconstruire toutes formes de courbe rencontrées sur le
marché.
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[11.2.2. Principe des modeéles a splines

I faut d'abord faire le choix d'une forme spéciiig pour la fonction
d’actualisationf (s — t, ). La méthode consiste a estimer les paramétres iamisant
I'écart au carré entre prix de marché et prix reticues.

Rappelons que le prix théorique de la j-éme obbged’écrit:
P/ =3 F/B(t,s) = X,F/ f(s—t,B) ol B(t,t)=1 constitue la contrainte de la
minimisation

Aune date t, on écritt’ = P/ +¢ ou ¢ est la partie résiduelle non expliquée par le
modeéle.

Les résidus vérifient les conditions suivantes:
- en moyenne, ils sont nulBfg;| = 0

- ils sont non corrélés entre euxov (g, &) = 0

- il y a deux hypothéses possibles pour la variance

« soit on la suppose constante auquel cas les résiishromoscédastiquége;) = o*

» soit elle varie pour chaque titre auquel cas lesidos sont hétéroscédastique
V(SJ) = O'ZW]'

Quand on admet la premiere hypothése, on const&tédagpartie courte de la courbe
est mal estimée. Dans ce cas, le vecteur des pesmest obtenu par la méthode des MCO
sous contrainte.

L’idée est donc de retenir la deuxieme hypothesel@mant plus de poids dans la
minimisation aux obligations de maturité courte.eliacon de procéder est de choisir un
poids égal a la duration de I'obligation; = Dur;

Py 2
J_pJ
Pt_lpt)
wl

Ce choix revient a résoudre le probléeme suividintis 37— (
t

Dans ce cas, le vecteur des paramétresst obtenu par la méthode des MCG sous corgraint
ou MCO pondérés sous contrainte.

Ce choix est rationnel: il revient a dire que pluee obligation a une maturité longue, plus
difficile est son prix a estimer.

[11.2.3. Les splines polynomiaux
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1) Modélisation standard
Il est commun de considérer I'écriture standard me@ndans I'exemple qui suit:

Bo(s) = dg + cos + bys? + ays?, se[0,5]
B(0,s) =4 By(s) =d; + ¢;s + bys? +a;s?, se[5,10]
B,(s) = d, + ¢35 + b,ys? + a,s?, s€[10,20]

La fonction d’actualisation compte ici 12 paramsgtre

On rajoute des contraintes de régularité sur detietion qui garantissent la continuité, la
continuité de la dérivée premiére et de la dériséeonde de cette fonction aux points de
raccord 5 et 10.

0(5) = B5(5)

Pouri=0, 1 et23 . g
{ 10(10) = B5(10)

Et la contrainte qui porte sur le facteur d’actseiion:
En utilisant 'ensemble de ces 7 contraintes, Imin@ de paramétres a estimer tombe a 5:

Bs(s) = 1+ cos+ bys? + ag[s® — (s — 5)% + a;(s — 5)3, se[5,10]

Bo(s) = dy + cos + bgs? + ags?, se[0,5]
B(0,s) =
Bio(s) = 1+ cos + bgs? + ag[s® — (s — 5)% + a;[(s — 5)° — (s — 10)3] + a,(s — 10)3,5€[10,20]

Le systeme précédent peut étre écrit sous la feuvante:
B(0,s) =1+ cos+bgs?2+ (a; —ag)(s —5)3 + (a, —a;)(s — 10)3,s€[10,20]
Ou (s—0)} = [Max((s—9),0]® est la fonction dite bornéepdéssance.

Il'y a une autre écriture de cette équation danbalke des B-splines. Cette écriture est
devenue extrémement classique.

2) Application sur les données quotidiennes :

Les paramétres trouvés en minimisant les écartsaa@ de la fonction prix observée
et de la fonction déduite de la forme polynomialets

ag = —0,0336712 , a; = —0,03358001 , a, = —0,03359245 , by = —0,00019965 et
co = —0,04234012

La feuille de calcul Excel de la courbe des taux Ipa splines polynomiaux est la
suivante :
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materiti
"NZIZNN 09EETI 0ASEROT OMEIEEA0SE 09EEEEIT  03E3IIBEE OGBIRIIZ IRl 0TE36EE01E 074054 0THETEZ GETEEdI1 OM4E15E 0603501 05TdE9EL 0GAIEESE OG0SIELE 04410335 0,ETIE4H
SNZIZANE D03566TITE 00359165 B036E049T5  0,03THE3E 00390943 00396513 0,0401497 0040655076 0,041d555  0,0d253dE 00434013 0,0442E62 00452121 00461745 004TIEIS  00dE15E 0,048TETE 0,049225T
maturith sarezdzent By [ozare Ril0,r) SANZIZONE
0,25 099112279 0,9394779) 2 TOSEIE-06| 00354457 00ZBEETETE SPLINES POLYNOMIAUX AU DIIDZ;"ZDDS |
0 0982E0HETH] 05508004 1,30023E-06] 00380508 005541434

1 n.sszs(@' 096346 1ELTPOE-07| 00372168]  00zes0497s|
2| o,seeeszesv| 09261358 15TRIBE-06| 0,03T24T 0,05T9E TS 2z
3| eeeoraasee] o pezeane| sdezed-0] 0,07800%F 0,0590543]
| 0353333136 0EE5943| B STIZE-06) 003FEETY) 00396 513 01) 2 —‘—-\.,_\_\_\_\_
S| o.stei1s147] 0,194dd7] 1,75952E-0] 00385287 b 0diidaTed ox
W o 0.7620248] 3,64135E-07) n0d0Tens]  dosSaatel -
7| o.74zmszes] o 7ansess] 23e70se-06] wua175ze 0,041454774 a0 | -0.033 os e
#| 071575204 0,705555) 10z0asE-06] m04z7izs] 0042534250 a1 -0.033 . ——mma
o oe7eedz037] 06760745 2 4e054E-06] 00436501 0,04340128, a2 [ -0,033 04
0] 0642195233 0,6402078] 3 5eddE-06] 0,0445805] 0044286199 b0 | -4E-05 o
1] neoets0nsz] o6064z97] 2,925576-06] 0,0454682] 10,0452 12144] 0| -0,036
12[  057d5azeE 06736538 8 13E-07] 0,0dez0g] [XETLE -
13| 0,541655255] 0,54z13d5] £,2ak3E-07] 0,0470455] 0,04 7163505 MammEmesms T=UTTOD
4] 0,508396625] 05120655  TATRAE-06| 00475073 00451559
5[ 0421033496 0,43303] £,74T0ZE-0| 00484234 0,045 737 ¢4z ]
20| 03735981z 057457 1,39322E-08| 0049387 i, 0dzzETH| -
7-—'-_'_'_._'_-'_'_-
B3 ~
—
B0 =l+a5+55 Ha—a)c—3 Ha—alc10 pour=n24 - 1
o2
o
]
dm-mmwmermegomoxasg

Figure 10:courbe des taux par les splines polynomiaux et courbe de taux empirique

On remarqgue dans ce cas, que la courbe polynosigleste bien a la courbe des taux
pour la majorité des maturités. Cependant, pourcdart terme, on observe un léger
écartement entre les deux courbes.

[11.2.4. Expression dans la base des B-splines

Les B-splines sont des fonctions linéaires de fonstbornées de puissance. On écrit alors:

2 1+4| 1+4

B0.9= 3,689 =6/ 3| []5=5 [s-4F

i%]
ou les coefficients lambda sont définis comme suit:
A3 <A, <A; <A =0<A,=5<A,=10<A, =20< A, <A <A
2 3 = 3
et B(00)=> ¢B*(0)=> 6B (0 =1
1=-3 1=-3
1) Les splines exponentielles

Les splines exponentielles ont été introduitesMazmicek et Fong (1982):

B,(S) = d, +c,e ™ +be®™ +a,e7=,s0[05)
B(0,s)={ B,(s)=d,+ce™+he?™ +ae® s0[510]
B,,(S) = d, +C,e ™ +b,e?™ +a,e°" s0[10.20]

En utilisant les mémes contraintes de régularité;iaméne le probleme a 7 parameétres
a estimer sous la contrainte lié au facteur d’distation.
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Le paramétre alpha est un paramétre d'ajustemepplémentaire qui rend le
probleme non linéaire. L'idée consiste a résoudrerbbleme comme s’il était fixé, puis a
chercher sa valeur optimale.

[11.2.5. Le choix du nombre de splines

Le nombre de splines influe sur la qualité desiésiet le lissage de la courbe. Plus il
y a de splines et meilleurs sont les résidus. Lahm devient toutefois moins lisse, et peut
passer par des points aberrants. Moins il y a lieesp plus on lisse la courbe, mais les écarts
de prix peuvent devenir importants ce qui laissespeque la courbe est mal rendue.

Pour choisir au mieux ce nombre de splines, on pidiger la régle suivante.

On constitue deux paniers. Le premier panier dithd@misation contient les titres qui
ont permis d'obtenir les paramétres d’estimatior. deuxieme panier dit de vérification
contient des titres qui n'ont servi lors de la miigation. Dans la mesure du possible, il faut
gue ces deux paniers soient homogénes, i.e coptie@npeu prés le méme nombre de titres,
et les mémes types de maturité (court, moyen gjldtour chacun de ces deux paniers, l'idée
consiste a calculer I'écart de prix moyen:

Ce sont les méthodes les plus utilisées en pratique

Principe: Pour un panier d’obligations a coupons, il s'agtla minimisation de I'écart au
carré entre les prix de marché et les prix recu@gtia I'aide d’'une forme a priori spécifiée
des taux zéro-coupon ou de la fonction d’actuatisat

Soit un panier constitué de n titres. On notedala t:
P! : prix de marché du j-eme titre.

F?J' . prix théorique du j-eme titre

F) :flux futur du j-eme titre tombant a latela (s > t)

L’idée consiste a trouver le vecteur des param@trésd qu’on distingue deux grandes classes

n 0\
de modélesl\/l/}in Z(PtJ - F{'j
=1

- les modéles type Nelson et Siegel fondés sumodglisation des taux zéro-coupon. Le prix

O
théorique s’écrit: R’ =) F/B(t,s) =) F/ e
S S

g est la fonctionnelle des taux zéro-coupon. L& pie I'obligation est une fonction non
linéaire des paramétres d’estimation. La résolutiom tel probléme s’effectue a I'aide d’un
algorithme de Newton modifié.
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- les modeles a splines fondés sur une modélisdgda fonction d’actualisation.
R =3 F/B(t9 =) F/ f(s-t:B)

f est une fonction linéaire des parameétres d’estomaPar conséquent, le prix de I'obligation
est également une fonction linéaire des paramedtestimation La résolution d'un tel
probleme est donc matricielle.
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Conclusion du

Chapitre |

Il fut trés intéressant, dans un premier point de ahapitre,
d’observer I'évolution de la dynamique des tauwozgwupon en fonction
de quelques variables explicatives et d’en tireelques conclusions qui
suscitent de l'intérét. On note dans ce sens, guédression multiple a
aboutit a de bons résultats pour le court et le emterme. En effet, le
taux moyen pondéré explique a lui seul plus de 8@%a variation des
taux a court terme, les taux a moyen terme, quanib@ sont expliqués a

plus de 90% par les variables taux moyen pondétaust d’inflation.

Dans un second point de ce chapitre ont été traitée méthodes
directes et indirectes d’interpolation de la courtes taux. Deux de ces
méthodes ont abouti a des résultats concluantssarg la méthode
d’interpolation cubique et la méthode des splinely/pomiaux. En effet,
cette derniere lisse parfaitement la courbe desxtatandis que
I'interpolation cubique, un peu moins précise gaeprécédente, lisse

assez bien la courbe.

Dans le chapitre qui vient, seront traités les mesddinanciers de

la courbe des taux.
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Chapitre 1l :
Modeles financiers
De la courbe des taux

On se propose a présent d’adopter une vision punéfiranciere pour
modéliser la courbe des taukorsque la courbe doit étre utilisée par des
financiers, pour détecter sur un marché les titaddigataires sur- ou
sous-évalués ou pour évaluer des produits dérie@sions, contrats a
terme...), l'utilisation des modeéles étalés au fil ae chapitre s’avere
préférable car elle repose sur des modéles qui gsept une
méthodologie cohérente d’évaluation.

Ce chapitre traitera trois modeles financiers d#i¢ail s'agit des
modeles les plus utilisés dans la modélisatioradmlrbe des taux.

Les trois parties de ce chapitre seront consacréspectivement
aux modeéles de Nelson Siegel, de Vasicek et de I@mrsoll et Ross.
Ainsi, dans chacune de ces parties, nous détankeres différentes
étapes par lesquelles on passe pour obtenir lacgire des taux. Ensuite,

nous procéderons a I'estimation des parametresedenodéles.
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. LE MODELE DE NELSON ET SIEGEL
I.1 La fonctionnelle de Nelson Siegel

Le modeéle de Nelson Siegel (NS) est le plus utdisgs le domaine de la finance pour
lisser la courbe des taux d’'un coté, et pour fdge prévisions sur I'évolution de la courbe
dans le temps, grace aux prévisions effectuédgsyarametres du modele, d’un autre coété.

En effet, la fonction de Nelson Siegel se caramépar un nombre raisonnable de
parametres a estimer et par une forme suffisammsample pour pouvoir s’adapter a des
configurations de marché trés différentes, d'autplus que la courbe obtenue est
relativement lisse ce qui facilite la lecture thasx.

Le point de départ consiste a supposer que le &aterme est la solution d’'une
equation différentielle du deuxieme ordre qui prentbrme suivante :

f(t,0,a)=u, + e +u,(-0/r)e™?" aveca vecteur des parametreg p; et (b

Le taux d’intérét zéro-coupon se déduit par intignadu taux a terme sur l'intervalle
[0, m] divisée pam. Cela conduit a la relation ci-dessous. Cette esgion, tout comme la
précédente, admet deux limites suivant les valextrémes den. Pour une durée de vie égale
a zéro, R(B) est égal a {2 qui s’analyse comme un taux court au comptargstlalors
facile, pour I'estimation, de contraindre la fooctia passer par le taux court observeé. Lorsque
la durée de vie résiduelle tend vers l'infini, &ix zéro-coupon tend vers le parametreyi
correspond au taux long. Ainsi, par constructiertalux zéro coupon, comme le taux a terme
instantané, tend vers une asymptote horizontaledjl@ terme de I'échéance tend vers
l'infini. Connaissant la forme du taux zéro-coupam déduit le prix associé, en temps
continu.
Ainsi, la fonctionnelle imaginée par Nelson et ®iegjécrit :

RC(0.6)= 5, + ﬁ{—l‘ e T)} +5, {—1' 2D -expteyn

R (0,8) : taux zéro-coupon de matur@é

Bo: Facteur de niveau; il s’agit du taux long,

B1: Facteur de rotation; il s’agit de I'écart entegidux court et le taux long,
[2: Facteur de courbure,

T : Parametre d’échelle destiné a rester fixe auscdu temps.
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.2 Application du modéle de Nelson et Siegel

Les méthodes de minimisation par les algorithmesédelution numeérique, telle la
méthode de Newton Raphson, exigent lintroducti@n v@leurs initiales pour les quatre
parameétres de la fonctionnelle de Nelson Siegaéstcontraintes sur ces parameétres.

La solution donnée par le solveur d’Excel est gessible aux parameétres initiaux.
Ainsi le choix de c’est parameétres sera détermimiams la précision et la justesse de nos
résultats.

Pour le premier parametre qui est le facteur deaniyil prendra comme valeur initial
la valeur du taux long, soit le taux 20 ans dedarlbe empirique qu’on veut lisser et cela
pour chaque date.

Le deuxieme parametre est le facteur de rotatenateur initiale sera prise comme la
différence entre le taux court (on prend le tauxs@faine) et le taux long (taux 20 ans) de la
date fixée auparavant.

Le parameétre b2 qui est le facteur de courbureydueecomme valeur initiale 0, on
suppose donc que la courbe est initialement ptat&admet pas de courbure.

Le parameétre d’échelle qui devrait étre fixe ingida position de la courbure de la
courbe des taux, on prendra comme valeur initialss5Généralement, si la courbe des taux
présente une courbure, elle se positionne a léglicii moyen et du long terme.

La base de données choisie se compose d’'une sgn®ielle mensuelle des taux zéro
coupon des différentes maturités de janvier 20f8@er 2009 soit 63 observations.

Pour chaque date on va tirer les parameétres dulmbti pour pouvoir construire un
historique sur la base duquel on pourra faire désgigions pour estimer la courbe future des
taux.
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maturité 0.25 .5 1 2 3 i § b i § 3 10 1 12 13 H 15 20

awr08] 0,99162232 09831569 0,9680014 09310352 0,3955966 0,8600803 0,824794 0,7899721 07557875 O,7223626 06897785 0,6580835 0,6273001 05874302 05624607 0,5403672 0,5131172 0,3881482
aur. 08| 337% 3,40% 3,46% 3,57% 3,68% 3,77% 3,85% 3,93% 4,005 407% 4,13% 4,18% 4,24% 4,29% 4,36% 4,43% 4,508 4,70%|
52
maturite  30/04/2008 prix_thecriq rendmt_emj rdmt_estm  residu 1 .
0,25 099162232 09917647 3,3652% 3,3078% 2,023E08 MOdeIe de NE|s°n SlegEI

05 098315651 09834113 33973%  33456%  §47ED8
1 096600133 09664011 34580%  3,4176%  1598ED7 i
2 053103513 03314891 3,5729%  35485%  2061E07 Courbesde taux empirique et ‘theorique au mois
3 089559663 08959108 36705%  3,6638% 9,872ED8 dIAVriEZDDS

4 086002031 08601705 37682%  3,7656% B 141ED9
5 082479404 08246519 3,8524%  3,8559%  1021EQ8
&
7
g
g

50000
078997215 0,789638  3,9293%  39363% 1 116ED7 4,5000% ‘
7 075578754 07553300 3993%%  40036%  2,092E07 200005 / calculer
072236256 07218634 4,0654%  4,0740%  2,492EQ7 i re
L‘J;EBFTsﬂE 05893202 41285% 4133%% 2107 2 b e
10 065808354 08577413  41842%  41894% 1 164E07 ¥ el — o
11 QE73001 DELTI4 423848 41817H  LBEIEQE i IESHITK: Eopigee
12 059743023 05974998 42926% 4,2917% 4.B42ED9 & 2600 = rdmi_estm
13 056846074 05687908 43448%  43403%  1085ED07 1,5000%
14 054036717 05409858  4,3965% 438858 3632807 1,0000%
15 051311716 05139857 4.4483%  44371% 7543E07 0,5000%
20 073881482 03356244 47318% 4712%% 2 179E6 0,0000%
AT 123456780 0UDBUIEKTE
formule du PRIX:
EAP|-maturité® (B1+B2*(TAU® [1-EXP{-maturité TAU))maturita) paramétres
+83*([TAU* (1-EXP[-maturits TAUY) maturité HEXP {-maturité/83))) bl 3,00% 0,02 02 0,047
b2 ,25% 0.2 02 9,013
b3 0,0256814 -20 0 0,034
b4 88680716 -10 1o 5,000

Figure 11: La feuille de calcul des paramétres de la fonctionnelle de Nelson Siegel

La minimisation de la somme au carré des erreurs é&n prix empirique de la date t
et son prix théorique calculé par la fonctionnelie NS nous donne pour presque toutes les
observations un parametre d’échelle10, ce qui signifie que la position de la cougbae
situe prés des maturités de 10 ans.

1.3 Limites du modéle de Nelson et Siegel

Le modele de Nelson et Siegel ne permet pas dasguer toutes les formes de courbes
de taux que I'on peut rencontrer sur le marchépaiculier les formes a une bosse et un
Creux.

En outre, il manque de souplesse d’ajustement jgsumaturités supérieures a 7 ans si bien
gue les obligations de telles maturités sont psuial évaluées par le modéle.

Le reproche souvent formulé a I'encontre de ce eodst sont insuffisante flexibilité. En
revanche les parameétres de ce modeéle sont intalpestfinancierement.

Il. MODELE D’ARBITRAGE GENERAL

Parmi les modeles les plus utilisés pour la constrm de la structure par terme des
taux est le modele darbitrage. Ce modele se basengellement sur une hypothése
fondamentale d’absence d’opportunité d’arbitrag®@, c'est-a-dire qu’il est impossible sur
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un marché financier de mettre en ceuvre une steatigivente et d’achat, sans apport initial,
conduisant de facon certaine a un gain strictepesitif.

Ce modeéle suppose que la fonction des actifs ataliges respecte une équation aux
dérivées partielles (EDP) appelée équation detstreipar terme. Pour obtenir cette équation
de structure par terme, nous allons adopter laadétde duplication.

En supposant 'AOA, un méme produit financier (méoaeactéristiques) vaudra le
méme prix (loi du prix unique). Ainsi, nous pouvoesnstruire un portefeuille dont les

caractéristiques en terme de risques sont parfaiter@quivalentes a celles d’'un autre
portefeuille dont les caractéristiques de rendersent connues et déterminer son prix.

Le portefeuille que nous allons tenter de congtiest un portefeuille comportant un
certain nombre d’obligations sans coupon dont kerdén est sans risque. Les prix de ces
bons sans coupons suivent un processus d’lt6,ar@sngtres peuvent s’exprimer en fonction
des caractéristiques dynamiques des variablest détes-jacentes, et des dérivées partielles
de la fonction prix par rapport au temps et auxiabdes d’état. Nous retrouverons une
equation différentielle partielle en égalisantresdements des deux portefeuilles précédents.

Dans ce qui suit, nous allons supposer que latateicle I'économie est soumiseka
sources d’incertitude, et est décrite Narariables d’état (avel , K) non spécifiées.

II.1 Présentation théorique du modele

L’élaboration du modéle théorique nécessite lagrés de certaines hypothéses qui
sont, en réalité, généralement non vérifiees maisestent le départ du fondement théorique.

I1.L1.1 Hypothéses du modele

- Il n’existe aucun coUlt de transaction, taxe, olbfgnme d’indivisibilité des actifs.

- Les marchés sont ouverts continiment.

- Il existe un marché pour 'emprunt et le prét inséaé au taux r, et pour les préts et
emprunts de durée supérieure. Les titres de crésmuedes bons sans coupon, de
valeur faciale unitaire, exempts de tout risquedéfaut. Le taux r ainsi que les prix
des divers bons sont déterminés de facon endogéne.

- Les investisseurs sont insatiables, et suffisamrt@étants vis-a-vis du risque pour
pouvoir accepter de détenir un actif risqué ayaetespérance de rendement finie.

- L’information pertinente pour les investisseurs regirésentée par la valeur courante
d’'un vecteur Y de N variables d’état.

- Tous les investisseurs sont persuadés que I'écenestitelle quelle est présentée
dans I'hypothese 5, et ont des croyances homoggraed a la valeur des parameétres
du modéle.
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I1.L1.2 Lien entre le prix des bons sans coupons et les valoles d’état

En supposant que les hypothéses précédentes sofieegé dans notre marché
financier, nous allons voir le lien qui existe ente prix des bons sans coupons et les
variables d’état (les variables capitales qui epm@ront I'évolution de la courbe des taux).

Soit P(t, s) le prix a l'instant t d’'un bon sansupon de maturité s — t, r(t,s) le
rendement correspondant et Y le vecteur des Jagabétats. A travers les comportements
individuels des agents, P(t, s) sera considérénmfonction de Y.

Les variables d’état sont supposées étre des puxebltd et par conséqueR(t, s
qui ne dépend que dé(t) (Y processus Markovien) est également un proceddtd. De
méme que pour le rendement instantané d’'un borseuwalcule comme le pourcentage de

variation instantané de son prix. Il peut donciié sous la forme :

dP(Y,ts) _ . .
Fris = W t8)dt+ 8,1, 5)dz(t) (%)

ol a(Y,t,s) est I'espérance mathématique du taux de rendemstantané, ef (Y, t,s) une
matrice de dimensionK( x1), dont I'élément générdlok(Y , t, 3} est la volatilité non-

Ly, dapP ) . . Z ) &
anticipée deP— engendrée par les fluctuations imprévued dsous l'effet de 1&°™° source

d’incertitude. La variance totale du taux de rendetnest doné( 1.

Toute obligation a une valeur facial fixe versuale le prix de I'obligation va
converger, et donc I'équation différentielle stogtigue (*) doit respecter la condition
terminaleP(Y , s, $= 1. A I'échéance T, le taux de rendement ta ti’est pas aléatoire.
Ce qui peut étre traduit comme suit(Y,T,T) = r(t) et 3(Y,T,T)=0

Une interprétation du paramewé€Y,t,s) peut étre donnée grace a la condition

terminale de I'’équation différentielle. Cette cdiah conduit & I'équation :

P(Y,t,s) = E, [exp (— f:a(Y, 7,5)dT1)]
Cette équation présente le prix courant d’un bamroe I'espérance de la valeur actualisée
de l'unité monétaire remboursée a échéance. Cettaalsation est effectuée a un taux
évoluant aléatoirement au cours du temps, égahague instant, a 'espérance du taux de
rendement instantané du bon par unité de tempkiéeva cet instant.

Ainsi, le paramétre joue le réle de taux d’actualisation pour ce bon.

Le lemme d'ltd nous permet maintenant de préciaevdleur deK+1 parameétres
infinitésimaux du processu$L(P :

a(Y,t,s) = %[% tr(aﬁPyy) + Py + P] et §'(Y,t,s) = %(Pya)
ou P, est le vecteur (X N) des dérivées partielles depar rapport aux variables d’état,
P, est la matriceN x N) des dérivées partielles secondesPdear rapport aY, et « tr »

désigne I'opérateur de trace.
Pour obtenir I'équation de structure par termeest maintenant nécessaire de
contraindre I'évolution des rendements a respegtercondition d’arbitrage.
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I1.1.3 Une condition d’arbitrage

L’hypothése de 'AOA comme expliqgué précédemmensues la validité de la loi du
prix unique. Ainsi, Pour contraindre la structuess gbrix, il suffit d’exhiber deux portefeuilles,
composeés differemment, mais ayant des caractérgstige risque identiques, puis d’égaliser
leur taux de rendement.

Dans le cas de modele continu, on s’intéresseraeadementinstantanéde ces
portefeuilles. De ce point de vue, le portefeudligierement investi au tauxa l'instantt, est
fort simple : il permet d’'obtenir, de fagon cer@imun taux de rendemerft). Choisissant ce
portefeuille comme référence, il nous reste a caimsetun portefeuille sans risque instantané.
Pour ce faire, on procede de la fagon suivantesidérons un portefeuille, composé a partir
de K + 1 bons risqués de maturité difféerente, et d’éobéarespectivesl, - - - , skl.
Appelonswy, ..., w1 les proportions du portefeuille global investiesaslaeK+1 actifs (on

:;:11 w; = 1).
La richess&V du détenteur de ce portefeuille ainsi constituéwauer conformément

s _ aw _ yk+1,,, AP(VLS)
a I'équation w o 4i=1 Wi P(Y,ts;)

Utilisant (*), cette équation peut s’exprimer solas forme de la différentielle

stochastique
k+1 k+1
dw ,
== {2 wa(Y,t, si)} dt + {Z w8'(Y, t, si)} dz(t)

Le deuxiéme terme du membre droit pondére les tiwées constatées sur lds+1
actifs.

Ainsi, pour que le rendement de ce portefeuillé¢ sans risque, il suffit de choisir les

poidsw; tels que chacune d&ssources d’incertitude disparaisse, c’est-a-dire qele
K lw 8, (Y,t,5)0 Vk=1..K

Dans ce cas, le taux de rendement du portefewgllpeut étre différent du taux sans
risquer(Y , ) : lwa(Y,t,s;) =r(Y,t).
Utilisant le fait queY<*! w; = 1) I'équation précédente peut se réécrire

TEH wila (Y, t,s) —r(Y,0)} =0

Ainsi on aura le systeme suivant :

a(Y,t,s;) —r¥,t) - a(l,t,sksq) —7(Y, 1) wiq 0
6,(Y,t,s9) 6,(Y, t,5k41) ‘ . I w3 ‘ _ lO]
(SK(Y, t,Sl) 6K(Y, t, SK+1) Wk +1 0

Ce systeme n‘admettra de solution non-triviale guke déterminant de la matrice
carrée de dimensidf + 1 est égal a zéro, son rang doit donc étre stnient inférieur & +1.
Les lignes de cette matrice étant dépendantessambinaison linéaire non-nulle de celles-ci
doit étre égale a un vecteur ligneKle 1 zéros.
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Cette propriété étant totalement indépendante ittes sélectionnés, le vecteur des
coefficients de cette combinaison linéaire ne ddpgeas des échéancés - - - , &1 choisies.
Ainsi, pour une échéansguelconque, on peut écrire

a(Y,t,s)—r(Y,t) = 2,(Y,)6(Y,t,5)

ou a,(Y,t,s) estun vecteur colonne de dimenskan
En considérant ett comme étant fixes, I'équation précédente établé telation
linéaire entre le rendement espéré et la volatilii@e obligation.

I1.L1.4 La prime de terme

a(Y,t,s) —r(Y,t) s'interprete comme le taux de rendement esp&ige @au-dela du
taux sans risque pour accepter de détenir, pentainistant, un bon de maturgé- t, soit, en
d’autres termes, lparime de terme instantanéat sur I'échéancs.

Notantg(Y,t,s) la prime de terme, exigée esur le bon sans coupon de matusité t, on
ecrit :

oY, t,s) =1,(Y,t)8(Y,t,5), elle s'exprime comme la somme des rémunérations
offertes a I'équilibre pour chacun d€sisques supportés par ce bon.

Le k-ieme élément deéz(Y , ) représente le grix de marché » du risquek, ou encore la
primede risque unitaire offerte a I'équilibre pour lsquek.

Dans cette économie, l&ssources d’incertitude sonéprésentéepar lesN variables
d’état, et on doit pouvoir exprimer les primes darte en fonction des risques percus sur
chacune de ces variables.

Définissons le vecteur 1, = g1,, ce vecteur représente les rémunérations unitaires
offertes a I'équilibre pour le risque porté par @ina des états. On peut exprimer la prime de
terme en fonction de ces primes de risque, et éeaséds partielles du prix de l'actif par

rapport aux variables d'état(Y, t,s) = %{Py/ly}

La prime de terme apparait ici comme une combindis@aire des primes de facteur,
dont les coefficients mesurent la sensibilité dixtde rendement de I'actif aux variations des
états.

[1.L1.5 L’équation de structure par terme

Le prix P(Y , t, s) satisfait a I'équation diffétezile partielle

1
5757’(01%131/1/) +P(u—Ay) —TP+ P,

Appeléeéquation de structure par term&a résolution, sous la condition terminale
P(T,T)=1, fournit la structure des prix, et par suitestructure des taux.

Cette équation représente le principal résultanshaele d’arbitrage. Elle doit étre
nécessairemenespectée sur un marché efficient par les prixbides sans coupon pour ne
pas créer d’opportunités d’arbitrage. La solutiartesme de prix est donnée par :

P(Y,t,T)=E [exp (— ftTr(s)ds — %ftT A,(s)2,(s)ds — ftT A'Z(s)dz(s)]
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Cette formule peut étre décomposée en :
- une composante d’actualisation, due a I'écoulerdétgrministe du temps

¢, T) =exp (— ftTr(s)ds) en I'absence d’incertitude, le prix du bon estatsment égal

a ce terme ;
- un terme dajustement, dd aux incertitudes qui cifiet I'économie:

exp (=3 [} 25(5) () — [} A',(s)dz(s)

Par conséquent, le facteur d’actualisation effeséif décompose en espérance du
produit du facteur d’actualisation « temps » etfacteur d’ajustement « incertitude ».

Le modeéle d’arbitrage général de la structuret@amne s’applique dans une économie
ou en considere l'existence de k facteurs d'inttetd et pour N variables d’état. Dans sa
formule générale, nous avons pu extraire I'expogssile I'espérance du prix d’'un bon et de
sa volatilité instantanée ainsi que la prime dem&rPour aboutir a une équation différentielle
qui nous conduit a trouver la structure par tedes taux. L’élaboration de ce modele avec
un nombre élevé de variables d’état est assezatiliwu la complexité de la résolution
analytique matricielle. Par la suite, nous n'allggrendre en considération pour le modele
d’arbitrage qu’une seule variable d'état.

II.2 Modeéles d’arbitrage a une seule variable d’état

Dans le cas ou nous avons une seule variable diéas allons reprendre le méme
raisonnement que précédemment en se ramenant aingas. L'avantage le plus important
de ce modele & une seule variable d’état est galifés et sa simplicité. Le choix de la
variable d’état a retenir permet notamment d’oibten modele explicite de structure des
taux.

Le choix du taux court comme facteur explicatif ldehiérarchie des taux est
pertinent ; du fait qu’il soit vu comme indicatedes conditions du crédit et comme le point
focal de la politique monétaire, le taux court jaunerdle central dans I'économie.

On suppose que le taux court l'unique variable taléa (source d’incertitude)
déterminant la courbe des taux.

Dans ce modele, les changements du taux courtdgeonits par la différentielle stochastique
dr(t) = u(r,t)dt + o(r,t)dz(t) dans laquelle tous les éléments sont scalairedale
court suivant un processus d’it(r,t) désigne I'espérance du changement instardamngt),
eto?(r,t) est égal a la variance de ce méme changement

I1.2.1 Le lien entre le taux court et le prix des obligatins

Si le taux court est considéré comme l'aléa fondaadeui affecte I'économie, le prix
P(t, 9 d’'une obligation, d’échéanceent, sera déterminé par I'évolution attendue du taux
court entre ets, {r(7),t <t < s} Le processug(t) étant markovien, il suffit de poser :
P, 9 =P(r, t,9
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Cette hypothese, qui prépare l'application du lenai® au processu®(r, t, 9,
signifie que le taux couri(t) représentéinformation pertinentepour les investisseurs, et que
ceux-ci vont donc ajuster leur comportement a sauéon prévue. De ce fait, un lien est
créé,viales comportements du marché, entre le taux colatsttucture par terme.
L’équationP(t, 9 =P(r, t, ) peut avoir Trois lectures :

> toute l'information pertinente pour les investisseast concentrée, a chaque instant,
dans la valeur courante du taux court ;
» la connaissance dét) est suffisante pour former les meilleures anétigns possibles

a l'instantt ;

» pour chaque niveau du taux court, une et une deulee de structure des taux est

possible.

Le lemme d’'ltd nous permet d’ ecnre‘% = a(r,t,s)dt + 6(r, t,s)dz(t) (**)

Ol a(rt,s) =< [-o2(r, )Ry + u(r )P + P(] et 8(Y,t,5) =5 (a(r,O)B)

Avec a(r,t,s): l'espérance mathématique du rendement instan@@éel’obligation,
o(r, t, 9 la volatilité non-anticipée, engendrée par lastfiations imprévues du taux court.

Le lien entre taux court et prix étant ainsi établh peut maintenant invoquer la
condition d’arbitrage.

I1.2.2 La condition d’arbitrage

Pareil a la démarche suivit dans le modele a Nabbeid’ état, nous allons construire
un portefeuille comportant deux types d’obligatieens risque sur le prochain instant ; les
obligations d’échéancg et d’échéance,, détenues dans des proportions respectives :

wiet wo=1-w;.

La valeurW(t) de ce portefeuille évolue au taélima‘ﬁ(i =w, % ) %
Soit

dw

WS fwia(Y,t,s1) + wya(Y,t,s;)}dt + {w,8(Y,t,s1) + wy,6(Y, t,s,)}dz(t)
Pour que son rendement soit certain, il suffit ldeisir wy et w, tels que :

W15(Y, t, 51) + W25(Y, t, Sz) =0

Et puisque le rendement du portefeuille est égahax d’un actif sans risque, on aura :
wya(Y,t, s;) + wya(Y,t,s,) = r(t), du fait que w+w,=1 on aura :

wifa(Y,t,s1) — ()} + wala (Y, t,s;) — ()}
On aura ainsi le systeme :
a(r,t,s;) —r(t) a(rt,s,) — r(t)] [ ] [0]
6(r,t,s1) 6(r,t,sy)
Ce systeme n’admet de solution non-triviale qusosidéterminant est nul. Il vient :
a(r,t,s;) —r(t) a(rts;) —7r()
5(7', t; Sl) B 5(7', t; 52)
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Le rapport ci-dessus est indépendant des échéshe¢s2 choisies. On peut donc écrire

a(rts)-rt) _ o
500~ 22(rt) pour toute échéance

Cette égalité représente la contrainte qui fonebadtence d’une structure des taux d’intérét.
A,(r,t) S’interprete comme la prime unitaire offerte pder risque engendré par les
fluctuations imprévues du taux court, a I'instant
En multipliant A,(r, t) par o, on obtient une mesure du prix accordé au risque

fondamental total porté par le taux court. On reofer= a1, la prime unitaire de risque de
taux d’intérét

&
Tp
Cette expression fait apparaitte comme la prime d’équilibre pour une sensibilitétaine
auxvariations du taux d’intérét.

On peut exprimer la prime de terme sous la fogrie t,s) = 1

11.2.3 L’équation de structure par terme

L’équation de structure par terme est donnée par :
~02Py + (= A)B TP+ P, =0 (%)

La résolution de cette équation différentielle, staicondition terminal®(r, s, 9 =1,
fournit la structure des prir(r, t, 9.
La solution de I'équation différentielle s’exprireeus la forme générale suivante :
T T T
P(r,t,T) = E,. |exp (—fr(s)ds —%f A%, (r,s)ds — f)tz(r, s)dz(s)
t t t

La formule exacte du prix est soumise a une spatifin précise des variable§, t),
o(r, t) etAr(r, t), qui restent totalement exogenes au modeéle.

Ainsi, pour obtenir une forme explicite de la sture par terme des taux on va essayer
de traiter deux des processus les plus utilisés teammodélisation du taux court. Soit le
processus d’Ornstein-Uhlenbeck utilisé par Vasieele processus « racine carrée »proposé
par Cox Ingersoll et Ross.

[1l. MODELE DE VASICEK
[11.1. Présentation du modeéle de Vasicek

Vasicek a adopté le processus d’'Ornstein-Uhlenipetk représenter la dynamique
des taux courts comme sulit :

dr(t)=alb-r(t))dt+odz Ou a et b sont des scalaires strictement positifs.
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La solution explicite de cette EDS est:
r@®) =b+ @y —ble ™ +0 fote_(t_“)adz(u)

Le paramétre b représente la valeur d’équilibrepthcessus. Toutefois, il n'est pas
possible d’affirmer que b est la valeur vers latutdnd le processus d’Ornstein-Uhlenbeck,
puisque:

V(r(s)Ir(e)) = b%(l _ o260 4 %Z(T(t) _ py(e-5-0a _ g266-0a)

est une fonction monotone croissante en t et quaéez'% . Pour interpréter correctement le
parameétre b, nous devons remarquer que

E(r(s)lr(®) =b+ (r(t) — b)e =04

Si le taux courant est inférieur a b, nous av®qss)|r(t)) < b etE(r(s)|r(t)) > 0.
Nous avons donc un phénoméne de « retour a la meyerb est en fait le point d’attraction
de la trajectoire du processus. Le paramétre arestmesure de la vitesse de convergence
vers le point b.

L’évolution du taux court résulte maintenant de>xdérces contradictoires : la force
de rappel « équilibrante », et I'aléa « déséquilipe ». On pallie ainsi un inconvénient majeur
du mouvement brownien généralisé, a savoir uneraspe et une variance de changement
qui tendent vers l'infini.

Lorsque a tend vers l'infini (ajustement plus ra)jd’espérance de r(t) tend vers b, et
sa variance vers zéro : a la limite, il n'y a dgas d’incertitude sur le taux d’intérét, qui
reste « collé » au niveau b. A I'inverse, lorsquend vers zéro (I'attraction vers b est de plus
en plus faible), 'espérance du taux futur tends\sam niveau courant (et ne dépend donc plus
de b), et sa variance vers (se)*ce qui tétmoigne I'absence de toute force dealapp

Comparativement au mouvement brownien généralisgliétplus haut, le processus
d’'Ornstein-Uhlenbeck semble capable de représéetucoup plus fidelement la dynamique
du taux court. On peut donc s’attendre a obtergrsiructure des taux plus réaliste.

Introduisant I'expression des parametres du prasedans I'équation de structure par
terme, il vient

%ZP” +{a*(b-r)-A}P -rP +P, =0
Et sa solution est
P, T)=exp(f(t,T)*rt)+ gt T))
Avec
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(e—a(T—t) _ 1)
o2 Al A o2

-2 fg-ea))lp-2 - T -1
2 He-et0)-fo-2- Ll )

Comme précédemment, on peut calculer les paramédtreprocessus de prix en
évaluant Pr a partir de cette solution. On obtient

2
g(tT) = a-e ™)+ i{b -
4a a

a(t,T)= r(t)+ %(e—a(T—t) _1) ot,T) = %(e—a(T—t) _1)

/1 —-alT- . Z Z H
Soit une prime de terme&(t.T) = g(e =0 ‘1) Positive pour toutes les échéances, si

A est négatif.

La structure des taux est donnée par :

Z (e ~a(T - 0) -1 () + 2 (- exp (- 2a(T ~ 1))+
R(.T)= - ———1+ %{b—%—z—j}(l—exp( ~a(T - 1))

A o2
-ib-=- T -t
{ a 2a2}( )
Pour un instant donné, les valeurs limites en Talte expression sont :

. _ ; ,
lim R(t,T)=r(t) lim Rt,T)=R, = b‘g‘ 20a2

Utilisant cette notation, on peut exprimer la stuve des taux sous la forme :

R(t,T) =R, +ﬁ(1_ e—a(T—t))(r ('[)— Roo)"' 4(T+2t)a3(1_ e_a(T_t))z

La forme de la courbe des taux dépend du nivejetr(te la valeur des parametres K,
0, o etA. L'étude du signe de la pente de la structure meoqtie, Si r(t) est supérieur a

R.. —;—az , elle est monotone décroissante. Pour des valetesnédiaires de r(t), la structure
est en cloche.

[11.2. Application du modele de Vasicek

La modélisation de la structure par terme des tHumtérét en temps continu se fonde
sur une spécification de la dynamique suivie parvariables d’état retenues. Les prix des
obligations zéro-coupon sont ensuite dérivés gaaddes arguments d’arbitrage ou d’équilibre.

On choisit pour modéliser la dynamique suivie ar Variables d’'état, une approche par les
séries chronologiques.
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On estimera dans cette approche les parametres dismamique des facteurs retenue
pour le modele. Dans le cas d'une dynamique indpde une équation différentielle
stochastique, on se trouve confronté au problem&skimation d’un processus de diffusion
a partir de données en temps discret.

Pour le processus d’Ornstein-Uhlenbeck, la conaaissde la version discréte exacte
permet l'utilisation du maximum de vraisemblancett€ méthode mene en général a des
biais de discrétisation qui peuvent étre importéinést des lors souhaitable de corriger ce
biais a partir de techniques d’estimations fondggsles simulations.

[1.2.1 Estimation des parametres du processus d’Ornstein{denbeck

Dans notre travail nous utiliserons I'approche @meschronologique citée auparavant,
et procéderons ainsi par I'estimation du processysar la suite remonter a la structure des
taux via la solution analytique trouvée dans le aede Vasicek.

1) Méthodologie d’estimation

La dynamique du processus d’Ornstein-Uhlenbeck fetaux court est décrite par le
processus suivant :

dr, = a(b—rt)dt+0dz(t) Avec z est un brownien standard.

Pour estimer les paramétres du processus d’'Orrdtdanbeckk, 6 et s nous allons
utiliser la discrétisation exacte proposée par @oomx, Monfort et Renault (1993) qui est
donnée sous la forme suivante :

h—ha= b(l_ exr(— a)) + (eXF(_ a) _1)rt—1 t&
Avec & - N(O,f(l—exp(— 2a))j
2a
Nous pourrons alors, en utilisant les donnéegdétiss du taux court, estimer a l'aide

de la Méthode des Moindres Carrées Ordinaires (M@3) paramétres du processus
d’Ornstein-Uhlenbeck via I'équation suivante :

n=a+fate AV g=bll-exd-a) e f=exg-a)

Cette équation indique que les taux courts s'apistsuivant un auto régressif
d’'ordrel, hypothése qu’on vérifiera pour les dorsng&on utilisera pour I'estimation.

Aprés estimation des paramete®t § a I'aide du logiciel Econometric Views nous
pourrons alors remonter aux parameétres du procelesdgfusion d’Ornstein Uhlenbeck

a=-In(g) b=——

-64-



Chapitre 11 Modeles financiers de la courbe des taux

2) Présentation et Analyse des données utilisées

Pour estimer les parametres désirés, nous avonsi doonme taux court terme, le
taux moyen pondéré (TMP) qui est un taux au jojyole du marché monétaire. C'est un taux
moyen pondéré par les montants des transactioaréés, pour un échantillon représentatif
d'établissements admis au marché interbancaire.

Nous nous sommes référées dans notre étude ddadbanées journalieres du TMP
s’étalant du ¥ Janvier 2004 au 19 mars 2009, soit 1857 obsenstiCes données sont
représentées sur le graphe suivant :

a0
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B Sample 10100+ 1800
s o O bsermions 1257
ok Nean et LI
03s LIE Nedian 00T 0
Naimum 004250
030 Nirimum 0 0En0o0
o 5. Dew. 0 00R00E
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020 100
Jamque-lem 105056
015 4 T T T T T Probahil 0000000
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OO0 O025 0030 DO¥ 0040 OD45  O0E0

Figure 12: graphe et histogramme de la série quotidienne du TMP

Sur ce schéma sont résumeées les difféerentes isfa¢istrelatives a la série de données
du taux moyen pondéré. La statistique du kurtostsde 2.47, proche de 3 (la valeur du
kurtosis pour une loi normale), on pourrait dés kffirmer que le TMP suit une loi normale.

v' Analyse des données :

Afin de tester la stationnarité de la série TMRUsohoisissons d’effectuer le test de la racine
unitaire.

Augmented Dickey-Fuller Unit Root Test on TMP

Mull Hypothesis: TMP has a unit root
Exogenous: Constant, Linear Trend
Lag Length: 1 {(Automatic based on SIC, MAXLAG=24)

t-Statistic Prob.*

Augmented Dickey-Fuller test statistic -3.439008 0.0000
Test crtical values: 1% level -3.962997

5% level -3 412233

10% level -3.128045

*Mackinnon (1996) one-sided p-values.
Figure 13: test de stationnarité par la méthode de Dickey-Fuller Augmenté
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Nous avons une statistique de Student de -8.43%sjuilargement inférieure aux
valeurs critiques -3.96, -3,41 et -3,12 qui coroggjent aux seuils de confiance respectifs 1%,
5% et 10%. On rejette donc au seuil 1% I'’hypoth#sgistence d’'une racine unitaire dans la

série, on conclut donc que la série est statioanair

Included ohservations: 1857

Autocorrelation Fartial Correlation A PAC Q-Stat Prob
| — | E— 1 0.960 0.950 17154 0.000
| E— [m]l 2 0915 -0.09s 32729 0.000
| —— 1 3 0872 00139 46892 0.000
| —— n 4 0.833 0.014 5931.4 0.000
| E— n 5 0795 0.011 71635 0.000
) — 1 5 0.754 0.037 82534 0.000
| — a Y 0743 0,102 92326 0.000
| E— g 8 0.729 0.031 10275 0.000
| — g 9 0.721 0.0s0 112450 0.000
| — 1 10 0713 0018 12195 0.000
| — 1 11 0705 0013 13124 0.000
| — i 12 0.695 0.005 14030, 0.000
= i 13 0.685 0.00F7 14909 0.000
= n 14 0.674 0.021 15761, 0.000
= LNl 15 0.659 -0.034 16575, 0.000
| I— m 16 0.644 0.010 17352 0.000
| — " 17 0623 0.004 138092 0.000
| — " 18 0614 0.005 18300 0O.000
= LIl 19 0.5995 -0.032 19473, 0.000
= i 20 0.553 -0.000 20111, 0.000
= n 21 0.570 0.014 20721, 0.000
= n 22 0.552 0.022 21309 0.000
| I— " 23 0.550 0004 21879, 0.000
| m— i) 24 0.543 0.027 22435 0.000
| e— | g 25 0.542 0079 22990 0.000
= a 26 0.542 0.020 23557, 0.000
= n 2F 0.5853 -0.010 24135, 0.000
= 1 28 0.555 0.035 24721, 0.000
= n 29 0.555 -0.017F 25310, 0.000
= n 30 0.556 -0.0028 25894, 0.000
| I— LI 31 0.549 -0.020 25464, 0.000
| e— | o 32 0.536 -0.053 27007 O.000
| S— i} 33 0523 0033 27525 0.000
[ I— o 34 0.507 -0.042 25011, 0.000
= n 35 0.493 0.014 25473 0.000
= ul 36 0.452 0.000 25913 0.000

Figure 14: corrélogramme de la série quotidienne du TMP

Notons que les coefficients (PAC) suivent une loinmale de moyenne nulle et de
variance égalea 1/n =1/1857 = 0,0005385.

Désignons parPAC;, le coefficient d'auto corrélation partielle d'od et testons
I'hypothese:
Hy: PAC; = O pour touti=1..36

L'intervalle de confiance correspondant a ce test ain niveau de confiance de 95%

est le suivant :
_ f
+1,96 [—
n

Nous remarguons que pour un niveau de confian@b®eg tous les PAC d'ordre 2 et
plus ne rentrent dans l'intervalle de confiancen®aous ne rejetons pas I'hypothése de la
nullité des PAC, et par conséquent, notre processuapproche d’'un processus auto régressif
d'ordre 1. Ceci se confirme par le fait que lesoemtrélations exponentiellement, ce qui

confirme le choix d’'un AR(2).

= [~0,04548; 0,04548]
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111.2.2 Résultats de I'estimation

L’estimation, par la méthode des moindres carréedinaires, de [I'équation
r,=a+ G, +& alaide dEconemetric Views est donnée danshéeta suivant:

Dependent Variable: TMP

Method: Least Squares

Date: 06/02/09 Time: 13:48

Sample (adjusted): 1/02/2004 3/19/2009
Included observations: 1856 after adjustments

Wariable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.
C 0.001118 0.000190 5896763 0.0000
TMP(-1) 0951541 0.006401 1502150 0.0000
R-sqguared 0.924074 Mean dependent var 0029006
Adjusted R-squared 0.924033 S5.D. dependent var 0.00s007
S_E. of regression 0.001656 Akaike info criterion -9.968040
Sum sqgquared resid 0005083 Schwarz criterion -9 962085
Log likelihood 9252.341 F-statistic 22564 56
Durbin-\Watson stat 1.820688 Prob(F-statistic) 0000000

Figure 15: Estimation des parametres

Nous avons des statistiques de Student de respecivt 5.89 et 150.21 qui sont
largement supérieures a la valeur critique de $itudai est de 1.96 (pour un niveau de
confiance de 95% et un degré de liberté de 185&)cn rejette I'hypothése de la nullité des
coefficientsa et b. De plus, la statistique de Fisher permet de eejet nullité de tous les
coefficients estimés simultanément. La statistidedurbin-Watson est de 1.82, proche de 2,
informe que les résidus sont significativement pefélants.

A partir du tableau, on a: a=0,001118 p=0,961541
Il s’ensuit que :
a=-In(8)=0,03921807 b= =0,02906992 6= 0,00600585

Aveco I'écart type historique de la variable TMP.

[11.2.3 Structure de taux et Probléme du prix de risque dumarché

Le rendementR(t, T), d’'une obligation zéro-coupon, de maturfiga la datet est
donné pour le modele de Vasicek sous la forme stava

_ 1 _ T _ oz _ T _ 2
R(t,T)=R, + )a(1 exp(= (T - t)a))(r(t) Rm)+—4( ~ e @-exp(- (T -t)k))

T-ta T
a2

AvecR, =D _A_Z
a 2a

Maintenant que les parametres du processus desidiffisont estimés, il reste un seul
parametre a spécifier afin de pouvoir détermingmlex des zéro-coupon. Ce parametrelest
le prix du risque du marché a partir duquel on pmtuler la variable prime de risque du
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marché pour chaque maturité. Cette variable mdsuypeint auquel les investisseurs exigent
des rendements plus élevés pour les compensersdueriauquel ils seront exposés en
détenant cette obligation. Malheureusement, ceduriksque de marché n'est pas directement
observé sur le marché. Ainsi, différentes méthaaed employées pour spécifier sa valeur.
Dans notre travail, le prix du risque du marché&setrouvé comme la valeur qui réduit au
minimum le carré des erreurs entre les prix degyatibns réels et les prix théoriques qui
dépendent du paraméttéMais, en procédant ainsi, un prix du marché sppefde risque est
déterminé pour chaque modéle.

[11.2.4 Construction de la courbe des taux du 01/02/2008 ebmparaison avec la
courbe des taux de marché de cette méme date

Pour obtenir la courbe des taux zéro-coupon panddele de Vasicek, on se doit de
spécifier la valeur de la prime de risque du marchBlous allons donc, dans un premier
temps, estimer la prime du risque de marché paudi#érentes maturités a l'aide de la
méthode des moindres carrées ordinaires, puis @ardeuxieme temps, comparer les taux
zéro-coupon du marché avec les taux zéro-coupamitjus obtenus.

On se basera pour nos estimations sur la courbaustezéro coupon du marché au 1
février 2008. Cette courbe de taux est obtenuetidisant la méthode itérative, vu que, les
bons du trésor existant sur le marché sont coup(sag pour les bons a 13 semaines, 26
semaines et 52 semaines).

Le résumé de L'estimation de la courbe des tauo z@upon théoriques et sa
comparaison avec celle du marché pour cette daprésenté sur la figure suivante :

,25] ,5] 1 [ El o 5] ] 7] Bl 4] 1] 1] 1] 1z 1] 1] 20

0035667372 0,05591634] 0,036804975 0,057963¢13|  0,0290943 0,03965101] 0,040149704| 0,04085508 0,04145¢774| 0,042534z58 0,04340126] 0,044286198] 0,045212144] 0,0461745| 0,0471635] 004518z 0,0457578| 0,048z291]

que | 0,035910686] 0036163937 0.03667823 0.037663495] 003623653 0,039544152] o.0d0dxtaze] oodtzssar] oodensize] oodzetzese] epdzesdozs] oodddezess] oodstdszed] ondsead] odestes] 0.0471677] 0.0477975] 0.0506545)
o | 592017E-0z| 63553E-03] 1,60539E-03 8.69764:-08 114503E-08] 7,96549E-08] 3,9739E-07] 4,30793E-07] 143622E-07] 749521-08] 203064E-08]  4.0673E-09] t09zE-07] aet-or] 10z9E-08] az0se-07] zoare-ed] egase-od

0,000243314] 0,000252097] -0,00012672] -0,00029492] -0,00047065] -0,00010715] 0000252232 0,00063039] 0,000656352] 0,000375974] 0000282769 0,0001425] -6,37793E-05]  -0,00033] -0,0006d7] -000101d]  -0,00098] 0.0014303)
0,000535465] _o,001165218]_0,002307511] o,00d526366] 0,006660575] 0,00871z23] 0.010634978] 0,012551%6] 0014405751 o01615956]  0.017ea559] 0,0194673e8]  o.0z0z6asz] o0zzsese] o0zzeem] o025353z] o0zessse] o0zzets]

[pare  [we ]
Modeéle de Vasicek pour le 01/02/2009 |

calculer

02906 8513]

= 0,006 005548
a 0,0F9E1E0T
ko de Fim 0,017 5440z
- 0,077Z51075)

-0,002353 3]

Tle

prime de risque

I

— pimadaraza

L EEER GRS

Figure 16: feuille de calcul des paramétres de Vasicek

Nous allons a présent reprendre en détail I'estonate la courbe des taux.
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Le tableau suivant donne les taux zéro-coupon lgsumaturités de 13 semaines a 20 ans.

maturité taux zéro-coupon

0.25 0.035667372
0.5 0,03591684
0,036804975
0,037963813
0,0390943
0,039651301
0, 040149703
0,.040658076
0.041458774
0,042534258
0,04340126
0,044286199
0.045212144
00,0461 74498
0,047163503
0.043181998
0.048787892
20 0,049228731

Tableau 7 : taux zéro-coupon pour les maturités de 13 semaines a 20 ans

=

D00 |~ (@ | [ (W N
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La structure de taux zéro-coupon est donnée paptiele de Vasicek sous la forme suivante:

Z(ew(-a(T - 1) ~1r(©) + 25 (- e (- 2a( - 1))

-1 1lp-A_22lq- —a(T -
RLT) = - —— +a{b . az}(1 exp( —a(T - t)))

-t

v’ Estimation de la prime de risque du marché au 01/032008

Pour estimer la prime du marchie pour les différentes maturités, il nous suffit
d’estimer le paramétreet ce, par le biais de la formupgt, T) = %(e‘“(T‘t) - 1).

L’estimation par la méthode des moindres carrésanes nous a donné une valeur
de 4 =-0,00235336.

En injectant la valeur du paramétiedans I'équation de la prime de risque, on
retrouve les valeurs suivantes de la prime de eigmpur les maturités de 13 semaines a 20
ans.
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0,25 0, 000585405
0.5 0,001165219
1 0,002307311

2 0. 004526866

3 0. 006660578

< 0, 00871223

5 0,010684978
=] 0,012581855

7 0,014405781
a8 0,01615956

9 0, 017284589
10 0,019467366
11 0,021026482
12 0,022525636
13 0,023967133
14 0,025353192
15 0,026685945
20 0,022619169

Tableau 8:taux zéro-coupon pour les maturités de 13 semaines a 20 ans

La prime de risque - est donnée pour chacune des matu
considérées dans la figure suivi :

prime de risque

0,04

0,03 /

0’02 /
/ ——— prime de
0’01 risque

O||||||||||||||||||

1 3 5 7 9 11 13 15 17

Figure 17: prime de risque pour le modeéle de Vasicek

Sur cette figurepn remargque que la prime de risque estimée creit & maturité, c
qui est tout a fait raisonnable et nous laisse zassmfiantes par rapport a toutes
estimations effectuées jusqu’

Comparaison de la courbe des taux estimée par Belmale Vsicek et celle du
marché pour le 01/02/2008
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0,06

0,05 —
taux

0,04 ‘71 marché

0,03

0,02

taux

0,01 théorique

12345678 95101112131415161718

Figure 18: comparaison entre courbe réelle des taux ZC et celle de Vasicek

On voit que les deux courbes sont collées presqueyt, on peut du coup affirm
gue le modele de Vasicetous a permis d’obtenir une courbe trés rapprodeeeelle du
marcheé et il est méme possible que la courbe tndempuisse étre celle qui reflete le mieu
réalité du marché national.

[11.3. Limites du modéle de Vasice:

Le modéle de Vasicek étant plus iste que les modéles qui I'ont précédé dans I'iist@e
dernier comporte deux défauts majeurs. Le prengeient au fait que la constante
contraint la queue de la structure des taux a weani indépendant de sa forme. Le seconc
lié & la sgcification de la variance instantanée de I'évolutdu taux cou: celle-ci ne
permet pas d’exclure des valeurs négatives deEft)effet, lorsque r(t) s’approche de 0,
dynamique tend a ressembler a un mouvement brovgéieéralise

peut prendre une valeur négative, ainsi, le tauxrnad
devenir lui-méme négatif.

Pour éviter cela, il est nécessaire que la varianicprocessus dépende de son niv
afin de 'empécher de franchir la limite z¢

IV. MODELE DE COX INGERSOLL ET ROSS (CIR)

IV.1. Présentation du modél de CIR

Le modéle de Coxingersoll et Ross occupe depuis les années ~vingt, une
position privilégiée au sein du champ théoriqué@eluation des actifs financiers. La rais
essentielle du successdravaux de Cox, Ingersoll et Ross tient au faltlg parviennent ¢
nous fournir un modéle parfaitement compatible desdypothéses de la théorie stand:
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Lesne [1995] souligne que I'économétrie de la ceurtles taux comporte
naturellement deux dimensions : une dimension teefleaayant trait a la «dynamique » d’'un
ou plusieurs taux, et une dimension «statique e dida forme de la courbe des taux a un
instant donné.

Plus précisément, I'’étude de I'évolution des taenbase sur une étude statique a une
date donnée, ol on essaye de minimiser une distarice les prix empiriques effectivement
observés et les prix théoriques, I'étude dynamigueant a elle, consiste a estimer les
parametres d’'une équation différentielle stochastiqui décrit I'évolution temporelle d’'un
taux d’intérét.

Les critiques apportées par les économistes stmde séparée de la dimension
«statigue » des modéles de taux est qu’elle iglesr@ropriétés temporelles des modéles de
taux court. La répétition de cette procédure perdecetjénérer de nombreux parametres qui
devraient, en théorie, étre identiques, mais quipratique, varient dans le temps. Ainsi, elle
autorise les parametres du modéle a varier au cdurstemps souvent de maniere
indépendante entre dates, et de traiter le factahastique comme un simple parametre
négligeant ainsi le fait qu'il s’agisse d’obsereat d’'un méme processus.

De méme, L’étude de la seule «dynamique» de labeodes taux consiste a estimer
les parametres d’'une équation différentielle stetibae qui décrit I'évolution temporelle
d’'un taux d’intérét. Cette approche n’estime queyaamique d'un taux particulier dont la
maturité soit souvent prise suffisamment petitergmuvoir le considérer comme proxy du
taux spot.

Ainsi, pour pouvoir eviter les difficultés rencods dans I'estimation de la courbe des
taux a une seule dimension, on va essayer d’étgdrarltanément la dimension statique et
celle dynamique du modele la structure par terropgsé par Cox, Ingersoll et Ross.

En effet, cela va nous de permettre de prendrempie a la fois la spécification de la
« dynamique » du taux d’intérét instantané déctiVarcourbe des taux toute entiere, et la
dimension « statique » qui est liée a la formeadeolurbe des taux a un instant donné.

Pour garantir la positivité du taux court, Cox, drgpll et Ross utilisent un processus
« racine carrée », dont la variance instantanéprepbrtionnelle a la racine carrée du niveau
atteint. Sa différentielle stochastique s’écrit :

dr(t) = a(b — r(t))dt + o/r(t)dz(t) oia > 0 et b >0

Nous supposons la condition 2ab® qui assure la non négativité du taux court. Le
taux d’intérét ne peut toucher zéro.

Le processus « racine carrée » est un proceEsus/ant I'attirance élastique du taux
court autour de la valeur centréleavec une vitesse d’ajustemeant

Cependant, lorsqug(t) devient nul, la dynamique du taux court est iécrite par
'équation déterministe dr(t) = abdt > 0. Ceci montre que, d’'une part, le taux court ne
peut jamais étre négatif, et, d’autre part, quatlevient immédiatement positif juste aprés
avoir atteint la valeur zéro. Zéro est une « begriéfléchissante » pour le taux d'intérét.
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On remarque également quér(t), la variance instantanée du changement du taux
court, croit avec son niveau. Ceci concorde ave@dmstatations empiriques, qui montrent
gue les taux sont d’autant plus volatiles que teueau est élevé.

Lorsque a tend vers linfini ('ajustement se fait de ples plus rapidement),
I'espérance de(t) tend vers, et sa variance vers zéro. A l'inverse, lorsqueend vers zéro
(I'attraction versh est de plus en plus faible), I'espérance du tatxr fiend vers son niveau
courant, et sa variance ver&(t)T, ce qui, dans ce cas, témoigne de I'absence de force
de rappel. On voit également que la variancer(detend vers la constante finla2/2a,
lorsquestend vers l'infini.

Les remarques ci-dessus montre que le processasinrefcarrée » est apte a fournir une
représentation vraisemblable de la dynamique dudaurt.

Nous devons donc résoudre I'équation différentielle
o? a?
VIr()] =r(0) ;(e‘at —e %) + b%(l — e )

1
EUZPrr +(ab—1r)—2,)B—rP+P, =0

SousP(r, s, 9 =1, la solution estP(r,t,s) = A(T)exp{—B(T)r(t)},T =s—t avec

2ve(@+n)T/2 20e¥T=1
ATy =2 : B(T) = X2
CD =G+ -D+2y ;  y=Va+2o 0=

L’expression dey montre que les taux de rendement sur les obligatsmmt moins
variables lorsque le taux court est faible, et lgudont certains lorsqu’il est nul (dans ce
dernier casdr est, en effet, non-stochastique). De plus, laakéiié des rendements d’'une
obligation décroit avec sa maturité. Le processtaciae carrée » montre ici qu'il reproduit
gualitativement certaines propriétés importanteldtructure des taux.

Une discrétisation d’Euler conduit & considéreqgiation suivante :

rigr =1+ alb =)l + &4y
ouA; est I'intervalle de temps séparapett;,; et

Elei4] =0 E[efiq] = ordy

Notre choix du taux court qui va étre utilisé pbestimation des parametres s’est porté sur le
taux interbancaire ; TMP (taux moyen pondéré) quisna semblé le plus pertinent.

IV.2. Application du modele de CIR

IV.2.1. L’étude dynamique de I'évolution de la variable d’dat

Le TMP représente le facteur d’état, variable epitiont I'évolution déterminera la
structure par terme des taux.
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Avant d’entamer I'estimation des parametres, ilwent de nous assurer que cette
série chronologique présente bien les garantiégmigges nécessaires en termes d’existence
et de non-explosion des moments. Ces garantieeowrt essentiellement la stationnarité de
nos données.

1) Etude de la stationnarité du TMP

Nous testons la stationnarité des données parstimiéeDickey et Fuller. La méthode
consiste a régresset. — y,_; Sur y,_;en incluant ou non une constante et un terme de
tendance. Il s’agit ensuite de vérifier si le caadint dey,_, est nul en utilisant des valeurs
critiques appropriées pour ce test. Si I'hypothadée est vérifiée, on dira que la série étudiée
présente une racine unitaire, et par conséquerg]legmne peut étre considérée comme
stationnaire.

Nos données sont des observations journaliereke SLiWMIP dont nous allons extraire
les moyennes sur le mois et sur la semaine enaclas jours fériés. Ainsi nous obtenons
des séries mensuelles et hebdomadaires du TMP.

Le tableau ci-dessous nous résume les résultaawbgrace a Eviews pour tester I'existence
d’une racine unitaire.

test de racine unitaire sans test de racine unitaire avec test de racine unitaire avec
tendance ni constante constante tendance et constante
TMP Statistique| valeur Statistique valeur t-student| Statistique| valeur t-student
de student de student de la de student de la
ab% ab5% constante ab% tendance
mensuel -1,94655| 0,45823| -2,91002| -3,26637| 3,249907| -3,485218| -5,00166 3,511372
journalier -1,94201| -0,4047| -2,87208| -4,88741| 4,807704| -3,426619| -5,27851 1,965989

Tableau 9: Test de racine unitaire de la série mensuelle et journaliere du TMP

Pour la série mensuelle du TMP, le test de I'exise de racine unitaire avec
constante donne la valeur -3,26637 qui est infégi€ula valeur de la statistique de student
-2,91002, ce qui indique que la série modélisée aomstante est stationnaire. Il en est de
méme pour le test de racine avec constante etrieadainsi, nous rejetons I'hypothése de
I'existence de racine unitaire pour la série metsue

Ainsi, les séries de TMP mensuelle, hebdomadaijeuehaliere sont toutes les trois
stationnaires. Donc nous n’avons pas de problemeptision des moments. Par conséquent,
nous pouvons utiliser I'une ou plus des trois sedi@ns notre modéle.

Pour le modéle de Cox, Ingersoll Ross, I'utilisatatles données quotidiennes n’a pas
donnée de bons résultats pour I'estimation de lam Ainsi on a choisi de traiter les séries
mensuelles afin d’éviter les aberrations rencastréans les observations quotidiennes. Et
cela en prenant la moyenne, pour chague mois,ate¥ds quotidiennes.

Une illustration du test de la stationnarité domaé Eviews figure dans le tableau
suivant :
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Mull

Hypothesis: TMP has a unit root

Exogenous: Constant, Linear Trend
Lag Length: 0 (Automatic based on SIC, MAKLAG=10)
t-Statistic Prob.*
Augmented Dickey-Fuller test statistic -5.0016RD 0.0007
Test critical values: 1% level -4.115604
5% level -3.435218
10% level -3.170793

Figure 19: Test de la racine unitaire avec constante et tendance du TMP mensuel

Nous remarquons donc que la valeur absolue deal#stgjue t tabulée du test

\

(égale a -5.001660) est plus grande que la valbsolae det (student) au seuil de 5%
(égale a 3.485218). Nous rejetons donc I'hypotiéEee la présence d’une racine unitaire et

nous concluons que

la série TMP est stationnaire.

2) Statistique descriptive :

Les statistiques descriptives de la série mensuklleTMP sont résumées dans le

tableau ci-dessous :

Moyenne| 0.028976¢
Mediane | 0.028611
Maximum| 0.043063
Minimum | 0.022553
Ecart type| 0.005364

Tableau 10: statistique descriptive de la série mensuel du TMP

Le TMP fluctue autour de la valeur 0,028976 avee wariation de 2,88E-05, sa
valeur ne dépasse pas 4,3% en hausse et 2,25%sse.ba
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Figure 20: graphe du TMP mensuel
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L’évolution du TMP mensuel est moins volatile quedle du TMP quotidien, ce qui
est normal vue que la série mensuelle est une meysur le mois de la série journaliére. La
série mensuelle parrait avoir une tendance haesaipartir de la fin de I'an 2006. Hors, le
test de racine unitaire montre que la série egoataire.

IV.2.2.Estimation des parameétres du processus « racine gar»

A partir de la solution a I'équation différentielieettant en évidence le prix d’'un titre
obligataire zéro- coupon, on peut déduire I'expims de la structure a terme des taux au
comptant qui s’écrit :

T af
e —1ioq =a(B —1,_1) + 0 y1:—; Ou n:t—l = +(1—-a)ri_,+0

Pour calculer les différents indicateurs de meslureisque obligataire, il est d'abord
essentiel d’estimer les parameétres du processuaciRe carrée». L’'estimation de ces
parametres a été realisée a partir des observati@msuelles sur la période allant du 02
Janvier 2004 au 27 février 2009.

En absence de prime de risque, on pose :

_ Tt . _ 1 _
Y—m ; Z—m et X =14

On obtient une équation de régressidh=afZ+ (1 —a)X +o

Cette forme de régression est mieux appropriée pstimer les paramétres du processus
« racine carrée » a partir de la méthode des mesnchirrés ordinaires. Les résultats obtenus,
en prenant I'écart type historigue comme valeus,d&nt les suivants :

Dependent “ariable: ¥

Method: Least Squares

Date: 1304409 Time: 20:23

Sample (adjusted): 2004M02 2002 K02
Included observations: B1 after adjustments
Convergence achieved after 3 iterations
YW=C(1 P C 2 EH(1-C1 < +H0.005364

Coefficient Std. Error t-Statistic Frob.

Ci1 0.324700 0.101499 3.195032 0.0022

Ci 0.026425 0.001671 15.81807 0.a0o0
R-squared 0.057088 Mean dependent war 0170797
Adjusted R-squared 0.041107 Z.0. dependent var 0.0247358
=.E. of regression 0.024273 Akaike info criterion -4 5EERAS
Zum squared resid 0.034762  Schwarz criterion -4.497440
Log likelihood 141.28258  Durbin-WWatson stat 2001741

Figure 21:Estimation des paramétres du processus « racine carré »
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L’analyse de cette régression nous montre, au degar t de student, que les
coefficients estimés sont significativement diffteede zéro. Il vient donc :

a=0.324700 b=0.026428 et ¢ =0.05364

Le modele est donc le suivant :

Y =0.3247 x 0.026428Z + (1 — 0.324700)X + 0.05364

Il est trés important de signaler que la discré@bsaconduit & des estimations biaisées.
Pour éviter ce probleme, il existe des techniguestithations fondées sur des simulations,
comme les procédures d'inférence indirecte.

La statistique de Durbin-Watson qui est de 2.0017ddique une absence
d’autocorrélation entre les résidus.

Les résidus retirés de la discrétisation de ClBasactérisent par :

r a2 16
| =5 Serks: Restinak
~ Sam pk ZO0UMOE 0TI
24 Cile Matons 6 1
L 20
i (1N 9 55 07
1z 16 Mecllan 000
o L iz Rl lnam 113834
1 Mivim 00 s
e . | N <l Dev. 0024070
i I T R W ewiedd 1 530625
Pl T N Tl Wl v Kamsk 10,52 155
TR i uF ¥
= J-FI[|II?-E-I?[-3 1718355
T o e oo PRI 0CO000

0.0

— Fezkiial artal —— Fited|

Figure 22: Graphique et histogramme des résidus du processus « racine carré »

L’histogramme montre que les résidus ne sont pamaux, la statistique de jarque-bera est
tres élevée 178 >> 5,99 ; on rejette donc I'hyps¢hde la normalité des résidus.

Autocorrelation Partial Correlation AC  PAC 0Q-Stat Prob

1-0.002 0002 00002 0989
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Figure 23: Corrélogramme des résidus du processus "racine carré"
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Les tests dBox — Pierce (1970t deLjung — Box (1978)ealisés sur les résidus de la
régression attestent la présence d’ummuit blanc» au seuil de 1%.

La connaissance des parameétres du processtecire carrée » permet donc
d’exécuter aisément le modéle @R et de déterminer les différents indicateurs de meedu
risque obligataire en présence et en I'absencesduime de risque.

IV.2.3.Comparaison entre la courbe empirique et celle thémue du modéle CIR

L’estimation du modéle CIR se fait en deux étapespremiére est I'estimation des
parametres a, b etdu modéle du TMP (étude dynamique), et la deuxiestd¢estimation du
parametre. par la minimisation des erreurs des prix empiriguthéorique d’'une date donnée
(étude statique). On utilisera le solveur d’Exaalipeffectuer cette minimisation.

La feuille de calcul ci-dessous sur Excel effedauealcul des coefficient A, B et C en
fonction des parametres 8 et o donnée par la régression, ainsi que le paramedmnné par
la minimisation de la somme des carrées des eranirs le prix théorique (calculé par la
fonctionnelle de CIR) et le prix empirique des tadéxo coupon de différentes maturités a un
instant donné.

52 0,25 05 4 2 3 4 B 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 20

auril-08 0034263728 003473041 003520566 0.0IBEI9IES)  0.0373163] 0,00793389] 0,0398526%| 0.020M047| 003976492 0040416141) 004093936 004159592( 004220472 0.042805292) 0043609276 0044306451 0,04432883] 0,04701267

A | 099986E6T7| 0.0994E973 099790378 0491821391 098207938) 096902297 095300047( 093436697 0913466515) 0990630839) 026619401] 024042674| 021364102) 0796087622| O700004744| 07256024M| 070109241 0856204163

B | 0.247929828( 0A49ITEO2E| 096740%39] 1872403269) 2719073 35MI0I06| 4.2620320%| 404616036| BE9I5D664) 6200068307 ETETA4RY) T2019ME[ 77046EEI6| 9.269000153) BE9IG0037E| 909306167H) 94799

E [ OM26871134| 012228937 0M295221 0162821917) 0E337407| 0IT4EE527| OMBETI777| O19961368| 0.21340132) 020802M9) 02430026) 026075264 0278767E| 029002964) 0MBE21294| 0340B37953) 0,647

P 0391533421 0,383M6| 096609303 0931629696 0,B9EE0615) 08616278 082661903 079176482) 076742691| 0723644365 0EI063616| 066819702 O0L2ETIMIE 0F9EME) DFSEEG4E]| 0BITIGIEAT) 05103
003374426 0‘03399733‘ 003449514 | 0,035466291) 00363793 002726199 003310647 003BI1616) 0,03968075) 0040431902 00414316 0,04132452( 004247876 004310682 0043707421 0,04428476) 004423 |

R
ERREUR* 2‘SSBSBE—UT| 5.3887E—0?‘ B2492E07| 12944BE-0E| 87ES5E-07| 45M4E07| 199ME-07| EOSGE-03) GEGIE-03) 2484ME-0| 20604E-02( B2468E-02| TBO9BE-0B| 4.BIEGTE-DP| 129682E-08| 4201E2E-0| 22408E-08) S17TSGE-08 | 4.727IBE-E
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Figure 24: feuille de calcul des paramétres et d'estimation de la courbe (modeéle CIR)

L’'exemple considéré est celui de la structure pamé du mois d’Avril 2008. On
remarque que la courbe retrouvée par le modélel@éef rouge) s’ajuste bien a la courbe
empirique (en bleu) des taux zéro coupon pour Igem@t long terme de ce mois, cependant,
un petit décalage se creuse au niveau du coureterm
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Cet exemple ne permet pas de juger la pertinencenddéle choisi. En effet,
I’évaluation de la qualité du modéle ne peut paesteindre a une date donnée du fait qu’on
a une évolution de la structure par terme darsngs$. Par conséguent, nous avons appliqué a
plusieurs dates le back-testing afin de tranchera robustesse du modele. Ceci, nous a
permis de mieux apprécier la justesse du modele.

La structure des taux donnée par le modéle de CIR

évolution de la courbe des taux par le modéle de cox ingersoll ross

taux

temps

rriaturite

Figure 25:représentation en trois dimensions de I’évolution de la structure par terme des taux selon le modéle de CIR

La forme de la structure par terme des taux doraréQdR est tres proche de celle
retrouvée par les données empirique. Cette cowstbh@seendante par rapport aux maturités et
évolue dans le temps de telle facon que I'écarmeené taux long et court se rétricisse. En
effet lex taux longs ont une tendance a la baissdaspériode allant de 2004 a 2009, mais
restent suffisament supérieurs aux taux courtsigamae ces derniers ont une tendance a la
hausse.

Le modéle de CIR nous permettra de faire desigiols sur la courbe des taux
future par le biais de simulations du mouvementwbien intégré dans I'équation qui
modélise la variable d’état (TMP). Cette prévisimus sera utile pour le chapitre suivant.
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IV.3. Limites du modele CIR

Malgré le fait que ce modéle fournit des réponsagides d'un point de vue
informatique puisqu’il est simple a élaborer, iEpente certaines limites au niveau de son
utilisation.

Etant dans un contexte financier émergent ou lemblas macroéconomiques sont
interactives, la restriction du modele de CIR dacteur d’état limite 'adaptation du modéle
aux variations des autres variables macroéconommiguiee lui permet pas parfois de suivre
I’évolution de I'économie en général.

De plus, Cox, Ingersoll et Ross utilisent les s2dbronologiques pour modéliser le
taux court, et extraire les parametres du prosedsu« racine carré ». Ceci suppose que
I'évolution des taux s’effectue d’'une facon padaient corrélée, ce qui n’est pas le cas, et
limite les degrés de liberté du modéle, puisqu'diiemt la structure par terme par la
minimisation d’un seul parametre (le prix du risgue

Un autre inconvénient de ce modele, est son ind&pacendre compte de I'ensemble
des formes de courbes de taux constatées sur Ehénate qui peut conduire & un mauvais
ajustement de ce modele aux données du marchéd(pbkgations).
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Conclusion du
Chapitre 1l

Il serait opportun de signaler en guise de synthg&eérale des
résultats obtenus dans ce chapitre, que pour predgutes les dates
gu’on a choisies pour faire un back testing, lesgmodeéles ont tres bien
approché la courbe des taux du marché.

Toutefois, on devrait signaler que les bases denéles utilisées
pour I'estimation sont différentes pour les troisdales. En effet, on a
adopté pour le modéle de Vasicek, la base de dsnjoéenaliere des
taux zéro coupon, tandis que pour les modéles deoNeiegel et Cox,
Ingersoll et Ross, la base de données mensueltEkstqui a donné une

meilleure modélisation.

En réalité, une comparaison entre les modéles dansas n’a pas
beaucoup de crédibilité pour au moins deux raisdaspremiere étant
que la fréequence des données n’est pas la mémetqasifes modeles, la
seconde est qu’'on ne pourrait aucunement faire agraparaison entre
deux modéles en se référant a une date d’estimatimsi, il serait plus
crédible de se contenter des jugements portés aguehamodéle

séparément.

Dans le chapitre suivant, on tachera de prévoirs deurbes de
taux futures, en se basant sur les modeéeles dgwedogans le présent
chapitre, afin de réaliser un simulateur de perfarmoe des portefeuilles
obligataires.
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Chapitre Il :

Réalisation d'un simulateur de performance
Des portefeuilles obligataires

Ce chapitre vient confirmer I'intérét que susciterhodélisation
de la courbe des taux dans l'univers de la gestioligataire.

En effet, la réalisation d'un simulateur de perfame
obligataire, objet de ce chapitre, nécessite lar@ssance des prévisions

des courbes de taux a des horizons futurs.

Pour ce, on veillera en premier lieu, a estimer eonerbe future
de taux, on expliquera ensuite quelques notiores lg la performance
des portefeuilles et on terminera par la réalisatid’'un simulateur de

performance des portefeuilles obligataires.
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II. PREVISION DE LA COURBE FUTURE DES TAUX

.1. Prévision de la courbe des taux par le modele de Nen Siegel

Pour pouvoir faire des prévisions sur la courbe tdes par la méthode de Nelson
Siegel, on a besoin de connaitre le type de sé@renologique de chaque parameétre et faire
des prévisions pour ces parameétres dans le temps.

I.L1.1. Modeéle de la série composée par ey

La courbe de la série des parametres est comme suit
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.028
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Figure 26: évolution du paramétre b, de NS dans le temps

Cette courbe laisse entrevoir une tendance haasdies parametres a partir de fin
2006, ce qui suppose que la série n'est pas Stiiien

On va d’abord tester si la série du parampgrest stationnaire a travers la statistique
de Dickey-Fuller en utilisant eviews.

Null Hypothesis: BO has a unit root
Exogenous: Constant, Linear Trend

t-Statistic Prob.*

Augmented Dickey-Fuller test statistic -3.725779 .0280
Test critical values: 1% level -4.115684

5% level -3.485218

10% level -3.170793

Tableau 11: test de racine unitaire pour le paramétre I}o
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Le test de Dickey-Fuller montre que la série edi@inaire pour les seuils supérieurs a 5%,

> Le corrélogramme de la série indique que la sé&tiee AR(1)

Autocorrelation Partial Carrelation A PAC  (Q-Stat Prob

1 0908 0.908 53.682 0.000
0.803 -0.125 96362 0.000
0726 0108 131.81 0.000

0641 01158 15982 0.000

0851 -0.041 151.06 0.000
0,498 0.142 19566 0.000
0.442 0100 21274 0.000
0.352 -0.179 221,82 0.000
0274 0.019 227 .42 0.000
0.210 -0.037 230,79 0.000
0163 0113 23286 0.000
0131 0.018 234.22 0.000
0109 -0.024 23518 0.000
0.094 0.047 23590 0.000
0108 0192 23690 0.000
0115 -0.078 235.05 0.000
0.119 0.043 23931 0.000
18 0.122 -0.092 240,64 0.000
19 0131 0.088 24223 0.000
20 0124 -0.053 24369 0.000
21 0124 0037 24519 0.000
22 0118 -0130 24658 0.000
23 0,110 0073 24782 0.000
24 0.097 -0.050 24580 0.000
25 0.086 0.080 24960 0.000
26 0075 -0.045 25021 0.000
27 0057 -0.005 25058 0.000
28 0.039 -0.039 25076 0.000
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Figure 27: corrélogramme du paramétre g0

En effet, les ACF sont décroissantes exponentielienet le PACF est significatif
pour I'ordre O et non significatif pour les aut@sires ; ce qui nous montre un autorégressif
d’ordre 1.

Le modéle de prévision @® est tiré du tableau suivant :

Dependent Variable: BO
Method: Least Squares
Included observations: 61 after adjustments

Coefficie
Variable nt Std. Error t-Statistic  Prob.
C 0.000798 0.000950 0.840263 0.4042
BO(-1) 0.970665 0.037795 25.68219 0.0000
R-squared 0.917893 Mean dependent var  0.024655

Adjusted R-squared 0.916501S.D. dependent var 0.005396
S.E. of regression 0.001559 Akaike info criterion 10.05704
Sum squared resid 0.000143Schwarz criterion 9.987832

Log likelihood 308.7397 F-statistic 659.5748
Durbin-Watson stat  1.825215 Prob(F-statistic) 0.000000

On retrouve [Bo=0.000798+ 0.97066f.1+ &
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[.1.2. Modele de la série composée par lef; :

La courbe de$; a une tendance haussiere a partir de 2006, ceogsilaisse penser
gue la série n’est peut étre pas stationnaire puais vérifier cela on doit passer par un test de
racine unitaire.
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Figure 28: graphe du parameétre 1
+ Test de la stationnarité de la série :

Null Hypothesis: B1 has a unit root

t-Statistic Prob.*

Augmented Dickey-Fuller test statistic -3.434388 .0562
Test critical values: 1% level -4.115684

5% level -3.485218

10% level -3.170793

Tableau 12: test de stationnarité du parameétre 1

La série n’est pas stationnaire pour les seuil1%% pour le cas du test de Dickey-fuller.
Pour s’assurer du résultat, on va effectuer ledestwiatkowski Philips Schmidt Shin.

Kwiatkowski-Phillips-Schmidt-Shin test statistic 146525

Asymptotic critical values*: 1% level 0.216000
5% level 0.146000
10% level 0.119000

Tableau 13: test de stationnarité KPSS de f;

Ce test rejette la non stationnarité de la sérsddpour le seuil 5%.

Le corrélogramme de la série chronologiquefies
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B
B

- -
: = g m
Figure 29: corrélogramme de la série du paramétr@,
Ce corrélogramme indique que la série ffilegst un AR(1)
B SEB -RRATIO APPROX. PROB.
AR1 ,9562925 ,0354945226,941976 ,0000000
CONSTANT 2,6636805 ,34443457 7,7848 ,0000000
Le modéle devient :|p1=2,6636805+ 0,956295,.1+<{
[.1.3. Modéle de la série composée par le,
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Figure 30: graphe du paramétre B,
Test de stationnarité de la série :

- Test de dickey fuller augmenté avec tendance eitante

Null Hypothesis: B2 has a unit root

t-Statistic Prob.*

Augmented Dickey-Fuller test statistic -3.387291 .0626
Test critical values: 1% level -4.115684

5% level -3.485218

10% level -3.170793

Tableau 14: test de racine unitaire avec constante et tendance DFA du parameétre 2
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Ce test ne permet pas de conclure quant a larstatioé de la série. On va effectuer le
test de ADF avec constante seulement

Null Hypothesis: B2 has a unit root
Exogenous: Constant

t-Statistic Prob.*

Augmented Dickey-Fuller test statistic -3.260507 .020.2
Test critical values: 1% level -3.542097

5% level -2.910019

10% level -2.592645

Tableau 15: test de racine unitaire avec constanteopr le paramétre p2

Au seuil 5% on rejette I'hypothése de I'existedgne racine unitaire. Ainsi la série
B2 n'admet pas de racine unitaire.

Le corrélogramme de la série nous montre un AR(1)

Autocorrelation Fartial Correlation Al P& 2-Stat Frob
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18 0.025 -0.042 79631 0.000
19 0018 0.051 79.710 0.000
20 -0.101 -0.19F 80.682 0.000
21 0118 0102 32.022 0.000
22 -0035 0.182 82146 0.000
23 -0.0Z26 -0.107 32.217 0.000
24 0014 -0.012 82238 0.000
25 0.049 -0.033 32.499 0.000
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27 0.031 -0.032 32902 0.000
28 0.00s -0.034 82902 0.000
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Figure 31: corrélogramme de la série du parametr§2

En effet, le PACF est significatif seulement polardre 1 et les ACF sont décroissantes
exponentiellement.

-87-



Chapitre Il Réalisation d’'un simulateur de performance desedetilles obligataires

Dependent Variable: B2

Variable CoefficientStd. Error  t-Statistic  Prob.
C 0.009749 0.003457 2.820034 0.0065
B2(-1) 0.7363990.080847 9.108576 0.0000
R-squared 0.584408 Mean dependent var 0.038616
Adjusted R-squared 0.577364S.D. dependent var  0.016595
S.E. of regression 0.010789 Akaike info criterion 6.188407
Sum squared resid 0.006867Schwarz criterion 6.119199
Log likelihood 190.7464 F-statistic 82.96616

Durbin-Watson stat 2.033835 Prob(F-statistic) 0.000000

Tableau 16: estimation des coefficients d'un AR(1) du paramétre 2

On peut considérer le modélg,= 0.009749+0.73639%B,.1+¢]

[.1.4. Prévision de la courbe des taux

On peut maintenant faire des prévisions grace aiefao

1-expCo/r 1-exp(-g/r
RO0)=,+4,) 2RI g AN oo g
Avec Bo=0.000798+ 0.97066f0.1+ &t
B1=2,6636805+ 0,95629% .1 +¢t
B2r= 0.009749+0.73639Bpr.1+&;

L’évolution de la courbe des taux estimée par lghode de Nelson Siegel durant la période
allant du 01/2004 au 02/2009, peut étre schématizéene suit :

I -
evolution de |a courbe des taux dans le temps (NS)

tauy

temps maturite

Figure 32: Evolution de la courbe des taux dans le temps par le modéle de NS
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On peut effectuer la prévision de la courbe dex @m se basant seulement sur
I'historique des parametres du modele de NS, n&is\wa engendrer une estimation biaisée
vu l'accumulation des erreurs a cause des modaleséde chronologiques qui sont juste
basés sur un historique et qui n’integrent pasedent les mouvements du marché financier.

Pour la fin de I'année 2009, on trouve la courbe :

0,06

0,05

0,04 -

0,03 —31/12/2009
0,02 30/01/2009

0,01

O T T T T T T T T T T T T T T T T T 1
025 1 3 5 7 9 11 13 15

Figure 33: courbe des taux future au 31/12/2009 et courbe réelle du 30/01/2009

La courbe va évoluer de telle facon que les éemti® le long terme et le court terme
augmentent. Le taux court va connaitre une légarendtion. Tandis que le taux long va
augmenter sensiblement. Ainsi, la prime de terma’@kever pour refléter la méfiance des
agents vis-a-vis du risque.

I.2. Prévision de la courbe par le Modele de Vasicek

Afin d'effectuer des prévisions de la courbe das<ta I'aide du modele de Vasicek, il va
falloir faire des prévisions de la variable d’étBaux Moyen Pondéré et faire une estimation
du parametra.

I.2.1. Prévision du TMP

On a vu précédemment que le taux moyen pondéraisléyprocessus AR(1) :

r,=00011180961541r,_, +¢
Avec &, - N(O,g—:(l‘ exp(- Zk))j

Ceci étant une discrétisation du processus d’Omsthlenbeck, on a trouvé plus
exacte de faire des simulations de la variafjleafin d’obtenir des résultats plus fiables en
terme de prévisions.
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> Les simulations ont porté sur une année de prédsia procédure fut comme suit :
Ainsi, on a pu faire la prévision sur un horizonmg année, de la variable d'état TMP.

On retiendra de ces prévisions, celle du 31/12/2p68@r laquelle on a prévu un TMP égal a
0,02907009

[.2.2. Prévision de.

Etant donné que la prime de risque n’est pas facieévoir, et en se basant sur le fait
gue cette variable ne change pas beaucoup daameston se contentera de prendre comme
variable) la derniére qui est disponible c'est-a-dire adlie1 9/03/2009 égale a -0,00244427.

1.2.3. Prévision de la courbe des taux au 31/12/290

En appliquant les prévisions retenues pour le TMR en obtient la courbe suivante :

maturité |0,25 0,5 1 2 3 4
taux 0,029374280,0296757| 0,03027056,031429 0,03254729,03362706
5 6 7 8 9 10

0,0346701| 0,03567794,036652090,037593960,038504910,03938623

11 12 13 14 15 20

0,040239130,041064780,041864280,042638680,043389 | 0,04681103
Tableau 17: courbe des taux au 30/12/2009

La courbe des taux de fin d'année évoluera donagmort a celle de début d’année
comme suit :

[ maturite [ 02/01/2003]  31/12/2009] 5.00%

0,25 3,57% 2,94%

0,5 3,59% 2,97% 5,00%

1 3,68% 3,03%

2 3,80% 3,14% 4,00%

3 3,91% 3,25%

4 3,97% 3,36% 3,00% = ——02/01/2009
5 4,01% 3,47% 31/12/2008
5 4,07% 3,57% 2.00%

7 4,15% 3,67%

8 4,25% 3,76% i

9 4,34% 3,85%

10 4,43% 3,94% D

') 2.52% 2,02% 025 1 3 5 7 9 11 13 15

12 4,62% 4,11%

13 4,72% 4,19%

14 4,82% 4,26%

15 4,88% 4,34%

20 4,92% 4,68%

Figure 34: courbe des taux future prévue par le mogle de Vasicek

On constate que la courbe des taux baissera d'ameere presque parallele pour
toutes les maturités, elle se rapprochera pouakainibe 20 ans.

-90-



Chapitre Il Réalisation d’'un simulateur de performance desedetilles obligataires

1.3. Prévision de la courbe par le Modele de CIR

Pour effectuer cette prévision ON procédera en dtapes. Dans un premier lieu, on
va estimer le facteur d’état (TMP Mensuel), puisvanmodéliser le parameétre du risque du
marché pour enfin pouvoir estimer la courbe des éaune date future.

[.3.1. Prévision du TMP

Le modele de Cox, Ingersoll et Ross, suppose qi@ube court suit un processus de racine
carré de la forme :

dr, = 0.3247(0.026428 —r,_,)dt + 0.05364./r,_,dZ

avec dZ : la variation d’'un mouvement brownientetld pas de la périodicité

Afin de faire des prévisions plus précises suraleéxtcourt, nous allons essayer de
simuler le mouvement brownien en utilisant VBA.

On va tenter de prévoir pour une année le TMP rdewe jour, en utilisant pour
chaque jour des simulations de 1000 scénarios :

La démarche de la simulation pour chaque estima&isbiha suivante :

1) Répéter en boucle (hombre de scénarios) les guoe® suivantes :
2) Simuler d’'une réalisation de la variable aléatoge suivant une loi normale de
moyenne 0 et de variance 1.
3) Calculer le TMP du jour t par la relation :
e =T1p_1 + 0.3247(0.026428 —r,_;)At + 0.05364,/1,_; Ate,

4) Faire, pour le jour t la moyenne des TMP retroip@s les 1000 scénarios
5) Passer au jour suivant

Dans la suite du chapitre, on aura besoin de kagiod du TMP en fin d’année 2009
soit au 31/12/2009. Cette méthode nous donne wntayen pondéré de 0,0457535.

1.3.2. Prévision du facteur prix du risque de marbeé :

Le prix de risque du marché est négatif sur toatpdriode d’observation. Il évolue
d’'une fagon décroissante en valeur absolue suriage allant de 01/2004 au 02/2009 :
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0 T T T T T T T T T T
& < 1 W W N N O 0 O
P @ @ @ @ @ @ @ 9 2 9
01 B = 3 = 3 = 3 = 3 = 3
’ c > [ > c > [ > c > c
p T & T 5 T 8 T & T8
-0,2 landa

03 " A I\/%w

LA W~

Figure 35: évolution du prix de risque du marché

La série observée de « landa » (prix de risque alciné) se caractérise par :

La série historique des landas estimées fluctusuaute la valeur -0.289906 avec une

variance de 0.00166. La statistique de jarqueab®erpermet pas de rejeter la normalité des
landas.

Le corrélogramme de landa est :

landa landa

ACF par kel

Nurnérade d ecalag e Nurnérade d &cakg e

Figure 36: corrélogramme du prix de risque du marché CIR
Le modéle AR(1) correspondant est le suivant

Dependent Variable: LANDA

Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.
C -0.022403 0.014268  -1.570132 0.1217
LANDA(-1) 0.919207 0.048686 18.88047 0.0000
R-squared 0.857993 Mean dependent var -0.289190
Adjusted R-squared 0.855586 S.D. dependent var 0.040647
Durbin-Watson stat 2.150454  Prob(F-statistic) 0.000000

Tableau 18: estimation des coefficients du modéle AR(1) de landa
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Soit le modele AR(1) 2, = —0,022403 + 0,919207,_, + &, £, un bruit blanc

Le R2 indique que le modéle AR(1) représente alssmr I'évolution du TMP. La statistique
de Durbin Watson étant proche de 2, conduit aeejdtypothése d’autocorrélation des résidus. La
statistique de Fisher est tres significative. Aibai modélisation du parametre landa par un AR(1)
s’avere pertinente. Ce qui va nous permettre pré®valeurs futures du prix du risque du marche.

[.3.3. Prévision de la courbe des taux au 31/12/280
On va utiliser les valeurs prévues du TMP et déeldaau 31/12/2009 :

Soit TMP=0,0337535 el =-0,274062696

En appliguant ces prévisions, on obtient la cogtbeante :

maturité 0,25 0,5 1 2 3 4
taux 0,03407481|0,03439342 | 0,03502261 | 0,03624961 | 0,03743606 | 0,03858348
5 6 7 8 9 10

0,03969331 | 0,04076694 | 0,04180569 | 0,04281086 | 0,04378367 | 0,0447253

11 12 13 14 15 20

0,04563689 | 0,04651954 | 0,04737429 | 0,04820215 | 0,0490041 | 0,05265642

Tableau 19: courbe des taux en décembre 2009 CIR

La courbe des taux de fin d’année évoluera doncagpgort a celle de début d’année comme
suit :

comparaison entre la courbe des taux éu début de I'année 2009 et
alafin de 2009
0,06
0,05 I
0,04
x
= 0,03 taux du janvier 2009
&
002 taux prévu pour décembre 2009
0,01
0
0,25 1 3 5 7 9 11 13 15

Figure 37: comparaison entre courbe réelle du début de I'an 2009 et courbe prévue a la fin de I'année

La courbe prévue pour la fin d’année 2009 par lel@é®de CIR, ne s’écarte pas trop
de celle évaluée au début de I'année. On remarguag ck cas, qua la courbe a une tendance
baissiére pour la majorité des taux, sauf pouflar’s ou on observe une progression du taux.

Cette prévision ne se contredit pas avec celle acek, mais elle est moins espacée de la
courbe du marché.

-93-



Chapitre Il Réalisation d’'un simulateur de performance desedetilles obligataires

SIMULATEUR DE PERFORMANCE

[.1. Notions et définitions

11.L1.1. Taux de rendement actuariel

Le taux de rendement actuariel est le taux quiiggdé prix de I'obligation et la
valeur actuelle des flux a venir actualisés a og.ta

Trouver le taux actuariel, c’est résoudre I'équatl X est le taux recherché avec :
P : prix de I'obligation (cours coté+ coupon couru)
n : durée de vie de I'obligation en année,

{Fi} 1an: flux ala date |,

I:1 FZ Fn
= + + ... 4 —0
1+ x (1+ x)? @+ x)"

Cette notation suppose que le premier flux surves@ctement un an aprés la date de
calcul et que tous les flux ultérieurs sont équigtits d’un an.

Le taux d’actualisation, c’est le taux de rentadiinterne tel que valeur Actuelle —P=0.

Lorsque le calcul de taux est realisé a une ddtéreinte d’'une date de détachement de
coupon, l'actualisation doit refléter le temps déod (en jours), depuis la date de
paiement du coupon précédent.

On modifie alors I'équation précédente en multiptipar un facteur :

p - (1+ X)T/365 x Fl + FZ _ + + Fn
1+x (@+X) @+x)"
11.1.2. Duration

Chaque gestionnaire obligataire gére son portééesélon des horizons temps propres

a sa politique de placement, a ses besoins pdteritiurs en argent liquide et a ses
anticipations quant a I'évolution du marché. Laatfion permet d’estimer la durée de vie
moyenne d’'une obligation donnée. En d’autres teyroaspeut définir la duration comme
étant une durée sur laquelle on doit conserveritum pour qu’il rapporte un rendement
équivalent a son taux de coupon quelle que soital@ation «infinitésimale » des taux
d’intérét sur le marché.

Elle peut aussi étre définie comme une mesure eeame la durée de vie d'une

obligation, pondérant le coupon et le remboursendenprincipal en fonction de la date a
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laquelle interviennent ces flux. Elle permet d’aaper I'impact de la variation des taux
d’intérét sur le prix du titre : plus elle est largg plus I'impact sera important sur le support.

Le taux actuariel de l'obligation est la valeur wi qassure que la valeur actualisée de
I'obligation coincide avec le prix observeé, il &ssolution de :

. F
P= Z (1+t X Corrigé du facteur (1+¥y°° si le calcul est réalisé & une date différente
t=1 r

d’'une date de détachement de coupon.
La duration de I'obligation s’exprime alors de lamere suivante :
n Ft

Z (1+r)t

D= t=1
P

Ou r est le taux actuariel. La méme remarque gaeépemment sur la
correction selon la date de calcul s’applique égald.

La duration apparait comme une échéance moyenisgjuxile est égale a la moyenne
des valeurs possibles de t pondérée par les fhualksgs.

Pour une obligation zéro coupon, la duration eatetg la maturité par construction.
La duration permet de comparer des emprunts éhés @onditions différentes.

En cas d’anticipation de baisse des taux, il vaigum choisir une obligation a duration
plus longue : plus la duration est longue et phisligation est sensible.

En cas d'anticipation de hausse des taux, il vaeurmchoisir une obligation a duration
plus courte : plus la duration est courte, moinbligation est sensible.

La notion de duration a toutefois des limites int@otes : il est possible d'utiliser la
duration pour couvrir le portefeuille contre uneigaon paralléle de la courbe des taux
mais elle ne permet pas de couverture contre lara@ttion de la courbe des taux.

On peut également dire qu’elle suppose une couesetalux plate (calcul du prix par
actualisation au taux de rendement actuariel, eohsk toutes les échéances) ou des
mouvements de taux paralléles car elle ignore favexité.

11.1.3. Sensibilité

La sensibilité est utilisée comme un instrumentngdesure du risque de taux qui
entache un titre. En effet, la sensibilité estdaiation en pourcentage de la valeur d’un titre
induite par une variation de son taux de renderdeni%. Cette caractéristique lui sert de
base a son utilisation comme instrument de mesunésdue de taux d’intérét. La sensibilité
d’'un portefeuille est égale a la moyenne pondéesesdnsibilités des titres le composant.
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Elle est une mesure de la variation relative de& papportée a une variation du taux
d’intérét :

dP 1 dP 1 3
—/d = Tx ==
P dr P (Z

(1+ r)
L’indice (') signifie dérivée du prix (somme desitlactualisés par rapport au taux r).

Comme la dérivée d’'une somme est égale a la soremdativés, on obtient :

S:lsztx(_th: -1
P = @+r) @+r)

La perte exprimée en pourcentage de nominal swiene obligation, suite a une hausse
parallele des taux sur 'ensemble de la courbeggaie au produit de la sensibilité par le
montant de hausse des taux (exprimé en pourcengaga) le prix initial coupon couru
inclus.

Le résultat est local puisque la dérivée est pimstéantanément et a chaque nouvelle
valeur des taux, on obtient une nouvelle sensgié I'obligation.

Si on fait une représentation graphique représestari’axe des ordonnées les prix d’'une
obligation et les taux d’actualisation représest@d’axe des abscisses, on obtient une courbe
décroissante et convexe :

dpP

¥

or

La mesure de la variation du prix de l'actif faceude variation infinitésimale du taux
d’actualisation, peut étre approchée par la démpréeiéere de la fonction donnant la relation
entre ces deux variables.

JaP
S=- ar/P avec S : représentant la sensibilité de I'oblayati
II.2. Choix de sensibilité par zone de courbe

Le gérant ne joue pas sur la sensibilité globalereste constante. En fonction des
anticipations de déformations de déformation deolarbe des taux, le choix va se porter
plutét sur telle ou telle partie de la courbe. Geix dépend beaucoup de la pentification
de la courbe.

-96-



Chapitre Il Réalisation d’'un simulateur de performance desedetilles obligataires

Par exemple, il est possible si 'on anticipe utagsement de la courbe d’acheter des
contrats futurs long terme et de vendre des canfwétires court terme.

A linverse, si I'on anticipe une pentification tkecourbe, il est possible d’acheter des
contrats futurs court-moyen terme et de vendrecdesrats futurs long terme, en conservant
la sensibilité globale initiale.

Cette stratégie sur les contrats futurs peut égaleérs'appliquer sur les obligations
physiques, mais avec un co(t supérieur.

Remarque :

- Le choix de sensibilité par zone de courbe et l@ixcde pentification globale sont
identiques : il s’agit de la répartition de la gbiigé globale sur différentes zones de
la courbe,

- Le choix de convexité, au sens dérivé seconde idy pest pas choisi explicitement
par le gérant, c’est une résultante du choix dsikgite.

11.3. Réalisation du simulateur

Parmi les utilisations de la modélisation de larbeudes taux pour les gérants de
fonds, 'optimisation des performances de portdiiesiobligataires et cela en déterminant les
poids qui assurent un maximum de performance senigiges contraintes

Tout d’abord, nous allons considérer un portefeuidel, qui comporte des titres des
différentes maturités ; 52 semaines, 2 ans, 3,55ams, 8 ans, 10 ans, 13 ans, 15 ans, 20 ans.
Nous allons ensuite nous situer au début de 'aebé@loriser notre portefeuille a la fin de
'année.

Nous avons utilisé les modéles traités dans keparecédente pour prévoir la courbe future,
exactement au 31/12/2009.
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[1.3.1. Modele de Vasicek:

Réalisation d’'un simulateur de performance desedetilles obligataires

Courbe de tauz | Courbe 0 Courbe 1 |Date valo | 22009
13 semaine 3l 3307 102337425 T Courte D - Caute ]
26 semaine 182 3385 00296757 S00%
52 semaine 54 3384 00302705 150
. . _
364 J4ET% 063K s &
2 ans i 3503% 10,1343 sensi maz 9
5 ans 1825 3555 0146701 |sensi min 7 35t /_/-//
10 ans 3630 1859% (103338623 300%
15 ans s aame oo Commenduttont 250%
20ans o A T L ..
& &5 4 FAE S T
& ;63 il § v
o g b
o g
U003 000
LIB_COURT |TITRE 0] priz Sensi |matrés 0 |matrés 1 [rendt TO [rendt T1 Priz T1 DPC__[Coupon détaché [produit [poids min [poids maz
20ans 200742 0,003 112 413,08 1043 | 636400 £000 4.3 4445 i1t | 0GI0RF2003 R0 | 0,000% 25,00 16,003
15 anz 200708 15,00% 124 802,33 043 | BET300 5204 4265 4285 123R0450 | 0B04H2008 BI00 | 0589 25,00 16,005
13 anz 20082 15,00% 9844735 942 | 474300 1413 414 4] S39E419 | 0BD22003 JER0 | 03N 25,00 16,005
10 anz 200708 15,003 113 565 AT TED | 374600 3382 365 JATH|  MA022T | 0B04H2003 S800 | 053K J5,00% 16,003
8 ans 20081 27.68% 100 343 66 BA3 | 25600 2572 BRE JB6w)  (01EBEIR | tRAOMZ003 3400 1300% 35,005 15,005
fans 200707 20,00% 104062 427 | 15000 156 BATE 339 moa0gse [ osndrong] B200 ) 0313 20,005 16,005
35ans 20058 132% 76288 282 | 13600 352 359 Jaks| 1025438 | 1908f2009 B400 ) 0320% 2500 0,00
2 ans 20040 0,003 2B 72852 145 703,00 45 30 2| ZRIIBOTT | MMH2008 6750 | 0,000 25,00 0,005
52 semaine 200767 0,00% 101 86870 130 27,00 263 J48 299  AITEIET | 20i09{2003 3960 | 0,000 25,00 0,005
100,003 70 Performance 44174

Figure 38: simulateur de performance modele de Vasicek

On a retenu pour la valorisation de ce portefeldtecontraintes qui correspondent a
la stratégie adoptée par la société d’accueil tansnstitution de ses portefeuilles.

Pour ce portefeuille, on a pris une sensibilitdecitiu portefeuille comprise entre 7 et
9, et des poids cibles des titres compris entre &626% pour les maturité supérieures a 5ans
et compris entre 0% et 25% pour les maturités 3,52ans et 52semaines.

La résolution du probleme d'optimisation de la parfance sous les contraintes
précittes a donné une performance de 4,4147% agecpdids cibles des titres de
respectivement 0%, 15%, 15%, 15% 27,68%, 20%, 7,3®% 0% pour les maturités déja
énoncees.
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[1.3.2. Modele de Nelson Siegel :

Réalisation d’'un simulateur de performance desedetilles obligataires

Courbe de tauz Courbe 0 Courbe 1 Date valo | 3111212009
13 semaine 91 3308 0,03282503 Caurbe 8 Caurbe 1
26 semaine 132 135 0,03333039
52 semaine 364 38 00330
364 3427 3478

2 ans 730 3503 0,03609445| sensi maz | 9]
5 ans 1825 3666 0,04050197 [ Sensi min_| 7] /)
10 ans 3630 3339 004575367 I W —
15 ans 5475 4.256% 004357698 m

] 005453386
20 ans 7300 4393 U O

& &S ’ S
R
01012003 26,0000
LIE_COURT |TITRE 0| prix Sensi mat rés 0 [mat rés 1 [rendt TO [rendt T1 Priz T1 DPC__ [Coupon détaché |produit |poids min | poids maz
#0anz 200792 0,005 11z 81508 10,39 | E364,00 & 000 [ G| 103 143,09 | DGAERD0S 5160 | 0,005 25,00 5,0
15.ans 200703 15,005 124 802,55 10,5 | 567500 5209 4,763 43k 1613333 | OGAHZ0NE 0| -0 25,00 5,
13 ans FO0ETE 15,005 55 447,35 952 | 478,00 4413 4143 476v|  @se@niT | OBAIHZ0NE FEE0 | DZEl 25,00 5,
10 ans 200708 15,003 113 6E5,57 TR | 374600 3382 3960 450 11290758 | 050042009 GE00 | 008 36,003 15,003
g ang 20081 27,683 100 34356 653 | 293600 2672 e 427 9807430 | 1ENON2003 3400 | 03En 36,003 15,00
5 ang 200707 20,003 040,52 427 | 192000 1566 3TN 334n| 10867383 | 0SM42003 5200 | 050 20,003 15,00
35 ans 200591 732 7Ez32 282 | 1600 962 353 370|108 9T224 | 13082008 G400 | 02364 26,003 0,003
2 ans 200410 0,003 266 728,52 145 | 703,00 M5 350% 347n| 2REA0453 | TMEz008 B TAD | 0,000 26,003 0,003
52 semaine 200757 0,00 0186570 [ 263 348 338 0143243 | 20M0802008 3950 | 0,000% 26,003 0,003
00,003 7.00 Performance 0,5438%

Figure 39:simulateur de performance modéle de NS

La résolution du probleme d’optimisation de la parfance sous les mémes
contraintes précitées a donné une performancesd@®% avec des poids cibles des titres de
respectivement 0%, 15%, 15%, 15% 27,68%, 20%, 7,3®% 0% pour les maturités déja
énoncées.

[1.3.3. Modéle de CIR

Courbe de tauz Courbe 0 Courbe 1 | Date valo | 211212009
13 semaine bl (03662352 0034074813 Coube Cowrbed 348k
26 semaine 182 (037436621 0034393413 3h0%
52 semaine 364 0,033111341) 0,036022608 T i
364 3830 3561 ’ BE40
2 ans 73l 0039535224 0,036243507 [ sensi maz | ]| 004 f__,/ T80
b ans 1826 0,041483076|  0,033693313) sensi min | ?| 0033 41705
10 ans 3630 0044363047 | 0044725258 - 41703
15 ans 5475 0.043242756] 0 h dButtent 03 4.340%
Z0ans 7300 0,0499E620]_ 052655423 | & a R A 5.260%
:'I' voos 45003

0102009 2600003
LIB_COURT |TITRE |poids priz Sensi mat rés 0 |matrés 1 [rendt TO |rendt T1 Priz T1 DPC | Coupon détaché |produit |poids min |poids maz
20ans 200742 0,003 105 405,42 10,35 | 636400 £ 000 4545 BOb¢| 104 51,08 | 06/06A2009 G160 | 0,000 26,005 16,005
16 anz 200703 15,002 116 #96,36 03 | 587300 5203 453 484 T ZEIE0 [ OB04Z009 BI00 | 0830% 26,00 15,005
13 anz 200812 15,002 J2E24.30 482 | 4vEa00 4413 47E% dEEx| 9413876 [ OBO02Z003 JER0 [ DB3ER 26,00 15,002
10 ans 200708 15,003 1467848 TR0 | 374600 3382 45 440 M4 T0ZEE ) OBO042003 5800 0,776% 36,00 16,00
#ans 20051 35.00% 36 855,51 EF3 | 283600 2672 4365 4134 5BBAT42 | IAMOI2003 3400 18685 35,005 16,005
B anz 200707 20,00% 108 628,12 427 | 152000 1556 LTS 388w 0890166 | OB04Z003 5200 1,008 20,00 15,003
35 anz 200581 0,003 1003104 282 | 132600 362 4% B0 0398494 | 1032003 B400 [ 0000 26,00 0,00
Zans 20040 0,003 263 675,39 145 703,00 345 3955 350 26823591 TiH2tz009 TR0 | 0,000 26,005 0,005
B2 semaine 200787 0,003 101 160,26 130 E27.00 263 398 B4 0142603 [ 2000542003 3980 [ 0,000 26,003 0,005
100,00% 727 Performance 53075%

Figure 40: simulateur de performance modéle de CIR
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La résolution du probleme d’optimisation de la pariance sous les contraintes
énoncés auparavant a donné une performanes@s% avec des poids cibles des titres de
respectivement 0%, 15%, 15%, 15%, 35%, 20%, 0,@%opour les maturités 20, 15, 13, 10,
8, 5, 3.5, 2 ans et 52 semaines

Le portefeuille le plus performant dans ce cascades contraintes internes a
'organisme d’accueil et de sensibilité proche dest un portefeuille globalement de long
terme ; qui maximise sa part en obligations desBedrbans et prend des parts égales pour les
maturités de 10, 13 et 15 ans.
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Conclusion
Chapitre Il

Comme on I'a déja signalé au début, ce chapitteuas application de
ce qui a précédé. Son objet était de reprendreel’des techniques managériales
les plus répondues chez les gérants obligataire’aiit de la réalisation d’'un
simulateur de performance de portefeuilles obligagabasé sur les prévisions

de courbes des taux.

Les prévisions de la courbe par les trois modé&eschapitre 2, ont
donné pour la date de valorisation considérée €12/2009) des courbes dont
presque tous les taux sont inférieurs a ceux deolarbe du 01/01/2009. Ceci
rejoint parfaitement I'intuition des gérants obligéres quant au mouvement de

la courbe, d’ici la fin d’année.

Le modele de CIR a donné la performance du foegbduis élevée, suivi
par le modele de Vasicek et enfin par le modéll@lson Siegel. Le respect des
normes et des contraintes de la société de gestifait qu'on a obtenu des

horizons de placement qui s’inscrivent plutét densioyen et long terme.
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CONCLUSION GENERALE

Au terme de ce mémoire, il serait utile de rappgler la structure par terme des taux
d’intéréts figure parmi les questions financieres plus complexes et auxquelles il a été tres
difficile de trouver des réponses completes. Ipg'an fait, d’'une problématique qui a fait

coulé beaucoup d’encre depuis les années 30.

Le chapitre préliminaire de ce mémoire, a consastappeler les différentes notions
de taux, a passer en revue les composantes du énfingimcier Marocain et a étaler les
principales théories traditionnelles de taux diiétéceci a été une sorte de bonne initiation au

sujet.

Le premier chapitre a porté sur les modeles emmsgde la courbe de taux. Il a
débouché sur des conclusions qui suscitent déiéhtOn note dans ce sens que la régression
multiple a aboutit a de bons résultats pour le tceule moyen terme. En effet, le taux moyen
pondéré explique a lui seul plus de 90% de la tiariades taux a court terme, les taux a
moyen terme, quant a eux, sont expliqués a pl@Oee par les variables taux moyen pondéré
et taux d'inflation. De plus, le deuxieme pointitiéadans ce chapitre nous laisse confiants
guant a la bonne qualité du lissage qui résulie deéthode des splines polynomiaux.

Le deuxieme chapitre, a traité les modéles finaadie la courbe des taux. Il serait
opportun de signaler en guise de synthése géndgaleesultats obtenus dans ce chapitre, que
pour presque toutes les dates qu’on a choisiesfpoarle back testing, les trois modeles ont

bien approché la courbe des taux du marché.

En réalité, une comparaison entre les modeles dansas n'a pas beaucoup de
crédibilité pour au moins deux raisons, la premient que la fréquence des données n’est
pas la méme pour tous les modéles, la secondeu@st ge pourrait aucunement faire une
comparaison entre deux modeles en ne se référaa back testing réalisé pour quelques
dates d’estimation. Il serait donc plus crédiblesdecontenter des jugements portés a chaque

modele séparément.

Comme on I'a déja signalé au début, le chapitrest3uee application de ce qui a
précédé. Son objet était de reprendre I'une ddmigges managériales les plus répondues

chez les gérants obligataires, il s’agit de laisétbn d’'un simulateur de performance de
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portefeuilles obligataires basé sur les prévisidasourbes des taux. On a remarqué que la
courbe de fin d’année prévue sera inférieure poesque toutes les maturités a celle du début
d’année. Ceci rejoint parfaitement l'intuition dgérants obligataires quant au mouvement de
la courbe, d’ici la fin d’année. En choisissantptimiser la performance tout en respectant
les normes et contraintes de la société de gestions avons obtenu des horizons de

placement qui s’inscrivent plutét dans le moyeloeg terme.

Au terme de ce travail, on aimerait dire que labpFmatique de structure par terme
des taux d’intérét pourrait étre étendue en cheasisde la modéliser par des modéles a deux
variables d’état. Il est également possible de ld@per davantage d’instruments de gestion et

de valorisation des produits de taux d’intérét tgle les options et les swaps...etc.
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ANNEXE -1-

CODE VBA

Function prix_titre(date_liquidation, date_jouissendate _échéance, taux, nominal, _
premier_j_inclus, mode_valorisation, _
periodicite_cp, periodicite_cap, maturité, rendetnbase, date_emmission)
Dim flux() As Double
Dim echeancier(), date_flux As Date
Dim p, cc, di As Double
Dim i, nbr_flux, jour_inclus As Integer
If CDate(date_échéance) > CDate(date_liquidatidr@nt
jour_inclus =0
If premier_j_inclus ="0O" Then
jour_inclus =1
End If
' Détermination de I'echeancier des flux
Ihkkkkkkkkkhkkkkkhk Cas des maturités CT *kkkkkkkkhk *kkkk
If maturité = 13 Or maturité = 26 Or maturité =Bl2en
nbr_flux =1
ReDim flux(1 To nbr_flux)
ReDim echeancier(1 To nbr_flux)
If (CDate(date_échéance) - CDate(date_emmissionB65 Then

flux(1) = Round(nominal * (1 + taux * (CDate(datxhéance) - CDate(date_emmission)
360), 2)

Else

flux(1) = Round(nominal * (1 + taux * (CDate(datzhéance) - CDate(date_emmission)
365), 2)

End If
echeancier(1) = CDate(date_échéance)
Else
Ihkkkkkkkkhhkkkkkhk Cas des maturités MLT *kkkkkkkk *kkkkk
‘calcul du nombre de flux
nbr_flux =0
date flux = CDate(date_échéance)
Do While date_flux > CDate(date_liquidation) Andeldlux <> CDate(date_jouissance)
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nbr_flux = nbr_flux + 1
date_flux = ajouter(date_flux, -1)
Loop
ReDim flux(1 To nbr_flux)
ReDim echeancier(1 To nbr_flux)
Fori=1To nbr_flux
‘cas de remboursemnet in fine
echeancier(i) = ajouter(CDate(date_échéancea)br -flux)
If periodicite_cap = "F" Then
If i = nbr_flux Then
flux(i) = Round(nominal * (1 + taux), 2)
Else
Ifi=1Then
If ajouter(echeancier(i), -1) = CDate(dateligsance) Then

If (ajouter(CDate(date_emmission), ODate(date_emmission)) = 366 Or
(echeancier(i) - ajouter(echeancier(i), -1)) = 3b@n

flux(i) = Round(nominal * taux * (echeaer(i) - CDate(date_emmission)) / 366, 2)
Else
flux(i) = Round(nominal * taux * (echeaer(i) - CDate(date_emmission)) / 365, 2)
End If
Else
flux(i) = Round(nominal * taux, 2)
End If
Else
flux(i) = Round(nominal * taux, 2)
End If
End If
Else
‘cas de remboursemnet avec ammortissement dalcapi
flux(i) = Round((nominal / maturité) * (1 +i§n flux - i + 1) * taux), 2)
End If
Next i
End If

‘calcul du coupon courru
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cc = coupon_courru(date_liquidation, date_jouissadate échéance, taux, nominal,
premier_j_inclus, _

periodicite_cp, periodicite_cap, maturité, modeorightion, "V", date_emmission)
‘calcul du prix

'******************Valorisation monétaire********** *kkkkkkk

If mode_valorisation = "M" Then

p = flux(1) / (1 + rendement * (echeancier(1l) - @&fdate_liquidation)) / 360)

End If

'******************Val 0 rl Satl on | | n éal re*********** *kkkkkk

If mode_valorisation = "L" Then

If periodicite_cap = "F" Then

p = nominal + cc

Else

p = Round((nominal - Round((nominal / maturité)* Zinaturité - nbr_flux)), 2) + cc
End If

End If

'******************Val 0 risation aCtU ariel Ie******** *kkkkkkkkk
If mode_valorisation = "A" Then

p=0

Fori=1To nbr_flux

'If base =1 Then

di=1- 1+ (echeancier(1) - CDate(date_liquidajiejour_inclus) / (echeancier(1) -
ajouter(echeancier(1), -1))

'End If

'If base =2 Then

'di = (echeancier(i) - CDate(date_liquidation) ujoinclus) / 365
'End If

p =p + (flux(i) / (1 + rendement) " di))

Next

End If

Else

p=0
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End If

prix_titre = p

End Function

Function ajouter(ByVal d As Date, ByVal n As IntegAs Date

Dimy, m, j As Integer

| = Day(CDate(d))

m = Month(CDate(d))

y = Year(CDate(d))

ajouter = CDate(CStr(j) & "/" & CStr(m) & "/" & C3fy + n))

End Function

Function base_calcul(ByVal d As Date, ByVal m Agelyer) As Integer
base_calcul = CInt(d + m - ajouter(d + m, -1))

End Function

Function coupon_courru(date_liquidation, date_jsanee, date _échéance, taux, nominal

premier_j_inclus, periodicite_cp, periodicite_capaturité, mode_valorisation, base,
date_emmission)

Dim d_emission, d, date_flux As Date
Dim nbr_jours, nbr_flux, n_base As Long
Dim cc, coupon As Double
If maturité = 13 Or maturité = 26 Or maturité =Bl2en
d_emission = CDate(date_emmission)
If premier_j_inclus ="O" Then
cc = (CDate(date_liquidation) - d_emission + 3§0 * taux * nominal
Else
If (CDate(date_échéance) - CDate(date_emamsk= 365 Then
cc = (CDate(date_liquidation) - d_emissioB8p0 * taux * nominal
Else
cc = (CDate(date_liquidation) - d_emissioB8p5b * taux * nominal
End If
End If
Else
mkrrkkrrCaloul du nombre de jourstssrtsres
d = CDate(date_échéance)
Do While d > date_liquidation And d > CDate(dgtelissance)
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d = ajouter(d, -1)

Loop

If d = CDate(date_jouissance) Then

d = CDate(date_emmission)

End If

nbr_jours = CDate(date_liquidation) - d
If premier_j_inclus ="0O" Then
nbr_jours = nbr_jours + 1

End If
'********************CalCu| du Coupon************ *kk*k
nbr flux =0

date flux = CDate(date_échéance)
Do While date_flux > CDate(date_liquidation)
nbr_flux = nbr_flux + 1
date flux = ajouter(date_flux, -1)
Loop
If periodicite_cap = "F" Then
coupon = nominal * taux
Else

coupon = Round(Round((nominal - Round((nomimahturité), 2) * (maturité -
nbr_flux)), 2) * taux, 2)

End If
'******************CalcuI du nbre de jOUFS de base *kkkkkk
n_base = 365

If base ="V" Then

n_base = ajouter(d, 1) - d

End If

sk kR eRRRRRR*calcul du coupon COUITUX*****kkxk *kkkKhk
cc = coupon * nbr_jours / n_base

End If

coupon_courru = cc

End Function

Public Function interpoler(ByVal col_maturite AsriRge, ByVal col_taux As Range, m) As
Double

-109-



INSEA Annexe |

Dim mat() As Double, Dim taux() As Double, Dim ragte As Double
Dim c1, c2 As String, Dim i As Integer
Dim trv As Boolean
maturite = CDbl(m)
ReDim mat(1 To col_maturite.Rows.Count)
ReDim taux(1 To col_taux.Rows.Count)
For i =1 To col_maturite.Rows.Count
mat(i) = CDbl(col_maturite.Cells(i, 1))
Next i
Fori=1 To col_taux.Rows.Count
taux(i) = CDbl(col_taux.Cells(i, 1))
Next i
i=1
trv = False
Do While trv = False
If m <= mat(i) Then
trv = True
Else
i=i+1
End If
Loop
Ifi=1 Then
interpoler = taux(1)
Else
interpoler = (taux(i) - taux(i - 1)) / (mat(i) - {a- 1)) * (m - mat(i - 1)) + taux(i - 1)
End If
If trv = False Then
interpoler = taux(1)
End If
End Function
Function RDT _titre(date_liquidation, date_jouissgrtate échéance, taux, nominal, _
premier_j_inclus, mode_valorisation, _
periodicite_cp, periodicite_cap, maturité, bases,Rlate_emmission)

Dim a, b, c, pa, pb, pc As Double
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Dim r, erreur As Double
erreur = 0.000000001
a=0
b=0.2
pa = prix_titre(date_liquidation, date_jouissardae échéance, taux, nominal, _
premier_j_inclus, mode_valorisation, _
periodicite_cp, periodicite_cap, maturité, a, basgée emmission) - Prix
pb = prix_titre(date_liquidation, date_jouissardate échéance, taux, nominal, _
premier_j_inclus, mode_valorisation, _
periodicite_cp, periodicite_cap, maturité, b, batge emmission) - Prix
Do While b - a > erreur
c=(a+b)/2
pc = prix_titre(date_liquidation, date_jouissart&te échéance, taux, nominal, _
premier_j_inclus, mode_valorisation, _
periodicite_cp, periodicite_cap, maturité, c, bakde _emmission) - Prix
If pc =0 Then
a=c
b=c
Else
If pa* pc <0 Then
b=c
pb = pc
Else
a=c
pa=pc
End If
End If
Loop
RDT _titre=(a+b)/2
End Function
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ANNEXE -2-

Définitions, théorémes et démonstration
1) Processus stochastique

En univers incertain, le prix du titre et plus gatément toute variable dynamique digne
d’intérét, est modélisée par un processus stochastiC'est a dire par une collectidh=
{X;, teT}de variables aléatoires définies sur un méme espaatEabilisé(Q, F, P). Pour
désigner une de ces variables, on peut utilisérediy , les notations (t) et X (., t) : Q- R
(chaqueX; est une fonction d@dans R).
Pour préciser ce que représente I'espace prokalfilis F, P), il faut assimiler a une
expérience aléatoire le fait d’observer I'évolutidn prix du titre sur la période de temps
concernée, au méme titre qu’'une expérience consigti@ncer un dé et a constater le nombre
inscrit sur la face supérieur.
L’ensembl&, univers associé a I'expérience, décrit I'ensendele résultats possibles de cette
expérience (les états de la nature). Chaque événeariganmentairav1Q correspond a un des
résultats possibles. Dans le cas du lancé de dét iaturel de pos€ ={1,2,...,6. Dans le
cas du modele de marché, chagqueorrespond a une évolution possible du prix de ti#n
cours du temps. Chaque évolution est associée arajeetoire du processu$ , définie
comme une fonctioh - Xt (w) , pour unw [Q fixé.
F représente une tribu sQr(s —alg ebre , un sous ensemble de partitionyesérifiant les
trois conditions suivantes :
* QUF,
* si ALF, alorsAl OF
* Al, A2,..00F, si Al, A2,..0F, alors Al(0 A2 0...0F, ou Al, A2,...désignent une famille
dénombrable d’événements.
Ainsi avec (, F) , nous avons un espace probabilisable. En dééintda fonction probabilité
P : F -[0,]] sur cet espace probabilisabl, (F) telle queP(Q) = 1. Et par la suite, nous
obtenons notre espace probabili&é F, P).
Travaillant en temps continu, on suppose que Tiesttervalle de R. le processus X est alors
qualifié deprocessus aléatoire continl.e plus souvent on posk =R+, ce qui signifie,
d’'une part, que l'origine des temps se situe pavention en zéro(le marché financier est
crée a cette date), et d’autre part, que I'horesininfini (le marché ne ferme jamais).
Il est souvent nécessaire de supposer que I'esggmnla variance d’'un processus existent a
chaque instant. SoX = {X;,teT}un processus sur un espd€g F, P). On dit queX est
intégrable siXt est
intégrable pour tout, c’'est a dire sE[X;] < oo ,[0t OT . De mémeX est dit carré intégrable
pour toutt ,
c'est & dire SE[X,?] < oo ,0t OT . Dans ce cas, la variang¢x,] existe pour tout .

2) Mouvement brownien
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Pour modéliser les I'évolution des variables du ahé@r on utilise une classe
particuliere de processus stochastiques. Cetteseclasmporte des processus a base de
mouvement brownien.

Les prix ne sont généralement pas modélisés dinecte par des mouvements
browniens, mais par des processus dérivés de manisrbrowniens, les processus d’ltd
(qu’on verra dans la section suivante).

C’est pourquoi, et Afin de mieux assimiler la natales processus de prix, nous ferons une
présentons dans cette section le mouvement brownien

Le mouvement brownien peut étre vu comme une exiengu cas continu des aléas
introduits habituellement dans les modéles dynaesiqdiscrets pour modéliser les chocs
imprévisibles et aléatoires.

La définition usuelle du mouvement brownien staddau encore du processus de Weiner
standard est donnée comme suit :

Un mouvement brownien standad={B(t), t 0 R+} est un processus stochastique sur un
espace probabilig®, F, P) , caractérisé par les quatre propriétés suivantes :

1. le processus démarre en zB(6) =0 ;

2. pour toutes datésetstelles que < s, le changement du processus entre ces deux ddtes e
distribué normalement, avec une espérance nullgnetvariance égale a la longueur de
I'intervalle de temps

considéré B(s) - B(t) ~N(0,s-1) ;

3. pour toutes datest ,...,t O telle quen 0<t<...<t 0, les changements du processus entre
deux dates successives sont indépendants ;

4. les trajectoireB(w, t) sont continues empour toutw [JQ .

3) Processus d'ltd

Cette section montre comment le proceBBymeut étre utilisé comme aléa dynamique
fondamental dans un modéle économique. Le prircpsiste a considér8comme un choc
aléatoire affectant de maniere additive un procepaun ailleurs déterministe.

Considérons la perspective de modéliser les éwolsitdu prix d’'un titre a partir d’'une date
donnée (origine des tempX)(t) désigne le prix de ce titre a l'instantpourt >0 .

En univers certain, on peut utilises une représentaclassique, sous forme d’'un modele
dynamique déterministe, décrit par une équatiokgiaie de type :

t

X0 = Xy + f (X, 5)ds
0
Sous forme d'équation différentielle, on écrit damere équivalentelX(t) = u(X,t)dt

,Sous la condition initiale =X(0) = X,. Cette derniére équation est une équation
différentielle ordinaire (EDO), pouvant

étre résolue aprés spécification de la fonction a l'aide des régles standard du calcul
différentiel.
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En univers incertain, X est un processus stochastiti est donc nécessaire d’introduire un
aléa dans I'équation qui représente sa dynamiquestxdonc défini comme un processus
d’'ltd. Ce processus d'ltd peut étre vu comme lauttmh de I'équation différentielle
stochastique (EDS) présenté ci dessous :
dX(t) = u(X,t)dt + o(X,t)dB(t)
avec :
* dB(t) la différentielle stochastique du brownien. Elleprésente son évolution
aléatoire a l'instant t,
sur une période de temps infiniment petite, de leng égale a I'unité de temps . On a
E:[dB(t)] =0 et
V:[dB(t)] = dt I'espérance et la variance du changement irestérdedB(t) .
* On ales régles de calcul stochastique suivantes :
v dtxdt=0
v dB(t)xdt=0
V' dB(t)x dB(t) = dt
e u(X,t)dt la composante déterministe de la trajectoire deONM. a E.[dX(t)] =
u(X,t)dt ainsi
u(X,t) représente I'espérance du changement de X e yni@ de temps. Il s'agit donc
d’'un paramétre de tendance.
 o(X,t)dB(t), composante aléatoire, représente le choc exogement perturber la
trajectoire de
X. Oua(X,t) processus stochastique connu en t et controldiorda avec laquelle le choc
dB(t) perturbe la trajectoire de X. OnVgdX(t)] = a?(X, t)dt, d’'ol ?(X, t)est la variance
par unité de temps du
changement dX (t) . Le termes (X, t)est appelé coefficient de diffusion, c’est paraméle
dispersion.
La solution, processus d'ltd, de I'équation diffétielle stochastique donnée ci dessus sera
donc de la forme suivante :

t
t

X(t) =X, + J-,u(X,s)ds +] o(X,s)dB(s)
0 0
» On voit que l'utilisation du processus d’lté pertnait de modéliser des dynamiques plus
riches que celles du simple mouvement brownien,qoe est indispensable quand on
s’intéresse a une variable économique, comme panebe le prix d’'un titre. En spécifiank0
,m(X ,t) ets (X, t) on arrive a contrbler la premiere valeur du t{txd’'ouverture du marché),
sa tendance a chaque instant et sa volatilité guehiastant.

4) Lemme d'It0 :

Le lemme d'lt6, ouhéoreme fondamental du calcul stochastigpermet de déterminer les
parameétres infinitésimaux d'une fonction suffisammedguliére d’'un processus d'ltd. On

-114-



INSEA Annexe Il

donne ici le lemme pour un processus de dimensioRolir une démonstration, voir par
exemple Malliaris et Brock [chapitre 2, section 4].
Soit X ={X (t),t0A},A =[0,T Jun processus d’lt6 unidimensionnel caractérisé lpar
différentielle stochastique :

dX(t) = u(X,t)dt + o(X,t)dB(t)
et f (X, t) une fonction non aléatoire, a valeurs réelleginaésur R x A, et possédant des
dérivées partielles
continues f;, fx et fxx (festde class€'?).
Alors le processu¥ = {Y(t) =f (X, t),t OA}est un processus d’Itdé unidimensionnel défini par :

dY (t) = fidt + fxdX(¢t) + %fXXdX(t)Z
Appliquant les regles de calcul sdB , on montre facilement que le proces¥usécrit sous
la forme
otaT a(X,t) = f, + p(X, O fy + 502 (X, ) fix
avec : §=0(X,t)fy
Le termea(X,t) représente I'espérance du changement de Y(t) paé de temps. On

appelle
a(X, t)le générateur différentielle sur Xppliqué a la fonctioh, et il est notd.x (f).
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ANNEXE -3-

Application de la théorie d’anticipation (modele VAR et Cointégration)

La théorie d’anticipation fondée sur I'hypothesalisence d’opportunités d’arbitrage
et de rationalité des anticipations a eu une glapertante dans les théories traditionnelles de
la structure par terme des taux et a fait 'objendgrand nombre de tentatives de validation
empirique. Elle a établit qu’un taux long est é@dh moyenne de taux courts futurs anticipés
plus une primes de risque constante dans le tebDgss ce cadre d’analyse, nous avons vu
nécessaire d’introduire le concept du modele VARaehotion de cointégration que nous
allons étaler dans ce qui suit. Et cela afin ddieéfa validité de cette théorie pour le cas des
données Marocaines sur les taux d’intérét.

Le contenu en information de la courbe des tauvé dréquemment étudié dans la littérature.
De nombreuses études ont en effet montré que k& ples taux peut étre utile pour anticiper
I'évolution des taux d'intérét (théorie des antatipns)

Avant de procéder a la méthode d’estimation dearpaires du modéle cible, nous allons
définir les concepts basiques de la modélisatioctovielle, a savoir, la stationnarité, le
modéle VAR et la cointégration.

Stationnarité

La stationnarité est un concept clé pour la vaidixterne d’une régression sur séries
chronologiques, d’'un point de vue statistique,degg est comparable au présent et au futur.
Une série chronologique est dite stationnaire slisi@ibution de probabilité ne change pas au
cours du temps. Ainsi, deux sérigg, et Y, sont stationnaires, si la distribution jointe de
(XS+1' Yt9+1'XS+21 K9+21 'XS+T1 Yt9+T) ne dépend paS de S.

Le fait qu'un processus soit stationnaire ou nond@@nne le choix de la modélisation que
I'on doit adopter. En régle générale, si I'on stemt notamment a la méthodologie de Box et
Jenkins, si la série étudiée est issue d’'un prosestionnaire, on cherche alors le meilleur
modele parmi la classe des processus stationnaire |lp représenter, puis on estime ce
modele. En revanche si la série est issue d’'unegeus non stationnaire, on doit avant toutes
choses, chercher a la "stationnariser”, c’est a tliouver une transformation stationnaire de
ce processus. Puis, on modélise et I'on estimepdameétres associés a la composante
stationnaire.

Modéle VAR
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La modeélisation VAR consiste a modéliser un vectiurariables stationnaires a partir de sa
propre histoire et chaque variable est donc exgémqar le passé de I'ensemble des variables.

La forme standard de ce type de modele est cais@grar les points suivants :

Les variables a modéliser sont toutes stationnaires

Les variables a modéliser sont toutes potentieliémedogenes

Le nombre de décalages associé a chaque varialdecHaque équation est identique
l. Présentation du modele VAR standard

1. Ecriture du modeéle VAR standard
Soit X, =(x,x%,...,x")" un vecteur stationnaire de dimension (n*1)

La modélisation de ce vecteur sous forme d’'un mare VAR(p) s’écrit

X, =C+@aX ,+@ X, +.+@ X, +& t=1,.., T

Avec ¢, =(&/,...&") appelé vecteur des innovations &, =iidN(0,2) ou X est

une matrice diagonale, Qnx1),et ®, : (nxn) pour i=1,...,p.

L’hypothese queX. est une matrice diagonale est cruciale dans la lisatién VAR et dans
I'utilisation du modéle VAR en simulation (calcubsifonctions de réponse et décomposition
de la variance de I'erreur de prévision).

Estimation d’'un modéle VAR standard

Dans le cas d'un vecteur; Xtationnaire et d'un modele VAR(p) usuel ou cleagariable
intervient dans chaque équation avec le méme nomhbrdécalages, l'inférence classique
s’appligue et le modeéle peut étre convenablemetimésa l'aide des moindres carrés
ordinaires sur chaque équation séparément.

Réécrivons notre modele VAR sous une forme plosh® de celle généralement retenue en
économeétrie classique :
Soit Yt le vecteur de dimensigmp x1) et soitd la matrice de dimensio(n x np) définis par
Xt—l
Y, =| . etod'=(4..9,)
Xt

-p

Le modéle VAR peut étre réécrit selofy = @'Y, +&, ou la matriced' contient 'ensemble
des matrices; i=1,...,p.
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Sous I'hypothése, =iidN(0,2), la distribution du vecteur¢onditionnelle a I'histoire de ce
vecteur (Xxpour k=1,2,...) est donnée pdrX, / X,_;, X,_,,...)= N(P'Y,, %)

La densité conditionnelle de I'observation de laqu#e t (pour tquelconque) est alors :
_n 1 1
F(X, [ Xqenr) = (270) 2|57 e><p{—§.(><t —PY)E (X, —CD'Yt)}

On peut donc déduire la vraisemblance de I'écHantil

)
F (X, g0 Xy [ Xy X ) = ” F(X, /X, p0rr)
t=

Il vient ensuite pour la Log-vraisemblance de l'&ctillon

nT

L®)=-" Log(2m+ L Log(= ) -2 X [0x, ~evy . (x, - o)

23
Ou 8 =(P' Z) représente I'ensemble des parameétres du modeéle.
L'estimateur de maximum de vraisemblanceddeobtenu par application de la méthide des

. T s 7t
moindres carrés ordinaires aboutit alors &' = {Z XY, }{ZYM }
t=1 t=1

Notons que les estimateurs des éléments de la ljgme de la matricad’ sont obtenus en
. T T ;17T
régressank’ sur Y, : @ = {z XY, }{ZYN }
t=1 t=1

L'utilisation de I'estimateur ® de la matriceb’permet ensuite d’obtenir I'estimateur de la
matrice de variance-covarainée. En effet la valeur estimé du vecteur des innovatiest

donnée par £, = X, - d'Y, par définition de la matrice de variance-covace des
innovations, il vient ensuite :

> :?thgt I'élément (i,i) de la matrice correspond a la variance estimée de I'innovation
t=1
. i A 1 T ~j 2 y 21 .4 . e N
de la variablex; : 0, :?Z(gt) alors que I'elément (i,j) de la matrice correspond a la

T 1
covariance estiméee des innovations des variakles x/ : Z = ?Z e &)
t=1

H

Estimation du nombre de décalages p
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Le nombre de décalage a retenir est celui qui pedemenodéliser convenablement le vecteur
X et d’aboutir a un vecteur d’'innovations qui siéttype bruit blanc.

Trois méthodes sont plus particulierement retermus pstimer le nombre de décalages p dans
la pratique des modéles VAR :

- Une méthode basée sur I'examen des propriétéstgfags des innovations du modele
VAR

- Une méthode basée sur I'utilisation de criteresfdiimation
- Une méthode basée sur de tests de nullité embsirékes parametres associés au
dernier décalage du modéle.
Estimation du nombre de décalage a partir de I'examn des résidus

Une premiére méthode de détermination du nombre plétalages consiste a vérifier la
blancheur des résidus de modeles VAR(p) successivieestimés pour p=1,2,3,...

En partant du modele VAR d’ordre minimal (p=1)suiffit alors d’arréter la procédure pour le
nombre de décalages p pour lequel les résidusdgsaypes de bruit blanc.

Estimation du nombre de décalages a partir d’un dtere d’information

Une seconde méthode consiste a déterminer le nodedgcalages en utilisant un critere
d’'information. Les criteres d’'information sont basgur I'idée selon laquelle I'ajout d’'une
variable explicative (ou d’'un ensemble de varialebgslicatives) a un modéle existant aboutit
d’'un coté a une amélioration plus ou moins impdgate la part expliguée des variables
modélisées (apport informatif) et d’un autre cot@na réduction des degrés de libertés pour
'estimation. Cette réduction des degrés de libedeconsidérée comme une pénalité liée a
I'incorporation d’une variable explicative additioglle.

La valeur du critére d’'information peut étre caémipour chaque modele estimé. Dans le cas
des modéles VAR, la procédure de déterminationainbme de décalages a partir du critéere
d’'information consiste donc a estimer un modéle & dre minimal (p=1) et de calculer la
valeur prise par le critéere d’information pour cedale. En estimant le modéele VAR d’ordre
immédiatement supérieur (p=2) et en recalculantvdéeur correspondante du critere
d’'information, on décide de conserver les décalage® si I'apport informatif du second
décalage est supérieur au colt qu’il occasionrteremes de réduction des degrés de liberté.

Dans le cas ou le cas ou le décalage p=2 est agndemprocédure est prolongée en estimant
le modele VAR(3) et en comparant le critere d’infiation obtenu pour ce modeéle avec celui
obtenu pour le modele précédent VAR(2). Le nomlerdé@talages est ainsi systématiquement
augmenté tant que l'apport informatif du derniercalége est supérieur au codt qu'il
occasionne. Lorsqu’un décalage occasionne un cpérieur au gain informatif, la procédure
s’arréte et le décalage précédent apparait étléclalage « optimal ».
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En pratique, il suffit donc de déterminer « a prioun nombre de décalages maximaly et
d’estimer successivement les modeles VAR(p) pods, p=pmax.

Dans le cas de la modélisation VAR, quatres cstemnt frequemment utilisés : le critere du
Final Predictor Error (FPE), le critere d’infornati d’Akaike (AIC), le critere d’information
de schawtrz (SC) et le critere d’'information de REmQuinn (HQ). Tous ces critéres sont
basés sur le choix d’'un nombre de décalage quinmsei une expression dans laquelle
interviennent a la fois le nombre de décalageqileetde I'échantillon, le nombre de variables
et le déterminant de la matrice variance-covariateseinnovations du modele VAR(p).

Cointégration

La notion de cointégration est introduite par Geangt Engle. Idée que des paires de
variables macroéconomiques peuvent étre trouvéesneoévoluant ensemble sur le long
terme en ayant des divergences de court termeardrd’saisonnier : mécanismes de marché
ou interventions institutionnelles qui assurentecétolution commune

Il s'agit d'une propriété possédé par certairegges temporelles non stationnaires ; en
premiere approximation, on dira que deux variabta# cointégrées si elles sont toutes deux
non stationnaires mais qu'il existe une combinalsaaire des deux variables qui se révele
stationnaire.

Plus précisément, une série est stationnaire, tégriée d'ordre 0, on note 1(0), si sa moyenne
est constante et sa variance bornée; c'est parpéxdencas d'un bruit blanc. Une série est
intégrée d'ordre d, on la note I(d) s'il est néaiessde la différencier d fois pour la rendre
stationnaire ; ainsi, une marche aléatoireX; = X;_; + &, avec E(Xt) =0 si =10
mais V(X) = to2 non bornée, constitue un exemple de variable &) méme, on convient,
avec Engle-Granger [1987], de dire qu'un vecteuedt intégre d'ordre d,b, ce que I'on note
U, CI (d,b) si: (i) toutes les composantes de Untsmtégrées d'ordre d, c'est-a-dire
stationnaire dans leuf® différence et (i) il existe au moins un vecteutel que aU, est
intégré (stationnaire) d'ordre d - b, b > 0; dégas limite b = d, le processus ;at$t
stationnaire

Parmi les nombreuses propriétés remarquables deteuve cointegrés, l'une semble
constituer une contrainte particulierement génaaer le travail économétrique. Engle et
Granger montrent en effet que la cointégration deirdplique qu'il n'existe aucune
représentation en moyenne mobile inversible, et dartune représentation VAR finie, pour
U.. La raison en est simplement que si une telleéssptation existait, aucune combinaison
linéaire de W ne serait stationnaire. Le théoréeme de représemtate Granger permet
heureusement de se tirer de ce mauvais pas. Cetheé@nonce que si deux variables X, et
Y, sont cointegrées, CI (1,1), il est toujours guesde les exprimer sous la forme d'un
modéle a correction d'erreutY; — Y;_;) = k(Y;—y — bX;_1) + h(X; — X;_1) + &, OU¢&;, est

un terme d'erreur stationnaire, éventuellement aotoélée. Nous verrons dans un instant
I'intérét de cette formulation pour I'estimatiom@ométrique des propriétés de cointégration.
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Méthode d'estimation du modéle VAR par Eviews :

L'estimation des parameétres du modéle de la repasm VAR a été faite a l'aide du logiciel
EVIEWS. Cette estimation était faite a travers j@uss tests et dans un ordre bien déterminé.

1) Test de racine unitaire : Test d'’Augmented Didk§ler (ADF) pour l'investigation des
propriétés stochastiques des séries considérées ldamodele en analysant leur ordre
d'intégration.

2) Test de cointegration de Johansen afin de détbxd relations de cointegrations existantes
entre les variables du modele.

En cas d'abscence de relation de cointegratiopasse a estimer le modéle VAR, sinon on se
trouve dans I'obligation de déterminer un modeterégressif a correction d'erreur (VECM).

3) Estimation du modéle VAR : dans notre étudeyarssayer de présenter les taux d'intérét
long en fonction des autres variables

4) Test de causalité de Granger : afin de voifettede causalité des différentes variables sur
les taux d’intérét long.

5) Estimation de la décomposition de la variancthagonale : l'erreur anticipée de la
décomposition de la variance renvoie a la proponie la succession des mouvements due au
propre choc ou contre choc d'une autre variable.

Afin de mener notre étude, nous allons utilisentzélisation VAR. L'utilisation d'un modele
VAR est méthodiquement justifiée par le fait queheodeles VAR autorisent des simulations
permettant de saisir les modifications des vargblgectifs suite a un choc sur les variables
instruments.

Les modéles VARomportent trois avantages : en premier ils peenett'expliquer une
variable par rapport a ses retards et en fonctien'idformation contenue dans d'autres
variables pertinentes ce qui souleve des probledeesointégration, en second on dispose
d'un espace d'information trés large et enfin,ecetthode est assez simple a mettre en
oeuvre et comprend des procédures d'estimatioasgiedts.

Dans un modéle VAR l'on ne se donne pas de molkétegitue a priori. Tout modéle peut en
effet étre arbitraire si les variables apparaissadiatfois a la droite et a gauche des équations
et si nous n‘avons pas de causalité.

Dans ce cas l'on peut chercher a régresser chagiable endogéene sur I'ensemble des autres

variables, endogénes et exogenes. Le modéle sdesmi®® en ne retenant que les
coefficients significatifs.
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