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Résumé 

 

 

 

Le marché obligataire, bien qu’il soit peu médiatique, témoigne d’une grande  

importance au niveau des volumes traités. Les salles de marchés ont donc été amenées à se 

concentrer sur les tentatives d’anticipations de ce marché et d’estimation de la courbe des 

taux; l’idée sous-jacente est de faire en sorte que le trader utilise  l’information  sur  les  

résultats  pour  améliorer  les  gains à l’avenir.   

Le présent document constitue la synthèse de notre travail dans le cadre du projet de 

fin d’étude effectué au sein de la direction des risques à BMCE BANK. La perspective 

générale de ce travail est la calibration des modèles de la structure par terme des taux 

d’intérêts pour une meilleure approximation des données de marché.   

Dans ce sens, nous avons choisit deux classes de modèles à calibrer : la classe des 

modèles de reconstitution de la courbe des taux et la classe des modèles stochastiques. La 

première regroupe les méthodes d’interpolation, les modèles à splines, le modèle de Nelson et 

Siegel et le modèle de Svensson. Tandis que  la deuxième regroupe le modèle de Vasicek, le 

modèle de CIR et le un modèle multifactoriel du cadre HJM.  

Les résultats obtenus à partir de chacun des modèles  envisagés sont évalués en 

fonction de leur adéquation avec la courbe empirique et de la qualité d’estimation. Le modèle 

qui donne les meilleurs résultats est le modèle multifactoriel de Heath Jarrow Morton. 
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INTRODUCTION 

  

 

L’incertitude des taux futurs pesant sur les acteurs économiques a renforcé de manière 

considérable le risque de taux sur les marchés financiers. L’intérêt accordé à son évaluation à 

été à l’origine de nombreuses recherches académiques qui se sont  d’abord attachées à 

préciser le concept du risque de taux d’intérêts et à développer les méthodes de sa 

quantification. A cette fin, le concept de la courbe des taux et ses multiples modèles ont été au 

centre de l’étude. En effet, Depuis des années, les modèles de détermination de la courbe des 

taux intéressent les économistes et les financiers. Les économistes s’intéressent aux 

anticipations futures du taux d’intérêt, tandis que pour les financiers, l’étude de cette courbe 

permet de développer des instruments permettant de gérer, de valoriser les produits financiers 

et de se couvrir contre les risques liés aux mouvements de la courbe des taux. 

Ainsi, une analyse judicieuse du comportement de la courbe des taux des bon de 

trésor, accompagnée d’un choix raisonnable du modèle financier qui reflète l’évolution de la 

structure par terme, pourrait immuniser les gérants de fonds contre des mouvements 

imprévisibles des taux d’intérêts, et garantir une gestion mieux fondée et plus saine des actifs 

financiers obligataires. 

L’objet de ce mémoire est de proposer des modélisations pertinentes des mouvements 

de la courbe des taux dans trois cadres différents : le Maroc, l’Union Européenne et les Etats 

Unis, afin de permettre aux gérants obligataires de faire des prévisions à haut niveau de 

précision pour une gestion plus efficace du risque de marché. 

La démarche retenue pour cette étude consiste à présenter le cadre du travail dans un 

premier temps : c’est l’objet de la première partie. Cette partie va servir également à 

introduire les notions de base utiles dans la suite de l’étude pour une bonne initiation au sujet. 

Nous consacrerons la fin de la partie à une étude comparative des mouvements de la courbe 

des taux marocains, européens et américains.  

Dans la deuxième partie, nous étudierons statistiquement les données issues des trois 

marchés. Il s’agit de mieux cerner les caractéristiques propres à chaque marché financier et 

d’en retenir celles qui sont essentielles. Nous énumérerons à la fin de la partie les classes de 

modèles de la structure par terme existantes, leurs usages ainsi que l’utilité afférente à chaque 

classe de modèles. 

La calibration des modèles dans le cas des taux marocains est mise en œuvre dans la 

troisième partie de ce mémoire. Nous effectuerons, dans un premier temps, un traitement de 

données pour en tirer ce qui nous intéresse. Puis, nous répartirons l’étude en deux classes de 

modèles : les modèles de reconstitution de la courbe des taux et les modèles stochastiques. 

Pour chaque classe, nous exposerons les théories relatives avant d’entamer la question de la 

calibration. Nous allons également mettre en lumière les caractéristiques de chaque modèle, 

leurs avantages et leurs inconvénients.  

Enfin, la quatrième partie sera consacrée à la calibration des modèles stochastiques 

détaillés dans la partie précédente, mais dans un cadre différent : celui des taux européens et 

américains.     
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1- Présentation de la BMCE BANK : 

Depuis sa création en 1959, BMCE a réussi à représenter une banque multi-métiers, 

s’appuyant sur un large réseau d’agences. L’un des ingrédients d’un tel succès se trouve 

d’abord dans l’histoire avec la création, sous le sceau de Sa Majesté le Roi Mohammed V, de 

la Banque Marocaine du Commerce Extérieur et l’action inspirée de l’actionnaire alors 

majoritairement public, de capitaliser judicieusement sur son atout maître, sa vocation à 

l’international et sa spécialisation dans les activités du Commerce Extérieur, en même temps 

que d’élargir ses attributs pour en faire une banque universelle à réseau, s’adressant à une 

clientèle diversifiée. Les ingrédients d’un tel succès se trouvent également dans l’histoire plus 

récente, avec la mise en œuvre de sa privatisation. Le processus de privatisation a permis 

d’attirer un consortium dont la composition et la qualité furent alors inégalées, mené par la 

Royale Marocaine d’Assurances et associant de grands noms de la finance internationale – 

Union Bancaire Privée, Citibank, Morgan Grenfell plc, Pictet & Cie, Soros Quantum Fund, - 

à des fleurons de l’économie et de la finance marocaines. Aujourd’hui, BMCE Bank 

représente une institution phare dans le paysage bancaire marocain, une Banque de capitaux 

majoritairement marocains, disposant d’un actionnariat de qualité et de prestige, une Banque 

conjuguant son action avec celle d’un groupe privé national – Finance.com, qui, à travers ses 

différentes composantes, continue d’investir, de créer des richesses et des emplois. 

L’organisation de la BMCE BANK se présente comme suit :  

1-1- Appartenance au Groupe Finance com 

BMCE BANK au cœur du Groupe Finance com, un groupe marocain privé, avec des 

ambitions régionales et internationales, s’articulant autour de 4 métiers : 

Figure 1 : Métiers du groupe Finance com 

 

1-2- Répartition du capital 

La présence de prestigieux actionnaires étrangers au sein du tour de table de BMCE 

Bank est un signe de confiance dans ses perspectives de développement.  
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Figure 2 : Répartition du capital de la BMCE BANK en Mai 2009 

 

1-3- Organigramme : 

La vision de BMCE Bank au cours des années 2000 est celle d’une banque des 

réseaux de distribution, des nouvelles technologies, des réseaux d’alliances internationales, de 

compétences, de solidarité et de responsabilité. 

Il s’agit de conforter la place de la Banque au sein d’un groupe privé national articulé 

autour de la finance et de la communication, en tant que banque universelle multi-clientèles et 

multi-métiers qui fédère, par elle-même ou à travers ses filiales au Maroc et à l’étranger, aussi 

bien les activités de banque commerciale, de banque d’investissement que les activités para-

bancaires. 

Un élément de bien-fondé de l’organisation de la Banque est la consolidation de sa 

gouvernance à travers : 

• Le Comité Exécutif, en tant qu'autorité supérieure présidée par M. Othman 

BENJELLOUN, garant de la cohérence de la stratégie de la Banque et statuant sur 

toute question d’ordre stratégique, d’organisation ou de ressources ; 

• Le Comité de Direction Générale, présidé par M. Abdeljélil AYED, qui assure la 

gestion courante de la Banque et la mise en œuvre des orientations stratégiques et 

opérationnelles de BMCE Bank et des entités affiliées en cohérence avec les décisions 

du Comité Exécutif. 

Au fondement de cette vision, se trouve le Client, la Banque devant être une banque de 

proximité physique et virtuelle. Aussi, l’organigramme de BMCE Bank se décline-t-il comme 

suit : 

• La Retail Bank qui commercialise l’ensemble des produits et services développés au 

sein du Groupe, afin qu’elle soit une banque de proximité, au service des Particuliers 

et des Entreprises ; 

• La Wholesale Bank qui s’adresse aux entreprises structurées d’une certaine taille et 

offre des activités de financement à travers BMCE Corporate Bank, d’investissement 
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et de conseil à travers BMCE Investment ainsi que des activités des marchés de 

capitaux à travers BMCE Capital. Elle fédère également, à travers MediCapital Bank 

spécialisée dans le Corporate Banking, la Banque d'Investissement et de Marchés, les 

activités de la Banque à l’international, offrant ses produits et services à la clientèle du 

Groupe BMCE Bank basée en Afrique, au Moyen-Orient et dans d'autres contrées 

asiatiques, dont elle ambitionne d'être le point d'accès privilégié aux marchés 

financiers internationaux ;  

• Le Pôle d’administration des ressources non financières de la Banque, dénommé 

Capital Humain & Technologies. Érigé autour de l’entité en charge des ressources 

humaines et de la gouvernance de la Banque, il fédère la communication, le marketing 

stratégique, les affaires générales, le juridique, les participations et les moyens 

généraux, ainsi que les directions fonctionnelles de support, l'informatique, 

l'organisation et la production bancaire ; 

• Le Pôle Remedial Management, en charge d’une gestion dynamique du portefeuille 

des créances en souffrance ; 

• Le Pôle Financier qui s’assure du respect des procédures budgétaires, de l’élaboration 

et de la fiabilité des outils de pilotage ; 

• Le Pôle Engagements et Risques qui veille à la mise en oeuvre de la politique de 

gestion des engagements et des risques ; 

• Outre les entités rattachées directement à la Présidence à savoir le Contrôle Général, 

les Relations Publiques et la Fondation BMCE Bank présidée par Dr Leila MEZIAN 

BENJELLOUN. 

L’organigramme de la BMCE BANK est schématisé en Annexe I. 

2- Présentation de la direction des risques : 

Le Risk management group est une direction constituée de 4 départements dont la 

mission et la gestion des différents risques afférents à l’activité banque. 

 Le Département Politique et Gestion du risque de crédit. 

 Département administration et pilotage des risques  

 Le Département Risque opérationnel. 

 Le Département Surveillance permanente du risque de marché. 

2-1- Département Politiques et Gestion des Risques Crédit : 

Ce département est chargé du suivi du risque Crédit. Il récupère les données à traiter 

de la part de la DSI. Ensuite, il envoie des rapports aux réseaux d’exploitations afin de les 

éclairer sur les risques encourus. Les créances qui présentent des irrégularités de paiement 

passent successivement par les états : Pré-Douteuses, Douteuses et Comprises. Dans ce 

dernier cas, la relève est assurée au niveau du pôle « Remedial Management ». 

Le deuxième rôle du département est de quantifier le risque Crédit via une série 

d’indicateurs. 

2-2- Département administration et pilotage des risques 

Ce département a pour mission : la définition des normes et la conception ou le choix 

des outils lui permettant la mise en place effective de la politique de risque conformément aux 

directives Baloises ainsi qu’aux orientations stratégiques. Il constitue un support pour les 

autres départements  
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2-3- Département risque opérationnel 

Les risques opérationnels se définissent comme les risques de pertes potentielles, 

directes ou indirectes résultant de carences ou de défaillances (organisation, comportement ou 

capacité du personnel, système d’information) attribuables à des  procédures internes 

inadéquates ou défaillantes, du personnel, des systèmes (conception défectueuse, mauvaise 

application, dégradation)  ou d’événements extérieurs (fraude externe, sinistres, procès, 

réglementations).  

Le département risque opérationnel est chargé de la quantification et de la gestion de 

ce genre de risques. 

2-4- Département surveillance du risque de marché : 

Le fonctionnement de ce département est axé sur la surveillance du risque du Marché. 

La notion de risque de marché est présentée dans le paragraphe suivant. Nous pouvons 

segmenter ce risque en différentes catégories suivant les produits concernés (Actions, Produits 

de Taux-Obligations, Change…etc.).  

3- Risque de marché : 

La notion de risque de marché est présentée dans le texte de la commission bancaire 

comme suit: « Le risque de marché est défini comme le risque de perte sur les positions du 

bilan et du hors bilan à la suite de variations des prix de marché, il recouvre : 

 Les risques relatifs aux instruments liés aux taux d’intérêts et titres de 

propriétés du portefeuille de négociation ; 

 Le risque de change et le risque et le risque encouru pour l’ensemble de 

l’activité de bilan et de « hors bilan ».  

En effet, ce risque concerne les variations de prix d'instruments financiers, et leurs 

effets négatifs sur la valeur des positions de la banque. Ceci concerne particulièrement 

l'activité d'arbitrage (ou de trading) de la banque. L'horizon de temps considéré est 

habituellement de un ou plusieurs jours, temps nécessaire pour dénouer les positions sur le 

marché. 

Par portefeuille de négociation, on entend les positions sur instruments financiers et 

produits de base détenus à des fins de négociation ou dans le but de  couvrir d’autres éléments 

du portefeuille de négociation. Pour être  inclus dans le portefeuille de négociation, ces 

instruments financiers doivent être exempts de clauses limitant leur négociabilité ou doivent 

faire l’objet d’une couverture intégrale. En outre, les positions doivent être réévaluées 

fréquemment et avec précision et le portefeuille doit être géré activement. 

Par instrument financiers, on entend tout contrat créant un actif financier pour une 

partie et un passif financier ou un instrument de capital pour une autre partie. Les instruments 

financiers comprennent tant les instruments financiers primaires (ou au comptant) que les 

instruments dérivés. Peuvent constituer un actif financier : liquidités ; droit de recevoir des 

liquidités ou un autre actif financier ; droit contractuel d’échanger des actifs financiers à des 

conditions potentiellement favorables ; instruments de capital.  Peuvent constituer un passif 

financier : obligation contractuelle de livrer des liquidités ou un autre actif financier ; 

obligation contractuelle d’échanger des passifs financiers à des conditions potentiellement 

défavorables.  

On distingue généralement trois catégories de risques de marché :  
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3-1- le risque de change  

Le risque de change concerne les créances et dettes libellées en devises, et réside dans 

le risque de variation du prix des devises par rapport à la monnaie nationale. 

Contrairement au risque de taux et de cours (Voir définitions suivantes), le calcul de la 

position de change ne se limite pas au portefeuille de négociation mais englobe d’autres 

opérations enregistrées au bilan ou hors bilan.  

3-2- le risque de variation de cours 

Le risque de variations de cours qui est un risque de prix sur la position détenue sur un 

actif financier déterminé, risque de l’évolution ultérieure des cours de bourse pour les actions.  

Le risque de position sur actions résulte d’une détérioration de la situation de 

l’émetteur (risque de crédit classique) ou d’une dégradation du marché des actions. On 

distingue donc un risque de contrepartie (risque spécifique) et un risque général de marché.  

Le premier type de risque étant spécifique à chaque action, il n’y a pas de 

compensation possible au sein du portefeuille.  

Le risque général est le reflet d’un mouvement général du marché, donc les 

conséquences négatives sur une position longue peuvent s’annuler avec les conséquences 

positives sur les positions courtes.  

3-3- le risque de taux d’intérêt 

Le risque de taux d’intérêt est celui que fait courir au porteur d’une créance ou d’une 

dette l'évolution ultérieure des taux d’intérêts. Le risque de taux recouvre deux éléments : un 

risque général qui est lié à l’évolution des taux d’intérêts et un risque spécifique qui 

représente le risque lié à l’appréciation par le marché de l’émetteur de l’instrument. 

Deux méthodes principales d’évaluation peuvent être retenues pour le risque général :  

 La première est fondée sur un échéancier détaillé où les titres sont ventilés 

selon leur durée restant à courir, pondérés par leur duration approchée puis 

multipliés par un coefficient qui représente la variation de taux;  

 La deuxième méthode se fonde sur la duration exacte de chaque titre. Les 

positions pondérées font ensuite l’objet d’exigences en fonds propres.  

Le risque spécifique vise à tenir compte du risque de contrepartie lié à l’émetteur de 

l’instrument, qu’il faut distinguer du risque lié à la contrepartie de la transaction. Les 

positions nettes sur chaque titre sont alors affectées de pondérations qui reflètent la qualité de 

l’émetteur. 

Le risque de taux fait partie des risques majeurs inhérents à l’activité bancaire. Une 

prise excessive, mal contrôlée, de ce risque ou encore une mauvaise anticipation des 

changements de l’environnement peuvent constituer une menace non seulement pour 

l’équilibre financier des établissements de crédit, mais aussi pour la stabilité financière dans 

son ensemble.  

Il est cependant plus difficile à cerner et à couvrir. La raison vient du fait qu’au 

contraire d’un cours de change, voire d’un cours d’action ou obligation, dont on peut suivre 

l’évolution au fil du temps, il n’y a pas un mais plusieurs taux d’intérêts, qui varient avec le 

temps. C’est ainsi qu’on parle de courbe de taux d’intérêts, à savoir un ensemble de taux 

caractérisés par des maturités différentes, comme par exemple un taux au jour le jour, un taux 

mensuel, un taux annuel, un taux dix ans, etc.  
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4- Courbe des taux : 

4-1- Définition : 

La structure par terme des taux d’intérêts (ou courbe des taux ou encore gamme des 

taux) est la fonction qui à une date donnée et pour chaque maturité en abscisse, indique le 

niveau du taux d’intérêt associé en ordonnée. A une date donnée et dans un pays ou une zone 

économique unifiée, il existe une multitude de courbes de taux. 

4-2- Différentes courbes : 

On distingue les courbes de marché et les courbes implicites. Les courbes de marché 

sont construites directement à partir des cotations de marché d’instruments comme les 

obligations et les swaps. Tandis que les courbes implicites sont dérivées indirectement à partir 

des cotations de marché d’instruments comme les obligations et les swaps. 

Parmi les courbes de marché: 

 la courbe des taux de rendement à maturité : 

La courbe des taux de rendement à maturité est construite à partir des taux de 

rendement des obligations. Elle est associée à un produit de taux d’intérêts, l’obligation à taux 

fixe. Cette dernière est classiquement cotée en prix ou en taux. Ce taux est le taux de 

rendement à maturité de l’obligation. 

 L’obligation à taux fixe est évaluée par actualisation des flux futurs qu’elle délivre. A 

la date t, le taux de rendement actuariel à maturité de l’obligation de prix V(t) délivrant les 

flux F(i) aux dates futures i = t+1,..., m est le taux R(t) qui vérifie l’équation suivante: 

V t =  
F(i)

 1 + R(t) i−t

m

i=t+1

 

La courbe des taux de rendement à maturité associe à chaque maturité d’une 

obligation son taux de rendement. En pratique, cette courbe souffre de l’effet coupon pour des 

raisons essentiellement fiscales, certains pays taxant différemment le capital et les coupons. 

Ainsi, deux obligations de même échéance mais de taux de coupon différent n’auront pas 

forcément le même taux de rendement, les investisseurs préférant l’obligation qui a le coupon 

le plus élevé, ce qui a pour effet d’accroître son prix et de diminuer son taux de rendement. 

Le taux de rendement actuariel à maturité permet d’associer un seul facteur de risque 

responsable de la variation du prix  de l’obligation ou d’un portefeuille obligataire. Pour le 

détenteur d’un portefeuille obligataire qui souhaite protéger son capital, il suffit alors 

d’immuniser son portefeuille contre les variations ce taux. On appelle cela la couverture en 

duration.  

Par contre, le fait d’utiliser le taux de rendement pour évaluer une  obligation 

consiste à faire l’hypothèse que la courbe des taux est plate. En effet on utilise le même taux 

R dans chaque facteur d’actualisation. Or la courbe des taux est très rarement plate. Une 

obligation est plus justement évaluée à l’aide des taux  zéro-coupon. 

 La courbe des taux de swaps : 

La courbe des taux de swaps: elle est construite à partir des taux de swaps. Un swap 

standard est caractérisé par: 

- l’échange d’une patte fixe dont les paiements dépendent d’un taux fixe pour une 

patte variable dont les paiements dépendent d’un taux variable. 
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- un montant principal constant tout au long de la vie du swap. 

- enfin, la maturité du taux variable est identique à la durée entre deux paiements de la 

patte variable. 

La valeur d’un swap standard de montant nominal N est égale à celle d’une obligation 

à taux fixe de maturité identique à celle du swap et de même montant nominal que le swap 

moins le montant nominal du swap. A une date t donnée, le taux fixe est déterminé de telle 

façon que la valeur du swap soit égale à 0. Ce taux fixe est appelé taux de swap. C’est ainsi 

que sont cotés les swaps.  

Les taux de swap cotés sur le marché sont issus de swaps standards entre banques. 

C’est la raison pour laquelle cette courbe est couramment appelée courbe interbancaire. A 

l’instant t, c’est une véritable photo des cotations sur le marché interbancaire. 

Parmi les courbes implicites: 

 la courbe des taux zéro-coupon : 

La reconstitution d’une structure par terme des taux d’intérêts fait le plus souvent 

référence à la notion de bon zéro-coupon. Un bon zéro-coupon de maturité T, noté 𝐵(𝑡, 𝑇), 

appelé également fonction d’actualisation, correspond à la valeur aujourd’hui (en t) d’un 

Dirham payé dans T périodes, sans paiements intermédiaires. Le rendement implicite associé 

à ce bon représente le taux d’intérêt, noté 𝑦(𝑡, 𝑇) d’un bon zéro-coupon. Une relation simple 

lie le bon à son taux, ce qui permer de travailler indifféremment sur l’un ou l’autre. Cette 

relation prend deux formes selon qu’elle est écrite en temps discret : 

𝐵 𝑡, 𝑇 =
1

 1 + 𝑦𝑑 𝑡, 𝑇   𝑇
  

𝑦𝑑 𝑡, 𝑇 = 𝐵(𝑡, 𝑇)−1 𝑇 − 1  

ou en continu : 

𝐵 𝑡, 𝑇 = 𝑒−𝑇𝑦𝑐(𝑡,𝑇) 

𝑦𝑐 𝑡, 𝑇 = −
1

𝑇
log𝐵(𝑡, 𝑇) 

A un instant donné, la structure par terme des taux d’intérêts se définie comme la 

valeur prise par 𝑦 𝑡, 𝑇  pour différente valeurs de la maturité T.  

Pour évaluer convenablement une obligation, il suffit donc de connaître les taux zéro-

coupon associés aux maturités de chacun des flux de l’obligation. Ces taux zéro-coupon 

n’existent malheureusement pas sur le marché pour un continuum de maturité. Il n’existe en 

effet que trop peu d’obligations zéro-coupon. 

La connaissance de cette courbe de taux zéro-coupon permet d’évaluer n’importe quel 

produit de taux à flux déterministes. Elle permet aussi de déduire deux autres courbes très 

utilisées en pratique: 

- la courbe des taux forwards; 

- et la courbe des taux de rendement au pair. 

 la courbe de taux forwards ; 

Le taux forward (ou taux forward zéro-coupon) 𝐹(𝑡, 𝑥, 𝑦 − 𝑥), déterminé en t, 

démarrant en x et d’échéance y, est défini par:  
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𝐹 𝑡, 𝑥, 𝑦 − 𝑥 =  
 1 + 𝑅(𝑡, 𝑦) 𝑦−𝑡

 1 + 𝑅(𝑡, 𝑥) 𝑥−𝑡
 

1
𝑦−𝑥

− 1 

Pour un emprunt avec remboursement des intérêts et du capital à l’échéance, 

𝐹 𝑡, 𝑥, 𝑦 − 𝑥  est le taux d’intérêt auquel on peut signer un contrat aujourd’hui, avec un 

démarrage en x et l’échéance en y. 

La courbe des taux forwards est la courbe déterminée à la date t, qui à y-x fait 

correspondre 𝐹 𝑡, 𝑥, 𝑦 − 𝑥  avec des taux démarrant en x. Concrètement la quantité y-x varie 

toujours entre 1 jour et 30 ans, la quantité x étant fixée au départ. 

 la courbe des taux forwards instantanés ; 

Il s’agit d’un taux forward particulier défini comme suit : 

𝑓 𝑡, 𝑥 = lim
𝑦−𝑥→0

𝐹(𝑡, 𝑥, 𝑦 − 𝑥) 

Il s’agit concrètement du taux forward déterminé en t, démarrant en x et finissant un 

instant (infiniment petit) plus tard. Pour des raisons pratiques, ce taux est très souvent utilisé 

en modélisation (voir le modèle de Heath, Jarrow et Morton). On trace la courbe des taux 

forwards instantanés qui à x fait correspondre 𝑓 𝑡, 𝑥 . 

Pour la courbe des taux forwards instantanés, le paramètre qui varie est le paramètre x. 

A chaque valeur de x dans le futur correspond donc la valeur du taux forward instantané à 

cette date. La courbe tracée n’est donc pas une courbe par maturité des taux, celle-ci étant 

toujours infinitésimale. Au contraire, pour une courbe des taux forwards classique, le 

paramètre qui bouge est le paramètre 𝑧 = 𝑦 − 𝑥, x étant fixé. Dans ce cas précis, on retrouve 

une véritable courbe des taux par maturité.  

 la courbe des taux de rendement au pair ; 

Pour gommer l’effet coupon rencontré sur la courbe des taux de rendement à maturité, 

on trace la courbe des taux de rendement au pair. Une obligation au pair est une obligation 

dont le taux de coupon est identique au taux de rendement  actuariel. 

𝑅(0, 𝑡) désignant le taux zéro coupon de maturité t, le taux  de rendement au 

pair 𝑟 𝑛  de maturité n est calculé comme suit : 

𝑟(𝑛)

1 + 𝑅(0,1)
+

𝑟(𝑛)

(1 + 𝑅 0,2 )2
+ ⋯+

1 + 𝑟(𝑛)

(1 + 𝑅 0, 𝑛 )𝑛
= 1 

Soit : 

𝑟 𝑛 =
1 ×  1 −

1
(1 + 𝑅 0, 𝑛 )𝑛

 

 
1

(1 + 𝑅 0, 𝑖 )𝑖
𝑛
𝑖=1

 

Cette courbe associe à la maturité n le taux  𝑟 𝑛 . Elle est  classiquement utilisée afin 

de déterminer le niveau du coupon lors de l’émission d’une obligation au pair. 

4-3- Formes de la courbe des taux : 

La courbe des taux peut prendre cinq formes différentes en fonction des évènements 

de marché: 

• quasi-plate ; 

• croissante ; 



                                                                                       Première Partie : Présentation générale du cadre de l’étude 

 

20 

 

• décroissante ; 

• décroissante sur le court terme, puis croissante ; 

• croissante sur le court terme, puis décroissante. 

La forme croissante est la plus couramment obtenue. 

4-4- Interprétation de la courbe des taux : 

Les investisseurs se servent de la courbe des taux comme d'un indicateur: d'abord, du 

profil risque/rendement des différentes sortes de dettes par rapport aux taux de rendement 

sans risque qui sont offerts par les emprunts d'Etat; et ensuite comme d'un indicateur de la 

direction probable des taux d'intérêts. La courbe des taux peut aussi servir d'indicateur sur la 

direction des taux d'intérêts et sur la situation économique en général.  

Quand il y a une fluctuation (réelle ou anticipée) des taux d'intérêts, les investisseurs 

institutionnels et les fonds d'investissement vont habituellement échanger une échéance pour 

une autre afin d'obtenir des plus-values, ou au moins pour éviter des pertes. Ce changement de 

position affecte le profil de la courbe des taux, étant donné la relation inverse entre prix et 

rendement. En effet, quand le prix d'une obligation monte, son rendement chute et vice-versa. 

Une courbe normale des taux se raidit si une hausse des taux d'intérêts est prévue. Les 

investisseurs opteront pour du court terme; en effet, ils sont moins enclins à acheter des titres 

à plus long terme si les taux d'intérêts s'apprêtent à être moins attractifs. D'un autre côté, les 

émetteurs tenteront de vendre des titres à plus longue échéance afin d'emprunter de l'argent à 

ce moment-là, c'est-à-dire, avant que les taux d'intérêts ne montent. Ceci a pour effet de 

provoquer une augmentation des taux que l'on trouve dans la section longue de la courbe des 

taux, avant même que ne se produise la hausse générale anticipée des taux d'intérêts, 

accentuant par là même la pente de la courbe des taux. 

Figure 3 : Anticipation d’une hausse des taux 

 

 

Inversement, quand les taux d'intérêts sont élevés, par exemple à cause d'un 

resserrement du crédit, ou de la mise en pratique d'une politique particulière en matière de 

taux de change, le marché guette les signes de succès de la politique gouvernementale. Si ces 

signes sont imminents, il est prévisible que le mouvement des taux d'intérêts sera à la baisse. 

Dans ce cas-là, les investisseurs opteront pour des titres à plus longue échéance pour fixer de 

manière définitive les taux d'intérêts courants comparativement élevés avant que la baisse 
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prévue n'ait lieu. Par conséquent, le prix des titres à plus longue échéance augmentera et les 

rendements baisseront. 

Les émetteurs d'obligations, d'un autre côté, voudront payer les taux courants, si élevés 

soient-ils, aussi longtemps que possible, afin de profiter de la baisse imminente des taux 

d'intérêts à long terme à laquelle ils s'attendent. Par conséquent, s'ils émettent des obligations, 

ce sera sur la section court terme de la gamme d'échéances, et ils attireront les investisseurs 

grâce à un rendement relativement supérieur. 

Figure 4 : Anticipation d’une baisse des taux 

 
 

Ce scénario, soutenu par des prévisions financières relativement optimistes, tendra à 

inverser la courbe des taux, qui est maintenant négative (à la baisse). Elle indique des taux 

plus élevés sur la section court terme de la courbe, et des taux inférieurs pour des dettes à plus 

longue échéance. 

5- Benchmark taux MAD, EUR et USD : 

Le Royaume du Maroc est un partenaire privilégié de l’Union Européenne (UE). L’UE 

constitue le premier marché pour les exportations du Maroc; elle est aussi le premier 

investisseur extérieur public et privé du Royaume, ainsi que son premier marché touristique. 

En outre, le Maroc contribue à la sécurité d’approvisionnement de l’énergie de l’UE en tant 

que pays stratégique de transit pour le gaz algérien et exportateur d’électricité vers l’Espagne. 

Les échanges humains ne cessent de se multiplier: l’UE constitue la première destination des 

travailleurs migrants marocains et un nombre croissant d’européens choisissent le Maroc 

comme lieu de villégiature, voire de résidence. Les échanges professionnels connaissent 

également une augmentation continue. 

L’Accord d’association, entré en vigueur le 1er mars 2000, constitue le cadre juridique 

des relations entre l’Union européenne et le Maroc. Outre la mise en place graduelle d’une 

zone de libre échange, il prévoit de nombreux domaines de coopération en matière politique, 

économique, sociale, scientifique et culturelle. 

Par ailleurs, le Maroc entretient des relations d’amitié, politiques et historiques avec 

les Etats-Unis d’Amérique. Les Etats Unis et le Maroc ont signé en 2004 un accord de libre-

échange, qui est entré en vigueur au 1er janvier 2006. Les Etats Unis représentent également 

un bailleur de fonds important avec une activité centrée sur l’éducation, le développement de 

l’entreprise, le management environnemental.  
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Pour ces raisons, il est intéressant de faire une analyse de l’évolution de la courbe des 

taux marocaine  en comparaison avec les courbes européenne et américaine. Pour ce faire, 

nous étudions le comportement des trois courbes entre fin 2006 et fin 2009. 

5-1- Comportement des trois courbes en fin 2006  

L'évolution des taux marocains dépend essentiellement de la politique monétaire de la 

banque centrale et du Trésor. Et ce, dans un marché où le dirham n’est pas convertible. 

L'épargne est donc canalisée dans la même sphère et protégée contre tous mouvements 

exogènes directs. 

Les taux américains et européens  évoluent dans un contexte complètement différent, à 

savoir des économies avancées, des marchés évolués et des intervenants de taille. Par 

exemple, les courbes des taux américains, en fin 2006, est inversées (taux court terme 

supérieurs aux taux longs), suite à une politique de durcissement monétaire liée aux risques 

inflationnistes et à la reprise économique constatés dans la zone. 

Figure 5 : Les courbes MAD, EUR et USD en fin 2006  

 

L’examen de cette figure nous permet de dégager des constats suivants : 

 Les taux d’intérêts américains sont supérieurs à ceux européens et marocains. 

 Les courbes américaine et européenne sont quasiment plates, avec une légère 

pentification au niveau des maturités courtes. Cette pentification est au sens positif 

pour l’Euro et négative pour le Dollar.   

 La courbe marocaine est croissante de façon approximativement linéaire. 

5-2- Comportement des trois courbes en fin 2007  

Depuis le début de l’année 2007, les bons du Trésor du Maroc connaissent une forte 

tension qui s’est traduite par la hausse des taux de l’ensemble des maturités. On s’achemine 

donc sûrement vers une révision à la hausse des taux d’intérêts applicables aux crédits. La 

partie courte commence un mouvement de reversement de tendance.   

En Europe, les rendements obligataires ont connu une hausse légère sur l’ensemble 

des maturités toute en gardant pratiquement la même forme de la courbe précédente. 

Par contre, les rendements de bons de trésor américains de maturités inférieures à 15 

ans ont légèrement diminué. Ce qui s’est traduit par la pentification de la courbe des taux 

américaine. 

Ces mouvements de hausse et de baisse des structures par terme, objets de cette 

analyse, ont provoqué le rapprochement des trois courbes. 
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Ces remarques sont décelables en examinant à la fois la figure suivante et celle 

précédente.  

Figure 6 : Les courbes MAD, EUR et USD en fin 2007 

 

 

5-3- Comportement des trois courbes en fin 2008  

En 2008, les taux d'intérêts à court terme ont reflété les fluctuations du taux 

interbancaire, impacté jusqu'au mois de septembre par les conditions de liquidité sur le 

marché monétaire et, au cours du quatrième trimestre, par le relèvement du taux directeur de 

Bank Al-Maghrib (BAM) à 3,50%.  Les maturités 13 et 26 semaines ont en effet perdu 

quelques points de base entre fin  2007 et fin 2008. La détente des taux monétaires ainsi que 

le dynamisme du Trésor sur la partie courte de la courbe ont favorisé cette baisse auprès des 

opérateurs. 

Les taux moyens et longs sont restés à des niveaux élevés et ce, malgré la baisse 

constatée sur les maturités courtes. 

Au niveau international,  La courbe des taux a connu en Europe une évolution 

marquée par une pentification très forte sur la partie courte, liée à la crise de liquidité sur les 

marchés interbancaires, une correction baissière très marquée sur le segment [1 an ; 3 ans], et 

une pentification vers le bas sur la partie [20 ans ; 30 ans].  

Dans le même sens, la courbe des taux américaine a connu un mouvement de 

pentification qui s’est engagée depuis début 2008 et s’est fait par la baisse agressive des taux 

courts tout au long de l’année 2008. 
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Figure 7 : Les courbes MAD, EUR et USD en fin 2008 

 

5-4- Comportement des trois courbes en fin 2009  

La pentification de la courbe des taux américaine, engagée depuis début 2008, 

continue par la remontée des taux longs depuis la fin de l’année. La hausse rapide de ces taux 

est assez largement entraînée par l’augmentation de l’offre de titres publics nécessaire pour 

financer les plans de relance économique et de soutien au secteur bancaire. 

Dans le même sens, la courbe des taux de la zone euro s’est nettement pentifiée suite à 

la baisse importante des taux à court terme.  

Malgré l’effet restrictif de liquidités qu’a eu la crise économique internationale sur le 

Maroc (baisse des recettes en devises), celle-ci a eu un impact positif de taille : la détente des 

taux d’intérêts sur notre système monétaire. Après la flambée des cours des matières 

premières en 2007 et début 2008, la crise internationale a en effet permis aux prix sur les 

marchés internationaux de baisser considérablement, ce qui a entrainé une détente du niveau 

de l’inflation au Maroc (de près de 5,5% en mai 2008, elle est passée à 3,6% en mars 2009). 

Le déclenchement de cette tendance baissière de l’inflation, conjugué au ralentissement de la 

croissance ressenti au niveau de certains secteurs de l’économie, a amené BAM, lors de son 

conseil de politique monétaire tenu le 24 mars 2009, à baisser son taux directeur de 25 points 

de base, le ramenant à 3,25%. Ainsi, le souhait de la banque centrale de relancer la demande 

et de prévenir un ralentissement brutal de l’économie, qui s’est matérialisé par sa décision de 

baisser le taux directeur et d’adopter une politique expansionniste de liquidités via les 

injections hebdomadaires, a permis aux taux d’intérêts de baisser depuis le début de l’année. 

Figure 8 : Les courbes MAD, EUR et USD en fin 2009 
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Introduction :  

Cette partie est consacrée à l’étude et l’analyse des données sur le marché marocain, 

européen et américain, l’objectif étant d’étudier les différentes propriétés statistiques propres 

à chacun d’eux et d’en retenir les caractéristiques essentielles.  

1- Aperçu sur l’évolution empirique d’une courbe des taux : 

L’étude historique des mouvements de la courbe des taux met en relief les points 

suivants: 

 les taux d’intérêts ne sont pas négatifs. 

 les taux d’intérêts sont affectés par des effets de retour à la moyenne. 

 les taux n’évoluent pas de façon parfaitement corrélés. 

 les taux à court terme sont plus volatiles que les taux à long terme. 

 trois facteurs de niveau, pente et courbure sont à l’origine de plus de 95% des 

mouvements de la courbe des taux. 

 Les taux ne sont pas négatifs 

Si les taux d’intérêts réels sont parfois négatifs, généralement dans un contexte où 

l’inflation devient galopante sous l’effet de chocs extérieurs (par exemple, crise du pétrole) et 

où parallèlement l’économie ne peut supporter des taux d’intérêts nominaux trop élevés sous 

peine de déprimer la consommation et par conséquent la croissance, les taux d’intérêts 

nominaux ne sont pas négatifs.  

Il apparaît en effet aberrant d’un point de vue économique de prêter de l’argent à un 

taux négatif. Il est préférable de conserver son argent sans le prêter. Pour respecter cette 

propriété, on ne peut modéliser les taux par des processus gaussiens. 

 L’effet de retour à la moyenne des taux  

Des valeurs élevées des taux ont tendance à être suivies plus fréquemment par des 

baisses que par des hausses. L’effet inverse est également constaté pour des niveaux de taux 

inhabituellement bas. 

 Les taux n’évoluent pas de façon parfaitement corrélée  

L’étude statistique des variations de taux zéro-coupon de maturité par exemple 3 mois, 

2 ans et 10 ans montre qu’un seul facteur ne suffit pas à rendre compte de ces évolutions. En 

particulier, l’évolution des taux à court terme apparaît peu corrélée avec l’évolution des taux à 

long terme puisque plus l’écart de maturité entre deux taux est important, moins la corrélation 

est élevée. 

 Les taux à court terme sont plus volatiles que les taux à long terme  

Historiquement, on constate que la volatilité est généralement une fonction 

décroissante de la maturité des taux, ou croissante sur le court terme jusqu’à un an puis 

décroissante au delà. On constate également que la volatilité des taux semble corrélée avec le 

niveau des taux. 

 Trois facteurs à l’origine des déformations de la courbe des taux 

L’analyse en composantes principales sur la courbe des taux zéro-coupon permet de 

mettre en évidence trois facteurs à l’origine de plus de 95% des déformations de la courbe des 

taux. Ces trois facteurs identifiables en traçant la sensibilité absolue des taux zéro-coupon à 

chacun des facteurs permet de mettre en évidence un facteur de niveau, un facteur de pente et 
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un facteur de courbure. Les résultats sont robustes quels que soient la période et le pays 

considérés même si l’impact de chacun des facteurs est différent d’une étude à l’autre 

a- Le facteur de niveau  

Il provoque les déformations parallèles de la courbe des taux 

 

Figure 9: Effet du facteur de niveau sur la courbe des taux 

 

b- Le facteur de rotation (pente ou pivotement)  

Il provoque les mouvements d’aplatissement ou de pentification de la courbe des taux 

Figure 10: Effet du facteur de pente sur la courbe des taux 

 

c- Le facteur de courbure  

Il provoque les changements de concavité de la courbe des taux. 
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Figure 11: Effet du facteur de courbure sur la courbe des taux 

 

Dans la suite de cette partie, nous mettons en évidence certains points parmi ceux 

invoqués ci-dessus. Ceci sera sous forme d’une étude statistique des données. Les autres 

propriétés seront mises en évidence dans les parties suivantes et selon nos besoins.  

2- Analyse statistique des données : 

L’objectif de cette partie est d’analyser les données des marchés  des bons de trésor 

marocain, européen et américain afin d’en identifier leurs spécificités (distribution, 

stationnarité, …etc). Cela permet d’avoir une idée sur le comportement de la dette publique 

dans trois cadres différents.  

2-1- Données sur le marché marocain 

Les données utilisées sont constituées des taux actuariels de maturités allant de 13 

semaines jusqu’à 10 ans, observés quotidiennement, à partir de décembre 2006 et jusqu’à 

décembre 2009 (Environ 750 observations). Les maturités de plus de 10 ans ne sont pas 

utilisées en raison du fait que depuis mars 2007, le Trésor marocain s’abstenait d’emprunter 

sur les maturités longues dans le but de ne pas impacter à la hausse les taux des crédits à 

l’économie, notamment les crédits immobiliers à taux variable. Auprès de la direction du 

Trésor et des finances extérieures (DTFE), on reconnaît, en effet, qu’on «ne voulait pas lever 

des fonds à maturité longue pour ne pas impacter les taux variables d’autant plus que les 

investisseurs nous proposaient des taux anormalement élevés». Cela aurait mathématiquement 

et immédiatement engendré une hausse des taux variables appliqués par les banques aux 

crédits immobiliers accordés aux particuliers pour la simple raison que ces taux étaient 

jusque-là indexés sur les taux moyens pondérés (TMP) des bons du Trésor à 10 et 15 ans sur 

les six derniers mois. 

En 2006, le circuit monétaire national était toujours structurellement liquide, avec un 

excédent permanent de plusieurs milliards de DH. Cette situation, qui durait depuis l’année 

2000, a favorisé une détente des taux des bons du Trésor et a permis à ce dernier de se 

financer, même à long terme, avec des conditions de taux très avantageuses. Cette baisse a 

d’ailleurs automatiquement profité aux crédits à l’économie, notamment les crédits 

immobiliers, dont les taux ont également fortement baissé. 

Jusqu’à fin 2006, il n’y avait donc rien à craindre. Or, à l’entame de l’année 2007, le 

circuit monétaire a connu un bouleversement majeur. Le marché est passé d’une situation 
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structurellement excédentaire à une situation structurellement déficitaire, conséquence d’un 

assèchement de liquidités intervenu suite à l’aggravation du déficit de la balance 

commerciale. Du coup, les taux d’intérêts sur le marché secondaire des bons du Trésor ont 

subi une forte correction à la hausse. Une hausse qui s’est poursuivie jusqu’à fin 2008 et qui a 

poussé le taux de la maturité 10 ans jusqu’à 4,48%. Ceci alors que sur le marché primaire, le 

taux de la même maturité est resté à son niveau de mars 2007, 3,40%, soit un écart de 108 

points de base. En effet, en constatant la hausse des taux sur le marché secondaire, le Trésor 

ne voulait plus lever sur les maturités longues pour ne pas impacter à la hausse les taux des 

crédits immobiliers. 

Dans cette situation, le Trésor se trouvait bloqué. Il était en effet contraint de financer 

ses besoins par des émissions courtes, alors qu’une bonne partie de ses dépenses étaient de 

long terme. En 2007, ses levées à long terme représentaient près de 20% du montant total des 

adjudications, sachant qu’il n’a agi sur les échéances longues que durant les deux premiers 

mois de l’année. Depuis, il a laissé de côté les maturités longues, si bien qu’en 2008, par 

exemple, 95% de ses levées concernaient le court terme. En parallèle, les besoins du Trésor se 

sont accentués pour passer de 39 milliards de DH en 2007 à plus de 55 milliards en 2009, soit 

une évolution de 42% due essentiellement à l’augmentation des dépenses d’investissement de 

l’Etat (elles ont grimpé de 37% en 2007, de 16% en 2008 et de 25% en 2009).  

Cependant, Beaucoup d’acteurs institutionnels, notamment les gestionnaires de 

régimes de retraites, cherchent aujourd’hui des placements sûrs à long terme qu’ils ne 

trouvent pas sur le marché. Les bons du Trésor à 10 ans et plus répondent à leurs besoins. 

Ainsi, selon certains opérateurs financiers, le Trésor ne va pas tarder à marquer son retour sur 

les maturités longues, compte tenu de l’importance de ses besoins et des remboursements de 

dette qu’il sera amené à effectuer.  

Après avoir vérifié qu’il n’y avait pas d’effet particulier d’une maturité à une autre, 

nous avons décidé d’étudier les taux actuariels à 26 semaines, 2, 5 et 10 ans sur la période 

entre décembre 2006 et décembre 2009.  

Figure 12: Evolution des taux marocains entre 2006 et 2009 

 

  

L’évolution des taux durant la période allant du 18/12/2006 au 30/12/2009 a été 

marquée par une légère tendance haussière au début, puis baissière vers la fin de la période, 

des taux de différentes maturités. Ces derniers ont enregistré une augmentation d’environ 

0,7%. 
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Cette forme de structure par terme est ascendante, puisque l’écart entre taux long et 

taux court reste positif durant toute la période. Ainsi, cette structure par terme ne représente 

pas d’inversion de courbe. 

 Indicateurs standards 

Nous avons réalisé une étude de statistiques descriptives sur les taux choisis dans le 

paragraphe précédent. 

Table 1: Statistiques descriptives des taux marocains 

(MAD)  M1/2 M2 M5 M10 

Moyenne 3,386% 3,566% 3,781% 4,065% 

Médiane 3,390% 3,586% 3,845% 4,125% 

 Maximum 3,930% 4,077% 4,288% 4,701% 

 Minimum 2,570% 2,816% 3,056% 3,369% 

Ecart-type 0,003 0,003 0,003 0,004 

 Asymétrie -0,795 -0,517 -0,621 -0,598 

Aplatissement 4,158 3,009 2,470 2,389 

 

Nous constatons que la série des taux de maturité dix ans est plus volatile par rapport 

aux trois autres séries chronologiques. Par ailleurs nous observons, au niveau de la série des 

taux à 26 semaines, un excès de kurtosis (coefficient d’aplatissement) défini comme le rapport 

entre le moment centré d’ordre 4 et le carré du moment centré d’ordre 2. Ce coefficient vaut 

4,158 au lieu de 3 pour une distribution gaussienne, traduisant ainsi l’épaisseur plus 

importante de la queue de distribution en comparaison avec une loi normale. 

 Analyse de la distribution 

Nous testons l’adéquation à une loi normale des séries des taux par le test de Jarque-

Bera. La statistique de Jarque –Bera est définie à partir des coefficients d’asymétrie et 

d’aplatissement selon la formule suivante : 

𝐽𝐵 =
𝑁 − 𝑘

6
 𝑆2 +

1

4
 𝑘 − 3 2  

Où : 

 N représente la taille de l’échantillon ; 

 k  est le coefficient d’aplatissement (Kurtosis); 

 S représente le coefficient d’asymétrie (Skewness). 

La statistique JB suit une loi Khi-Deux à deux degrés de liberté.  

Les résultats du test sont rapportés dans le tableau suivant : 

Table 2: statistique de Jarque-Bera des taux marocains 

(MAD)  M1/2 M2 M5 M10 

 Jarque-Bera 120,766 33,358 56,840 56,360 

 

Les valeurs obtenues pour la statistique du test sont très grandes en comparaison avec 

la valeur critique au niveau 95% (5,991). Ces résultats conduisent à rejeter l’hypothèse de 

normalité des séries des taux des différentes maturités. 



                                                                                       Deuxième Partie : Analyse statistique des données 

 

31 

 

 Analyse de la stationnarité 

La stationnarité est une hypothèse implicite de nombreuses méthodes d’analyse des 

séries temporelles. La question est de savoir si les propriétés de la série ne sont pas affectées 

par un changement de repère temporel: que l’on étudie au point t ou au point t + k, la série 

aura toujours le même comportement. Une première approche de l’étude de la stationnarité 

repose sur l’étude de l’auto-corrélogramme. On préfère une démarche plus rigoureuse. La 

démarche rigoureuse consiste à tester la non stationnarité à l’aide des tests de racine unitaire. 

Il s’agit donc de tester la présence d’une racine unitaire dans la série temporelle par un test de 

Dickey-Fuller augmenté. 

Le test de Dickey-Fuller Augmenté a été proposé pour améliorer le test de Dickey-

Fuller en prenant en compte le fait que les erreurs ne soient pas des bruits blancs mais 

puissent être corrélées. Le test de Phillips-Perron intègre en complément l’hétéroscédasticité 

des erreurs.  

Le test de Dickey-Fuller repose sur les hypothèses suivantes : 

 
  
 

  
 
𝐻0: 𝑃𝑟𝑜𝑐𝑒𝑠𝑠𝑢𝑠 𝑛𝑜𝑛 𝑠𝑡𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛𝑛𝑎𝑖𝑟𝑒, 𝑙𝑒𝑠 𝑓𝑜𝑟𝑚𝑒𝑠 𝑑𝑒 𝑛𝑜𝑛 𝑠𝑡𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛𝑛𝑎𝑟𝑖𝑡é 𝑠𝑜𝑛𝑡:

 1   Δ𝑋𝑡 = (𝜙1 − 1)𝑋𝑡−1 + 𝜀𝑡
 2    Δ𝑋𝑡 = (𝜙1 − 1)𝑋𝑡−1 + 𝑐 + 𝜀𝑡

 3    Δ𝑋𝑡 = (𝜙1 − 1)𝑋𝑡−1 + 𝑏𝑡 + 𝑐 + 𝜀𝑡
𝑜ù  (𝜙1 − 1) = 0  𝑒𝑡 𝜀𝑡~𝑖𝑖𝑑 0, 𝜍2 

𝐻1:  𝜙1 < 1.

  

Dans le test de Dickey-Fuller que nous venons de présenter, l’erreur  𝜀𝑡  est par 

hypothèse un bruit blanc. Or il n’y a aucune raison pour que cette hypothèse soit, a priori, 

vérifiée. Le test de Dickey-Fuller augmenté prend en considération l’auto-corrélation des 

erreurs en proposant une représentation autorégressive AR(p-1) pour l’erreur. 

Les hypothèses du test deviennent alors : 

 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
𝐻0: 𝑃𝑟𝑜𝑐𝑒𝑠𝑠𝑢𝑠 𝑛𝑜𝑛 𝑠𝑡𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛𝑛𝑎𝑖𝑟𝑒, 𝑙𝑒𝑠 𝑓𝑜𝑟𝑚𝑒𝑠 𝑑𝑒 𝑛𝑜𝑛 𝑠𝑡𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛𝑛𝑎𝑟𝑖𝑡é 𝑠𝑜𝑛𝑡:

 1   Δ𝑋𝑡 = 𝜌𝑋𝑡−1 − 𝛾𝑘Δ𝑋𝑡−𝑘+1

𝑝

𝑘=2

+ 𝜂𝑡

 2    Δ𝑋𝑡 = 𝜌𝑋𝑡−1 − 𝛾𝑘Δ𝑋𝑡−𝑘+1

𝑝

𝑘=2

+ 𝑐 + 𝜂𝑡

 3    Δ𝑋𝑡 = 𝜌𝑋𝑡−1 − 𝛾𝑘Δ𝑋𝑡−𝑘+1

𝑝

𝑘=2

+ 𝑏𝑡 + 𝑐 + 𝜂𝑡

𝑜ù  𝜌 = 0 , 𝜙1 = 1 𝑒𝑡 𝜂𝑡~𝑖𝑖𝑑 0, 𝜍𝜂
2 

𝐻1:   𝜙1 < 1.

  

Les résultats de ce test, effectué sous Eviews sur les quatre séries des taux, sont 

représentés dans le tableau ci-dessous : 

Table 3: Résultats du test de la racine unitaire appliqué aux taux marocains  

(MAD)  M1/2 M2 M5 M10 

ADF -3,1069 -2,7993 -2,2669 -1,9303 

valeur critique à 1% -3,4389 -3,4389 -3,4389 -3,4389 

valeur critique à 5% -2,8652 -2,8652 -2,8652 -2,8652 
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valeur critique à 10% -2,5688 -2,5688 -2,5688 -2,5688 

 

L’examen de ce tableau permet de conclure que seule la série des taux actuariels à 26 

semaines est stationnaire aux seuils 5% et 10%. En effet elle présente une statistique ADF 

inférieure aux valeurs critiques à 5% et 10%. Notons que cette série n’est pas stationnaire au 

seuil 1%.  

 Analyse de la corrélation 

Les taux de différentes maturités nous paraissent très corrélés, nous avons donc décidé 

d’entreprendre une analyse de la corrélation de ces données. Cette analyse porte sur le calcul 

de la matrice de corrélation qui regroupe les coefficients de corrélation de Pearson. 

Table 4: Matrice de corrélation des taux marocains 

(MAD)  M1/2 M2 M5 M10 

M1/2 1 0,9292 0,8930 0,8544 

M2 0,9292 1 0,9435 0,9267 

M5 0,8930 0,9435 1 0,9708 

M10 0,8544 0,9267 0,9708 1 

 

Nous constatons, tout d’abord, que la corrélation des taux est supérieure à 85% pour 

tout croisement de maturités. Nous avons aussi mis en évidence la structure de corrélation 

positive. 

2-2- Données sur le marché européen 

Les données disponibles correspondent aux taux actuariels des bons de trésor 

européens de maturités comprises entre 1 mois et 30 ans. Contrairement au cas du Maroc, le 

trésor européen offre des bons à longues maturités sur la période d’étude qui s’étale entre 

décembre 2006 et février 2010. Nous adoptons la même démarche que dans le cas précédent 

et nous choisissons quatre maturités représentatives du court, moyen et long terme. Ces 

maturités sont 6 mois, 3, 10 et 30 ans.  

Figure 13 : Evolution des taux européens entre 2006 et début 2010 
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Nous remarquons que l’évolution des taux durant la période allant du 29/12/2006 au 

28/02/2009 a été marquée par des fluctuations importantes du taux de trois ans, et par la chute 

de celui de 6 mois qui a passé de 3,6%, à 0,4% à la fin de la période, atteignant ainsi un plus 

bas historique.  

 Indicateurs standards 

Comme dans le cas du Maroc, nous avons effectué une étude statistique descriptive sur 

les séries des taux actuariels pour les maturités choisies. Les résultats de cette étude sont 

résumés dans le tableau suivant : 

Table 5: Statistiques descriptives des taux européens 

(EUR) M1/2 M3 M10 M30 

Moyenne 2,594% 3,253% 4,208% 4,651% 

Médiane 3,685% 3,574% 4,185% 4,665% 

 Maximum 4,350% 4,814% 4,889% 5,312% 

 Minimum 0,359% 1,650% 3,733% 3,982% 

Ecart-type 0,016 0,009 0,003 0,003 

 Asymétrie -0,373 -0,251 0,346 0,035 

Aplatissement 1,288 1,503 2,464 2,203 

 

L’analyse des écarts type calculés affirme ce que nous avons observé sur la figure 

représentant l’évolution des taux européens. Les taux à court et moyen terme sont beaucoup 

plus volatiles que les autres.  

 Analyse de la distribution 

Nous avons calculé la statistique de Jarque-Bera afin de tester la normalité des 

distributions des taux européens. 

Table 6: Statistique de Jarque-Bera des taux européens 

(EUR) M1/2 M3 M10 M30 

 Jarque-Bera 119,536 85,503 26,261 21,952 

 

On obtient les mêmes résultats que dans le cas du Maroc : aucune des séries ne suit 

une distribution normale.  

 Analyse de la stationnarité 

Nous utilisons le test de la racine unitaire pour tester la stationnarité des séries 

étudiées.  

Table 7: Résultats du test de la racine unitaire appliqué aux taux Européens 

(EUR)  M1/2 M3 M10 M30 

ADF 0,6249 0,0330 -1,9905 -3,5696 

valeur critique à 1% -3,4381 -3,4381 -3,4381 -3,4381 

valeur critique à 5% -2,8649 -2,8648 -2,8648 -2,8648 

valeur critique à 10% -2,5686 -2,5686 -2,5686 -2,5686 
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Les séries des taux à court et moyen terme sont très loin d’être stationnaires. Seule la 

série des taux de 30 ans est considérée stationnaire par le test.  

 Analyse de la corrélation 

Le tableau ci-dessous nous donne la matrice de corrélation entre les quatre taux 

étudiés. 

Table 8: Matrice de corrélation des taux européens 

(EUR) M1/2 M3 M10 M30 

M1/2 1 0,9767 0,6920 0,5154 

M3 0,9767 1 0,7741 0,5359 

M10 0,6920 0,7741 1 0,8329 

M30 0,5154 0,5359 0,8329 1 

 

L’examen de ce tableau permet de dire que plus l’écart de maturité entre deux taux est 

important, moins la corrélation est élevée, toute en restant significative et positive.  

Le comportement du marché des bons de trésor américains semble avoir beaucoup de 

similitudes d’ordre statistique avec celui européen sur la période entre 2006 et 2009. Pour 

cette raison, l’analyse des données sur le marché américain sera traitée en Annexe II.    

3- Intérêts de la modélisation de la courbe des taux : 

L’objet de ce mémoire étant la modélisation de la courbe des taux, il apparait logique 

de commencer par une énumération des modèles existants dans la littérature. Ainsi, on 

distingue trois grands types de modèles de taux: 

- le modèle d’analyse en composantes principales de la courbe des taux. Il porte 

généralement sur la courbe des taux zéro-coupon ou des taux forwards. 

- les modèles de reconstitution de la courbe des taux au comptant. Ils portent 

généralement sur la courbe des taux zéro-coupon. 

- les modèles stochastiques de la courbe des taux. Ils portent généralement sur la 

courbe des taux zéro-coupon ou des taux forwards instantanés. 

3-1- Modèle d’analyse en composante principale : 

Le modèle d’analyse en composantes principales de la courbe des taux a pour but de 

mettre en évidence les principaux facteurs qui expliquent les déformations de la courbe des 

taux. Ce modèle est utilisé concrètement pour avoir  une meilleure connaissance de 

l’évolution empirique de la courbe des taux, fondamentale pour la mise en place d’un modèle 

stochastique réaliste. Il est également utilisé pour la couverture contre le risque de taux de 

produits à flux déterministes par immunisation contre les principaux facteurs de déformation 

de la courbe des taux.  

3-2- Modèles de reconstitution de la courbe des taux : 

La reconstitution de la courbe des taux est rendue nécessaire par le fait qu’il n’existe 

pas suffisamment d’obligation zéro-coupon cotées sur le marché. Par conséquent, il n’est pas 

possible d’obtenir les taux zéro-coupon pour un continuum de maturité. En outre, les 

obligations zéro-coupon ont souvent une moindre liquidité que les obligations à coupons.  

Les modèles de reconstitution de la courbe des taux zéro-coupon au comptant ont trois 

principales applications en pratique: 



                                                                                       Deuxième Partie : Analyse statistique des données 

 

35 

 

- Ils permettent d’évaluer (et pour certains de couvrir) à la date de reconstitution les 

produits de taux à flux déterministes (obligation à taux fixe, par exemple). 

- Ils permettent de dériver les autres courbes implicites: courbe des taux forward, 

courbe des taux de rendement au pair, courbe des taux de rendement instantanés. 

- enfin, ils sont le point de départ pour la mise en place de modèles stochastiques de 

déformation de la courbe des taux. 

3-3- Modèles stochastiques de la courbe des taux : 

Les modèles stochastiques de déformation de la courbe des taux sont utilisés à deux 

fins essentielles: 

- pour l’évaluation et la couverture de produits de taux délivrant des flux aléatoires 

dans le futur (par exemple, options de taux d’intérêt). Le vendeur d’option doit être capable de 

donner un prix au produit qu’il vend, mais surtout de répliquer (ou couvrir) l’option qu’il 

vend car il encourt une perte illimitée. Ces modèles sont surtout utilisés en salle de marché 

dans un contexte de trading, et dans les cellules de contrôle des risques. 

- pour la mise en place de l’analyse par scénario : Quand un gérant de portefeuille met 

en place une stratégie, il a besoin de savoir ce qu’il va gagner dans le scénario de déformation 

de la courbe des taux qu’il anticipe. Mais comme il n’est pas sûr que son scénario se réalise, il 

a aussi besoin de mesurer le risque qu’il prend si ce scénario ne se réalise pas dans les faits. 

Pour cela, il a besoin de mettre en place un outil qui lui permet d’envisager tous les scénarios 

possibles de déformation de la courbe des taux. 
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Chapitre 1 : Traitement de données 
 

Rappelons que les données utilisées sont constituées des taux actuariels de maturités 

allant de 13 semaines jusqu’à 10 ans, observés quotidiennement, à partir de décembre 2006 et 

jusqu’à décembre 2009 (Environ 750 observations).  

1- Transformation des données : 

Pour calculer le prix de certains produits, comme par exemple les swaps de taux, il est 

nécessaire de déterminer une courbe de taux particulière appelée courbe zéro-coupon. Cette 

courbe des taux permet de représenter la fonction suivie par les taux d'intérêts pour différentes 

échéances. 

Pour construire cette courbe, nous partons du principe que les taux ont la même 

périodicité de règlement d'intérêts (détachement de coupons) et utilisent la même convention 

de calcul. 

Malgré ce qui vient d'être dit, des investissements portant sur des périodes différentes 

n'auront pas les mêmes rendements. Ces rendements sont matérialisés par l'ordonnée de la 

courbe, les abscisses représentant la durée de l'investissement.  

2- Calcul du taux Zéro-coupon : 

Nous rappelons qu’un instrument financier « zéro-coupon » est un instrument qui ne 

donne lieu à aucun paiement intermédiaire d'intérêts. On dit aussi qu'il n'y a pas de 

détachement de coupon intermédiaire. Nous ne disposons donc que de 2 flux : 

 Un flux initial. 

 Un flux final de remboursement. 

On appelle taux zéro-coupon, le taux actuariel de cet instrument.  

2-1- Méthode de calcul sur le cours terme 

Sur le court terme, les instruments sont généralement de type zéro-coupon. En effet 

sur le moins d'un an, le remboursement du capital intervient en même temps que le paiement 

des intérêts. Nous avons donc bien 2 flux.  

2-2- Méthode de calcul sur le long terme 

A partir du moment où l'on raisonne sur le plus d'un an, nous nous retrouvons 

confronté au fait qu'interviennent généralement des règlements intermédiaires d'intérêts 

(détachement de coupons) généralement annuels. 

Prenons un exemple : pour simplifier, nous raisonnerons sur un montant de départ de 

100. 

Supposons que l'on note les taux suivants sur le marché : 

1 an = 3,50% 

2 ans = 4,75 % 

3 ans = 5,50% 

Pour une maturité de 1 an, le problème ne se pose pas car il n'y a pas de flux 

intermédiaire. 

Pour le 2 ans, nous avons un flux intermédiaire : 



                                                                   Troisième Partie : Calibration des modèles de la courbe des taux MAD 

 

38 

 

Figure 14 : Schéma des flux de l’obligation 

 

 

Ce flux (4,75) devra être actualisé au taux zéro-coupon du 1 an (3,50%). 

On se retrouve donc avec l'équation suivante : 

𝟏𝟎𝟎 =
𝟒, 𝟕𝟓

(𝟏 + 𝟎, 𝟎𝟑𝟓𝟎)𝟏
+

𝟏𝟎𝟒, 𝟕𝟓

(𝟏 + 𝒕𝒛𝟐)𝟐
 

𝒕𝒛𝟐 =  
𝟏𝟎𝟒, 𝟕𝟓

𝟏𝟎𝟎 − 𝟒, 𝟕𝟓(𝟏 + 𝟎, 𝟎𝟑𝟓𝟎)−𝟏
 

𝟏
𝟐

− 𝟏 

qui donne pour résultat tz2 = 4,78% 

Pour le 3 ans, nous avons 2 flux intermédiaires. Le premier flux doit être actualisé au 

taux zéro-coupon du 1 an et le deuxième flux au taux zéro-coupon du 2 ans. Nous devons 

donc résoudre l'équation suivante : 

𝟏𝟎𝟎 =
𝟓, 𝟓𝟎

(𝟏 + 𝟎, 𝟎𝟑𝟓𝟎)𝟏
+

𝟓, 𝟓𝟎

(𝟏 + 𝟎, 𝟎-𝟒𝟕𝟖)𝟐
+

𝟏𝟎𝟓, 𝟓𝟎

(𝟏 + 𝒕𝒛𝟑)𝟑
 

𝒕𝒛𝟑 =  
𝟏𝟎𝟓, 𝟓𝟎

𝟏𝟎𝟎 − 𝟓, 𝟓𝟎(𝟏 + 𝟎, 𝟎𝟑𝟓𝟎)−𝟏 − 𝟓, 𝟓𝟎(𝟏 + 𝟎, 𝟎-𝟒𝟕𝟖)−𝟐
 

𝟏
𝟑

− 𝟏 

qui donne pour résultat 𝒕𝒛𝟑 = 5,57% 

Les écarts entre les taux « Couponnés » ont été volontairement écartés afin de faire 

ressortir les résultats des calculs des taux zéro coupon. 

2-3- Généralisation : 

Les calculs présentés ci-dessus montrent que l'on peut ainsi, de proche en proche, 

déduire les taux zéro-coupon pour toutes les périodes. Nous pouvons donc en déduire une 

formule générale permettant de calculer le taux zéro-coupon de maturité n années : 

𝒕𝒛𝒏 =  
𝟏 + 𝑪𝒏

𝟏𝟎𝟎 − 𝑪𝒏  (𝟏 + 𝒕𝒛𝒊)
−𝒊𝒏−𝟏

𝒊=𝟏

 

𝟏
𝒏

− 𝟏 

Tout comme les taux de rendement actuariels, les taux d’intérêts zéro-coupon peuvent 

être utilisés pour obtenir une structure par terme des taux d’intérêts. Il est, a priori, plus juste 

d’utiliser ces derniers pour mesurer la déformation des taux en fonction des échéances dans la 

mesure où ils ne sont pas sensibles aux coupons distribués. 
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Chapitre 2 : modèles de reconstitution de la courbe des taux 
 

La reconstitution de la courbe des taux est rendue nécessaire par le fait qu’il n’existe 

pas suffisamment d’obligation zéro-coupon cotées sur le marché. Par conséquent, il n’est pas 

possible d’obtenir les taux zéro-coupon pour un continuum de maturité. En outre, les 

obligations zéro-coupon ont souvent une moindre liquidité que les obligations à coupons.  

1- Méthodes directes de reconstitution 

Il s’agit de techniques d’interpolation l'interpolation est une opération mathématique 

permettant de construire une courbe à partir de la donnée d'un nombre fini de points, ou une 

fonction à partir de la donnée d'un nombre fini de valeurs. La solution du problème 

d'interpolation passe par les points prescrits, et, suivant le type d'interpolation, il lui est 

demandé de vérifier des propriétés supplémentaires. Il existe plusieurs types d’interpolation 

(interpolation linéaire, interpolation cubique, interpolation polynomiale …etc.). Le type le 

plus simple est l'interpolation linéaire. 

Dans ce travail, l’interpolation permettra d’obtenir les taux d’intérêts pour les 

maturités qui manquent dans la base de données.  

1-1- Interpolation linéaire: 

Effectuer une interpolation linéaire entre deux points de la courbe représentative d’une 

fonction consiste à supposer qu’entre ces deux points, la fonction peut être remplacée par une 

fonction affine.  Dans ce cas nous construisons une courbe d’interpolation qui est une 

succession de segments. Par exemple : nous connaissons le taux zéro-coupon 𝑅𝑖  de maturité 𝑡𝑖  
i et le taux zéro-coupon 𝑅𝑗  de maturité 𝑡𝑗  , et nous souhaitons interpoler le taux 𝑅𝑘  de maturité 

𝑡𝑘  avec 𝑡𝑘 ∈  𝑡𝑖 ; 𝑡𝑗  . 

 Nous calculons alors le taux 𝑅𝑘  par la formule : 

𝑅𝑘 =
 𝑡𝑗 − 𝑡𝑘 × 𝑅𝑖 +  𝑡𝑘 − 𝑡𝑖 × 𝑅𝑗

𝑡𝑗 − 𝑡𝑖
 

1-2- Interpolation cubique:  

On procède à une interpolation cubique par segment de courbes. nous définissons un 

premier segment entre t1 et t4 où l’on dispose de 4 taux R(0, t1), R(0, t2), R(0, t3), R(0, t4).  

Le taux R(0, t) de maturité t est défini par : 

𝑅 0, 𝑡 = 𝑎𝑡3 + 𝑏𝑡2 + 𝑐𝑡 + 𝑑 

sous la contrainte que la courbe passe par les quatre points de marché R(0, t1), R(0, t2),      

R(0, t3), R(0, t4). D’où le système à résoudre: 

 
 
 

 
 𝑅 0, 𝑡1 = 𝑎𝑡1

3 + 𝑏𝑡1
2 + 𝑐𝑡1 + 𝑑

𝑅 0, 𝑡2 = 𝑎𝑡2
3 + 𝑏𝑡2

2 + 𝑐𝑡2 + 𝑑

𝑅 0, 𝑡3 = 𝑎𝑡3
3 + 𝑏𝑡3

2 + 𝑐𝑡3 + 𝑑

𝑅 0, 𝑡4 = 𝑎𝑡4
3 + 𝑏𝑡4

2 + 𝑐𝑡4 + 𝑑

  

De façon matricielle, on résout ce système par :  
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𝑎
𝑏
𝑐
𝑑

 

 
 

=

 

 
 

𝑡1
3    𝑡1

2    𝑡1   1

𝑡2
3    𝑡2

2    𝑡2   1

𝑡3
3    𝑡3

2    𝑡3   1

𝑡4
3    𝑡4

2    𝑡4   1 

 
 

−1

×

 

  
 

𝑅 0, 𝑡1 

𝑅 0, 𝑡2 

𝑅 0, 𝑡3 

𝑅 0, 𝑡4 

 

  
 

 

 

2- Méthodes indirectes de reconstitution  

Ce sont les méthodes les plus utilisées en pratique. Ces méthodes reposent sur le 

principe suivant :  

Pour un panier d’obligations à coupons, il s’agit de la minimisation de l’écart au carré 

entre les prix de marché et les prix reconstitués à l’aide d’une forme a priori spécifiée des taux 

zéro-coupon ou de la fonction d’actualisation. 

Soit un panier constitué de n titres. On note à la date t: 

       𝑃𝑡
𝑗
 : Prix de marché du j ème titre. 

      𝑃 𝑡
𝑗
  : Prix théorique du j ème titre. 

       𝐹𝑡
𝑗
 : Flux futur du j ème titre tombant à la date s (s > t). 

L’idée consiste à trouver le vecteur des paramètres  β  tel que : 

Min
𝛽

  𝑃𝑡
𝑗
− 𝑃 𝑡

𝑗
 

2
𝑛

𝑗=1

 

On distingue deux grandes classes de modèles: 

 les modèles type Nelson et Siegel fondés sur une modélisation des taux zéro-

coupon. Le prix théorique s’écrit: 

𝑃 𝑡
𝑗

=  𝐹𝑠
𝑗
𝐵 𝑡, 𝑠 =  𝐹𝑠

𝑗

𝑠𝑠

. 𝑒− 𝑠−𝑡 .𝑔(𝑠−𝑡;𝛽) 

g est la fonctionnelle des taux zéro-coupon. Le prix de l’obligation est une fonction 

non linéaire des paramètres d’estimation. La résolution d’un tel problème s’effectue à l’aide 

d’un algorithme de Newton modifié. 

 les modèles à Splines fondés sur une modélisation de la fonction 

d’actualisation. 

𝑃 𝑡
𝑗

=  𝐹𝑠
𝑗
𝐵(𝑡, 𝑠)

𝑠

=  𝐹𝑠
𝑗

𝑠

𝑓(𝑠 − 𝑡; 𝛽) 

f est une fonction linéaire des paramètres d’estimation. Par conséquent, le prix de 

l’obligation est également une fonction linéaire des paramètres d’estimation La résolution 

d’un tel problème est donc matricielle. 

2-1- Modèle de Nelson et Siegel 

2-1-1- Théorie du modèle de Nelson et Siegel 

Nelson et Siegel (1987) proposent une classe de fonctions mathématiques pour estimer 

la structure par terme des taux d’intérêts à une date donnée. La courbe des taux à terme 
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résultante de l’approximation de Nelson et Siegel est la solution d’une équation différentielle 

de second ordre :  

𝑓 0, 𝑇 = 𝛽1 + 𝛽2 exp  −
𝑇

𝜏
 + 𝛽3  

𝑇

𝜏
 exp  −

𝑇

𝜏
  

 𝑅 0, 𝑇   : Taux zéro-coupon de maturité T ;  

 0: facteur de niveau; il s’agit du taux long ; 

 1: facteur de rotation; il s’agit de l’écart entre le taux court et le taux long ; 

 2: facteur de courbure ; 

 : Paramètre d’échelle destiné à rester fixe au cours du temps.  

On détermine les paramètres 𝛽0, 𝛽1 𝑒𝑡 𝛽2 en utilisant les conditions initiales, et 𝜏 est 

une constante associée à l’équation. La courbe des taux spot obtenue est sous la forme : 

𝑅 0, 𝑇 = 𝛽0 + 𝛽1  
1 − exp⁡(−

𝑇
𝜏)

𝑇
𝜏

 + 𝛽2  
1 − exp⁡(−

𝑇
𝜏)

𝑇
𝜏

− exp⁡(−
𝑇

𝜏
)  

Plusieurs raisons ont fait de Nelson et Siegel une méthode très populaire d’estimation 

de la structure par terme. D’abord, c’est une méthode qui fournit une approximation 

parcimonieuse de la courbe des taux en utilisant un nombre limité de paramètres. Les trois 

composantes (1,
1−exp ⁡(−

𝑇

𝜏
)

𝑇

𝜏

,
1−exp ⁡(−

𝑇

𝜏
)

𝑇

𝜏

− exp⁡(−
𝑇

𝜏
) ) donnent au modèle plus de flexibilité 

pour capturer une gamme de formes qui peuvent s’adapter à des configurations des marchés 

très différentes. 

En outre, nous pouvons à l’aide de ce modèle produire une courbe des taux qui 

commence par une valeur du taux court instantané facilement calculé (𝛽1 + 𝛽2) et se termine 

par une valeur finie du taux à une maturité infinie (𝛽1). En effet, à un instant t donné:  

lim
𝑇→∞

𝑅 𝑡, 𝑇 =𝛽1(𝑡)  𝑒𝑡 lim
𝑇→0

𝑅 𝑡, 𝑇 =𝛽1(𝑡) + 𝛽2(𝑡) 

2-1-2- Application  du modèle de Nelson et Siegel : 

Les méthodes de minimisation par les algorithmes de résolution numérique, telle la 

méthode de Newton Raphson, exigent l’introduction de valeurs initiales pour les quatre 

paramètres de la fonctionnelle de Nelson Siegel et des contraintes sur ces paramètres. Et 

puisque le Solveur d’Excel est très sensible aux paramètres initiaux, le choix de c’est 

paramètres sera déterminant dans la précision et la justesse des résultats.  

Ainsi, pour chaque date : 

 Le premier paramètre qui est le facteur de niveau, prendra comme valeur initial la 

valeur du taux long, soit le taux 10 ans de la courbe empirique. 

 Le deuxième paramètre est le facteur de rotation, sa valeur initiale sera prise comme le 

Spread de taux (la différence entre le taux court (13 semaine) et le taux long (10 ans)). 

 Le troisième paramètre qui est le facteur de courbure, prendra comme valeur initiale 0, 

nous supposons donc que la courbe est initialement plate.  

 Le paramètre d’échelle  qui devrait  être fixe indique la position de la courbure de la 

courbe des taux, nous prendrons comme valeur initiale 5ans. En effet, si la courbe des 

taux présente une courbure, elle se positionne Généralement à la limite du moyen  et du  

long terme.  
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Figure 15 : L’implémentation du modèle de Nelson et Siegel sous Excel 

 

Nous remarquons que le paramètre  est très proche de la valeur cinq prise comme 

valeur initiale pour presque toutes les dates conformément au cas général.  

Par ailleurs, nous remarquons que ce modèle à trois facteurs ne donne pas un bon 

ajustement pour les maturités inférieures à 2 ans. 

2-1-3- Limites du modèle de Nelson et Siegel : 

Le modèle de Nelson et Siegel ne permet pas de reconstituer toutes les formes de 

courbes de taux que l’on peut rencontrer sur le marché, en particulier les formes à une bosse 

et un creux. En plus, il manque de souplesse d’ajustement pour les maturités supérieures à 7 

ans si bien que les obligations de telles maturités sont parfois mal évaluées par le modèle.  

Le premier inconvénient peut être levé en utilisant le modèle de Svensson ou modèle 

de Nelson-Siegel augmenté. 

2-2- Nelson et Siegel augmenté ou modèle de Svensson 

2-2-1-Théorie du modèle de Svensson : 

Les formes de la structure par terme des taux présentent, en période de troubles 

importants sur les marchés, des configurations parfois complexes pour les maturités très 

courtes. Pour tenir compte de ces possibilités et pour accroître la flexibilité de la fonction de 

base, Svensson (1994) a proposé d’ajouter deux paramètres supplémentaires dans l’équation 

de détermination du taux à terme. La formulation du taux zéro coupon qui en découle est 

donnée par la relation suivante : 

𝑅 0, 𝜃 = 𝛽0 + 𝛽1  
1 − exp⁡(−

𝜃
𝜏1

)

𝜃
𝜏1

 + 𝛽2  
1 − exp⁡(−

𝜃
𝜏1

)

𝜃
𝜏1

− exp⁡(−
𝜃

𝜏1
) 

+ 𝛽3  
1 − exp⁡(−

𝜃
𝜏2

)

𝜃
𝜏2

− exp⁡(−
𝜃

𝜏2
)  
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3 : paramètre de courbure supplémentaire qui a surtout une influence sur la partie 

courte de la courbe ; 

2 : paramètre d’échelle. 

Ce modèle présente les mêmes propriétés que le modèle de Nelson et Siegel pour les 

valeurs extrêmes de la maturité. Les deux derniers termes du membre de droite se  distinguent 

uniquement par leurs paramètres (𝜏1 et 𝛽2  d’une part, 𝜏2 et 𝛽3  de l’autre). Leurs rôles 

respectifs est de capter les inflexions de la courbe de taux pour des maturités différentes. 

Ainsi, cette extension donne plus de flexibilité à la courbe sur le secteur court terme.  

2-2-2- Application du modèle de Svensson : 

On estime les paramètres de ce modèle par la même procédure de minimisation décrite 

dans le modèle précédent. Nous considérons la valeur initiale 0 pour le paramètre  𝛽3 , et la 

valeur 1 pour le paramètre  𝜏2 puisqu’on veut corriger l’écart trouvé entre le modèle et la 

réalité au niveau des maturités courtes. 

Figure 16 : L’implémentation du modèle de Svensson sous Excel 

 
 

Effectivement, l’ajout d’un facteur supplémentaire au modèle de Nelson et Siegel a 

permis d’avoir une bonne qualité d’ajustement pour l’ensemble des maturités.  

Le reproche souvent formulé à l’encontre de cette classe de modèles est leur 

insuffisante flexibilité. En revanche les variables de ces modèles sont interprétables 

financièrement. Cette classe de modèles est en pratique le plus souvent utilisée pour l’analyse 

et la couverture du risque de taux de portefeuilles à flux connus. 

Nous allons à présent aborder les modèles à Splines qui sont beaucoup plus flexibles 

mais présentent au contraire des paramètres qui ne sont pas interprétables d’un point de vue 

financier. 

2-3- Modèle à Splines 

2-3-1- Théorie du modèle à Splines  

Les modèles à splines sont fondés sur une modélisation de la fonction d’actualisation. 

Les plus célèbres sont les Splines polynomiaux et les Splines exponentielles. Leur avantage 
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tient à leur grande flexibilité qui leur permet de reconstruire toutes les formes de courbe 

rencontrées sur le marché. Les modèles à splines reposent sur le principe suivant : 

Il faut d’abord faire le choix d’une forme spécifique pour la fonction d’actualisation 

définie précédemment. La méthode consiste à estimer les paramètres en minimisant l’écart au 

carré entre prix de marché et prix reconstitués. 

Rappelons que le prix théorique de la j-ème obligation s’écrit: 

𝑃 𝑡
𝑗

=  𝐹𝑠
𝑗
𝐵 𝑡, 𝑠 =  𝐹𝑠

𝑗
𝑓(𝑠 − 𝑡; 𝛽)

𝑠𝑠

 

où 𝐵 𝑡, 𝑡 = 1  constitue la contrainte de la minimisation. 

A une date t, on écrit: 

𝑃𝑗 = 𝑃 𝑗 + 𝜀𝑗  

où  𝜺𝒋  est la partie résiduelle non expliquée par le modèle.     

Les résidus vérifient les conditions suivantes: 

 en moyenne, ils sont nuls:  𝐸 𝜀𝑗  = 0 

 ils sont non corrélés entre eux:  𝐶𝑜𝑣 𝜀𝑗 ; 𝜀𝑘 = 0 

 il y a deux hypothèses possibles pour la variance : 

 soit on la suppose constante auquel cas les résidus sont homoscédastiques :  

𝑉 𝜀𝑗  = 𝜍2 

 soit elle varie pour chaque titre auquel cas les résidus sont hétéroscédastiques :   

𝑉 𝜀𝑗  = 𝜍2𝜔𝑗
2 

Quand on fait la première hypothèse, on constate que la partie courte de la courbe est 

mal estimée. Dans ce cas, le vecteur des paramètres  est obtenu par la méthode des Moindres 

Carrés Ordinaires sous contrainte. 

L’idée est donc de retenir la deuxième hypothèse en donnant plus de poids dans la 

minimisation aux obligations de maturité courte. Une façon de procéder est de choisir un 

poids égal à la duration de l’obligation: 

𝜔𝑗 = 𝐷𝑢𝑗  

Ce choix revient à résoudre le problème suivant: 

Min
𝛽

  
𝑃𝑡
𝑗
− 𝑃 𝑡

𝑗

𝑊𝑡
𝑗

 

2𝑛

𝑗=1

 

Dans ce cas, le vecteur des paramètres  β  est obtenu par les méthodes des moindres 

carrés ordinaires pondérés sous contrainte. Ce choix est rationnel: il revient à dire que plus 

une obligation a une maturité longue, plus difficile est son prix à estimer. 

Dans ce qui suit, nous allons nous restreindre à l’étude des modèles à splines 

polynomiaux. 

2-3-2-  Modélisation standard des splines polynomiaux 

Il est commun de considérer l’écriture standard comme dans l’exemple qui suit:   
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B 0, s =  

B0 s = d0 + c0s + b0s2 + a0s3 , sϵ 0,5 

B5 s = d1 + c1s + b1s2 + a1s3 , sϵ 5,10 

B10 s = d2 + c2s + b2s2 + a2s3 , sϵ 10,20 

  

La fonction d’actualisation compte ici 12 paramètres.  

On rajoute des contraintes de régularité sur cette fonction qui garantissent la 

continuité, la continuité de la dérivée première et de la dérivée seconde de cette fonction aux 

points de raccord 5 et 10. 

Pour i =0, 1 et 2                             
B0
 i  5 = B5

 i  5 

B10
 i  10 = B5

 i  10 
  

Et la contrainte qui porte sur le facteur d’actualisation:  B0 0 = 1 

En utilisant l’ensemble de ces 7 contraintes, le nombre de paramètres à estimer tombe à 5: 

B 0, s =

 
 
 

 
 B0 s = d0 + c0s + b0s2 + a0s3  , sϵ 0,5 

B5 s = 1 + c0s + b0s2 + a0 s
3 −  s − 5 3 + a1 s − 5 3  , sϵ 5,10 

B10 s = 1 + c0s + b0s2 + a0 s
3 −  s − 5 3 

+a1[ s − 5 3 −  s − 10 3] + a2 s − 10 3 , sϵ 10,20 

  

Le système précédent peut être écrit sous la forme suivante: 

B 0, s = 1 + c0s + b0s2 +  a1 − a0 . (s − 5)+
3 +  a2 − a1 . (s − 10)+

3  pour sϵ[0,20] 

où  (s − θ)+
3 = [Max  s − θ , 0 ]3  est la fonction dite bornée de puissance.  

2-3-3- Application du modèle : 

Puisque les données utilisées correspondent à des zéro-coupon de maturités comprises 

entre 13 semaines et 10 ans, nous ignorons le dernier terme de l’équation précédente.  

L’équation devient ainsi : 

B 0, s = 1 + c0s + b0s2 +  a1 − a0 . (s − 5)+
3    pour sϵ[0,10] 

La figure suivante présente le modèle à splines appliqué à la courbe des taux du 

30/12/2009. Les valeurs obtenues des paramètres après minimisation des écarts au carré 

pondérés sont : 

a0 = 6,74 × 10−5  ;  a1 = 4,87 × 10−5 ;  b0 = −7,89 × 10−4   𝑒𝑡  c0 = −3,28 × 10−2   
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Figure 17 : L’implémentation du modèle à splines polynomiaux sous Excel 

 

 

Nous constatons que la courbe du modèle s’ajuste parfaitement avec la courbe 

empirique. Ainsi, comme nous avons dit précédemment, les modèles à Splines sont beaucoup 

plus flexibles par rapport aux modèles de la classe Nelson et Siegel, mais présentent des 

paramètres qui ne sont pas interprétables d’un point de vue financier. 
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Chapitre 3 : Modèles stochastiques de la courbe des taux 
 

Depuis une trentaine d’années, les modèles d’évaluation de structure temporelle des 

taux d’intérêts ont beaucoup inspiré les chercheurs. Ces modèles d’évaluation peuvent être 

classés en trois catégories selon l’approche utilisée. Nous trouvons d’abord les modèles 

d’équilibre partiel qui, à partir d’hypothèses relatives au comportement de la variable jugée 

pertinente (ou éventuellement de plusieurs variables), dérivent les équations de prix en 

s’appuyant sur un raisonnement d’arbitrage. Parmi ces modèles citons par exemple celui de 

Vasicek (1977) qui comporte une variable d’état et celui de Brennan et Schwartz (1979) qui 

en compte deux. Ensuite, un peu plus ambitieux sont les modèles d’équilibre général, tels que 

le modèle de Cox, Ingersoll et Ross (1985) (CIR), qui tente de construire ces équations de 

prix à partir d’une description globale de l’économie et d’hypothèses sur les fonctions 

d’utilité des investisseurs. Enfin les modèles de déformation adoptent une approche 

diamétralement opposée puisqu’ils partent de la structure des taux d’intérêts observés et lui 

font subir des chocs. Le modèle de Ho et Lee (1986) ainsi que sa généralisation proposée par 

Heath, Jarrow et Morton (1992) (HJM) sont sans aucun doute les plus connus dans cette 

catégorie.   

Ce chapitre est consacré à l’étude de modèles des trois catégories. Nous allons prendre 

le modèle de Vasicek comme exemple pour la première catégorie, et celui de CIR pour la 

deuxième. Le choix du taux à court terme comme variable d’état est une caractéristique 

commune aux deux modèles qui se différencient par les hypothèses que l’on pose quant au 

comportement de cette variable. Ces hypothèses prennent la forme d’un processus 

stochastique censé présenter adéquatement le comportement de la variable d’état qui y est 

associée. Nous pouvons en toute logique s’attendre à ce que les processus mettant en œuvre 

un plus grand nombre de paramètres obtiennent de meilleurs scores mais la complexité du 

processus rend difficile l’obtention d’une solution au problème d’évaluation de l’actif 

considéré. Il s’agit donc de trouver un bon compromis sous la forme d’un processus qui allie 

une certaine simplicité dans la formulation et une bonne représentation du comportement de 

la variable d’état.   

Concernant la troisième catégorie de modèles, nous allons considérer un modèle HJM 

multifactoriel. HJM se propose de modéliser l’ensemble de la structure à terme des taux 

d’intérêts du point de vue de la théorie d’arbitrage. Il ne propose pas une structure dynamique 

spécifique, mais plutôt un cadre de travail. Pour cette raison, nous allons le calibrer en se 

basant sur les techniques d’Analyse en Composante Principale (ACP). 

1- Modèles d’arbitrage à une seule variable d’état : 

L’élaboration du modèle théorique nécessite la présence de certaines hypothèses qui 

sont, en réalité, généralement non vérifiées mais qui restent le départ du fondement théorique.  

1-1- Hypothèse du modèle : 

 Il n’existe aucun coût de transaction, taxe, ou problème d’indivisibilité des 

actifs.  

 Les marchés sont ouverts continûment.  

 Il existe un marché pour l’emprunt et le prêt instantané au taux r, et pour les 

prêts et emprunts de durée supérieure. Les titres de créance sont des bons sans coupon, de 

valeur faciale unitaire, exempts de tout risque de défaut. Le taux r ainsi que les prix des 

divers bons sont déterminés de façon endogène.  
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 Les investisseurs sont insatiables, et suffisamment tolérants vis-à-vis du risque 

pour pouvoir accepter de détenir un actif risqué ayant une espérance de rendement finie.  

 L’information pertinente pour les investisseurs est représentée par la valeur 

courante d’un vecteur Y de N variables d’état.   

 Tous les investisseurs sont persuadés que l’économie est telle qu’elle est 

présentée dans l’hypothèse 5, et ont des croyances homogènes quant à la valeur des 

paramètres du modèle.  

Après avoir citer les hypothèses du modèle, nous nous penchons sur le fondement 

théorique du modèle d’arbitrage à une seule variable d’état où l’on suppose que le taux court 

est l’unique variable aléatoire déterminant la courbe des taux.  Dans ce modèle, les 

changements du taux court sont décrits par l’équation différentielle stochastique  suivante : 

𝑑𝑟 𝑡 = 𝜇(𝑟, 𝑡)𝑑𝑡 + 𝜍(𝑟, 𝑡)𝑑𝑊(𝑡) 

Dans cette équation, tous les éléments sont des scalaires. Le taux court suit un 

processus d’Itô, 𝜇(𝑟, 𝑡) désigne l’espérance du changement instantané de r(t), et ζ²(r,t) est 

égal à la variance de ce même changement. 

1-2- Lien entre le taux court et le prix des obligations  

Si le taux court est considéré comme l’aléa fondamental qui affecte l’économie, le prix 

P(t, T) d’une obligation, d’échéance  T  en  t, sera déterminé par l’évolution attendue du taux 

court entre t et T.  Le processus r(t) étant supposé d’Itô, il suffit de poser : 

P(t, T)  =  P(r, t, T) 

Cette hypothèse, qui prépare l’application du lemme d’Itô au processus  P(r, t, T), 

signifie que le taux court r(t) représente l’information pertinente pour les investisseurs, et que 

ceux-ci vont donc ajuster leur comportement à son évolution prévue. De ce fait, un lien est 

créé, via les comportements du marché, entre le taux court et la structure par terme.  

L’équation P(t, T) =P (r, t, T) peut avoir Trois lectures : 

 toute l’information pertinente pour les investisseurs est concentrée, à chaque instant, 

dans la valeur courante du taux court ;  

 la connaissance de r(t) est suffisante pour former les meilleures anticipations possibles 

à l’instant t ;  

 pour chaque niveau du taux court, une et une seule  forme de structure des taux est 

possible. 

Le lemme d’Itô permet d’écrire : 

𝑑𝑃(𝑟, 𝑡, 𝑇)

𝑃(𝑟, 𝑡, 𝑇)
= 𝛼 𝑟, 𝑡, 𝑇 𝑑𝑡 + 𝛿 𝑟, 𝑡, 𝑇 𝑑𝑊(𝑡) 

Où :       𝛼 𝑟, 𝑡, 𝑇 =
1

𝑃
 

1

2
𝜍2 𝑟, 𝑡 𝑃𝑟𝑟 + 𝜇 𝑟, 𝑡 𝑃𝑟 + 𝑃𝑡   et    𝛿 𝑟, 𝑡, 𝑇 =

1

𝑃
 𝜍 𝑟, 𝑡 𝑃𝑟  

Avec 𝛼 𝑟, 𝑡, 𝑇  : l’espérance mathématique du rendement instantané  de l’obligation et 

𝛿 𝑟, 𝑡, 𝑇  : la volatilité non-anticipée, engendrée par les fluctuations imprévues du taux court. 

𝑃𝑟  et 𝑃𝑟𝑟  représentent respectivement la dérivée partielle première et la dérivée partielle 

seconde de P par rapport au taux court r(t).  

Le lien entre taux court et prix étant ainsi établi, nous pouvons maintenant invoquer la 

condition d’arbitrage. 
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1-3- Condition d’arbitrage 

Nous allons construire un portefeuille comportant deux types d’obligation  sans risque 

sur le prochain instant ; les obligations d’échéance  𝑇1 et 𝑇2 , détenues dans des proportions 

respectives :  𝑤1  et  𝑤2 = 1 − 𝑤1 . 

La valeur W(t) de ce portefeuille évolue au taux : 

𝑑𝑊

𝑊
=  𝑤1 

𝑑𝑃(𝑟, 𝑡, 𝑇1)

𝑃(𝑟, 𝑡, 𝑇1)
+  𝑤2 

𝑑𝑃(𝑟, 𝑡, 𝑇2)

𝑃(𝑟, 𝑡, 𝑇2)
 

Soit :   
𝑑𝑊

𝑊
=   𝑤1 𝛼 𝑟, 𝑡, 𝑇1 +  𝑤2 𝛼 𝑟, 𝑡, 𝑇2  𝑑𝑡 +   𝑤1 𝛿 𝑟, 𝑡, 𝑇1 +  𝑤2 𝛿 𝑟, 𝑡, 𝑇2  𝑑𝑊(𝑡)     

 Pour que son rendement soit certain, il suffit de choisir w1 et w2 tels que :  

 𝑤1 𝛿 𝑟, 𝑡, 𝑇1 +  𝑤2 𝛿 𝑟, 𝑡, 𝑇2 = 0 

Et puisque le rendement du portefeuille est égal au taux d’un actif sans risque, nous aurons :  

 𝑤1 𝛼 𝑟, 𝑡, 𝑇1 +  𝑤2 𝛼 𝑟, 𝑡, 𝑇2 = 𝑟(𝑡) 

 Et du fait que w1+w2=1 nous aurons :  

 𝑤1  𝛼 𝑟, 𝑡, 𝑇1 − 𝑟(𝑡) +  𝑤2  𝛼 𝑟, 𝑡, 𝑇2 − 𝑟(𝑡) = 0 

Nous aurons ainsi le système :  

 
𝛼 𝑟, 𝑡, 𝑇1 − 𝑟(𝑡) 𝛼 𝑟, 𝑡, 𝑇2 − 𝑟(𝑡)

𝛿 𝑟, 𝑡, 𝑇1 𝛿 𝑟, 𝑡, 𝑇2 
 ×  

 𝑤1 

 𝑤2 
 =  

0
0
  

Ce système n’admet de solution non-triviale que si son déterminant est nul. Il vient :  

𝛼 𝑟, 𝑡, 𝑇1 − 𝑟(𝑡)

𝛿 𝑟, 𝑡, 𝑇1 
=
𝛼 𝑟, 𝑡, 𝑇2 − 𝑟(𝑡)

𝛿 𝑟, 𝑡, 𝑇2 
 

Le rapport ci-dessus est indépendant des échéances 𝑇1 et 𝑇2 choisies. Nous pouvons donc 

écrire pour toute échéance T : 

𝛼 𝑟, 𝑡, 𝑇 − 𝑟(𝑡)

𝛿 𝑟, 𝑡, 𝑇 
= 𝜆𝑇(𝑟, 𝑡) 

Cette égalité représente la contrainte qui fonde l’existence d’une structure des taux 

d’intérêts.  𝜆𝑇(𝑟, 𝑡) s’interprète comme la prime unitaire offerte pour  le risque engendré par 

les fluctuations imprévues du taux court, à l’instant t.  

En multipliant 𝜆𝑇(𝑟, 𝑡)  par  ζ, nous obtenons une mesure du prix accordé au risque 

fondamental total porté par le taux court. Nous noterons 𝜆𝑟 = 𝜍𝜆𝑇   la prime unitaire de risque 

de taux d’intérêts.   

Nous pouvons exprimer la prime de terme sous la forme  𝜙 𝑟, 𝑡, 𝑇 = 𝜆𝑟
𝑃𝑟

𝑃
. Cette 

expression fait apparaître 𝜆𝑟   comme la prime d’équilibre pour une sensibilité unitaire aux 

variations du taux d’intérêt.   

1-4- Equation de la structure par terme 

L’équation de structure par terme est donnée par :  

1

2
𝜍2𝑃𝑟𝑟 +  𝜇 − 𝜆𝑇 𝑃𝑟 − 𝑟𝑃 + 𝑃𝑡 = 0 

La résolution de cette équation différentielle, sous la condition terminale P(r, T, T) =1, 

fournit la structure des prix P(r, t, T).  
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La solution de l’équation différentielle s’exprime sous la forme générale suivante :  

𝑃 𝑟, 𝑡, 𝑇 = 𝐸𝑟,𝑇  exp⁡ − 𝑟 𝑢 𝑑𝑢 −
1

2
 𝜆𝑇

2  𝑟, 𝑢 𝑑𝑢 +  𝜆𝑇 𝑟, 𝑢 𝑑𝑊(𝑢)

𝑇

𝑡

𝑇

𝑡

𝑇

𝑡

   

La formule exacte du prix est soumise à une spécification précise des variables 𝜇(𝑟, 𝑡), 

𝜍(𝑟, 𝑡), et  𝜆𝑇(𝑟, 𝑡), qui restent totalement exogènes au modèle.   

Ainsi, pour obtenir une forme explicite de la structure par terme des taux nous allons 

essayer de traiter deux des processus les plus utilisés dans la modélisation du taux court. Soit 

le processus d’Ornstein-Uhlenbeck utilisé par Vasicek et le processus « racine carrée » 

proposé par Cox Ingersoll et Ross.  

2- Modèle de Vasicek 

2-1- Théorie du modèle de Vasicek 

2-1-1- Processus d’Ornstein-Ulhenbeck  : 

Le modèle de Vasicek (1977) est fondé sur l’idée que le taux court est le seul 

paramètre qui régit les prix des titres obligataires, que celui-ci est censé suivre un processus 

d’Ornstein - Uhlenbeck dont l’évolution stochastique obéit à l’équation différentielle de type : 

𝑑𝑟 𝑡 = 𝑎 𝑏 − 𝑟(𝑡) 𝑑𝑡 + 𝜍𝑑𝑊(𝑡) 

où 

o r(t): taux court en t (assimilable au taux JJ). 

o b: moyenne sur long terme du taux court. 

o a: désigne la vitesse d’ajustement du taux court actuel vers sa moyenne de long 

terme b. 

o W(t): mouvement brownien standard. 

Cette modélisation permet de prendre en compte l’effet de retour  à la moyenne 

constatée sur les taux d’intérêts. En effet, des valeurs élevées des taux ont tendance à être 

suivies plus fréquemment par des baisses que par des hausses. L’effet inverse est également 

constaté pour des niveaux de taux inhabituellement bas. 

Lorsque r(t) est éloigné de b, l’espérance de variation instantanée de r(t), égale à a(b-

r(t)) est positive si r(t) < b. Dans ce cas, le taux court a tendance à augmenter, se rapprochant 

de la moyenne sur long terme d’autant plus intensément qu’il s’en est écarté et que le 

paramètre a est grand. 

A l’inverse, si r(t) > b, l’espérance de variation instantanée de r(t) est négative et r(t) 

diminue dans le temps pour se rapprocher de b. 

Ainsi, selon ce processus, le taux court subit deux contraintes d’évolution. La première 

représente l’aptitude du taux d’intérêt à reprendre sa valeur moyenne à long terme (b) tandis 

que la seconde a pour objectif de faire fluctuer le taux court autour de sa valeur moyenne à la 

vitesse a d’autant plus rapide qu’il s’en écarte davantage.  

2-1-2- Solution de l’équation différentielle : 

Rappelons que l’équation  𝑑𝑟 𝑡 = 𝑎 𝑏 − 𝑟(𝑡) 𝑑𝑡 + 𝜍𝑑𝑊(𝑡) exprimée dans l’univers 

historique ne suffit pas à définir le prix des zéro-coupons, et doit être complétée par la forme 

de la prime de risque. Celle-ci est choisie constante dans le modèle de Vasicek, ce qui permet 
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de conserver la même forme de la dynamique dans l’univers corrigé du risque. La solution de 

cette équation s’écrit donc sous la forme : 

𝑟𝑡 = 𝑟0𝑒
−𝑎𝑡 + 𝑏 1 − 𝑒−𝑎𝑡  + 𝜍𝑒−𝑎𝑡  𝑒𝑎𝑠𝑑𝑊(𝑠)

𝑡

0

 

En posant η = T– t, la solution à l’équation différentielle partielle à laquelle doit obéir 

le prix d’un titre est la suivante : 

𝑃 𝑡, 𝑇 = 𝐴(𝑡, 𝑇)𝑒−𝐵 𝑡,𝑇 𝑟(𝑡) 

Où :                                                    𝐵 𝑡, 𝑇 =
1−𝑒−𝑎(𝑇−𝑡)

𝑎
 

𝐴 𝑡, 𝑇 = exp   B t, T − (T − t) 𝑅 ∞ −
ζ2B(t, T)2

4a
  

o 𝑅 ∞ = 𝑏 +
𝜍𝜋

𝑎
−

1

2

𝜍2

𝑎2
   représente le taux implicite à long terme ; 

o 𝜋 correspond à la prime de risque supposée constante. 

La difficulté inhérente à l’utilisation du modèle de Vasicek est liée à la spécification 

d’une prime de risque. Celle-ci est indépendante de la durée de vie des titres et n’est pas 

unique pour toutes les obligations de l’échantillon. Elle ne peut être obtenue 

qu’arbitrairement, par minimisation des écarts entre les prix observés et les prix estimés à 

l’aide du modèle.  

La mise en œuvre pratique des processus stochastiques, tels que le processus 

d’Ornstein-Uhlenbeck et le processus racine carrée, nécessite de les discrétiser, que ce soit 

pour l’estimation des paramètres ou pour la simulation des trajectoires. En effet les données 

disponibles  étant discrètes, l’estimation des paramètres des modèles en temps continu n’est 

pas immédiate.  

2-1-3- Discrétisation exacte du processus d’Ornstein-Ulhenbeck : 

Un processus X admet une discrétisation exacte dès lors que l’on peut résoudre 

explicitement l’EDS qui lui est associée. C’est notamment le cas du mouvement brownien 

géométrique retenu par Black et Scholes (1973) pour modéliser le cours d’une action ou 

encore celui du processus d’Ornstein-Ulhenbeck retenu par VASICEK [1977] pour modéliser 

le taux d’intérêt instantané r : 

𝑑𝑟 𝑡 = 𝑎 𝑏 − 𝑟(𝑡) 𝑑𝑡 + 𝜍𝑑𝑊(𝑡) 

Dont la solution est : 

𝑟𝑡 = 𝑟0𝑒
−𝑎𝑡 + 𝑏 1 − 𝑒−𝑎𝑡  + 𝜍𝑒−𝑎𝑡  𝑒𝑎𝑠𝑑𝑊(𝑠)

𝑡

0

 

Les propriétés de l’intégrale d’une fonction déterministe par rapport à un mouvement 

brownien conduisent à la discrétisation exacte : 

𝑟𝑡+1 = 𝑟𝑡𝑒
−𝑎 + 𝑏 1 − 𝑒−𝑎 + 𝜍 

1 − 𝑒−2𝑎

2𝑎
𝜀 

où ε est une variable aléatoire de loi normale centrée réduite. 
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2-1-4- Estimation des paramètres : 

L’estimation des paramètres du processus d’Ornstein – Uhlenbeck peut s’effectuer en 

recourant soit à la méthode des moindres carrés ordinaires, soit à celle du maximum de 

vraisemblance qui nécessitent la normalité de la distribution des taux. A quelques différences 

près, les deux méthodes d’estimation aboutissent aux mêmes résultats. Ici, nous avons eu 

recours à la méthode des moindres carrés ordinaires. Le point de départ de cette méthode 

consiste à régresser la série des taux courts à l’aide de la formule suivante : 

𝑟𝑡 − 𝑟𝑡−1 = 𝑏 1 − 𝑒−𝑎 +  𝑒−𝑎 − 1 𝑟𝑡−1 + 𝜀𝑡  

Ou bien :                                  𝑟𝑡 = 𝑏 1 − 𝑒−𝑎 + 𝑒−𝑎𝑟𝑡−1 + 𝜀𝑡  

Avec :  𝜀𝑡~𝑁  0,
𝜍2

2𝑎
(1 − 𝑒−2𝑎)  et correspond au résidu de la régression. 

Cette équation indique que les taux courts s’ajustent suivant un processus auto 

régressif d’ordre1, hypothèse qu’on vérifiera pour les données utilisées dans l’estimation. 

2-2- Application du modèle de Vasicek 

La régression décrite ci-dessus sera effectuée à partir des observations quotidiennes du 

Taux Moyen Pondéré (TMP) du marché monétaire interbancaire, sur la période allant du 1er 

Juin 2005 au 22 Mars 2010.  

Pour utiliser la méthode des moindres carrés dans l’estimation des paramètres du 

processus  d’Ornstein – Uhlenbeck, nous vérifions dans un premier temps la normalité de 

l’échantillon des taux moyens pondérés par le test de Jarque & Bera. 

Figure 18 : Histogramme et statistiques descriptives de la série des TMP 

 
La valeur obtenue pour la statistique de Jarque & Bera (0,82) est inférieure à la valeur 

critique du test au niveau 95% (5,991). Nous remarquons aussi que le coefficient d’asymétrie 

(Skewness) est presque nul, et que le coefficient d’aplatissement (Kurtosis)  est assez proche 

de 3. Nous acceptons alors l’hypothèse de normalité des taux courts TMP. 

Comme nous avons déjà vu, l’équation de discrétisation du processus d’Ornstein-

Uhlenbeck indique que les taux courts s’ajustent suivant un processus auto régressif d’ordre1.  
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Un processus stationnaire 𝑋 = (𝑋𝑛)𝑛𝜖ℤ est dit autorégressif (AR) s’il existe p ∈ IN et 

un vecteur déterministe noté (𝑎1, … , 𝑎𝑝)∗𝜖ℝ𝑝  , tels que : 

∀𝑛𝜖ℤ,    𝑋𝑛 + 𝑎1𝑋𝑛−1 + ⋯+ 𝑎𝑝𝑋𝑛−𝑝 = 𝑈𝑛  

Où 𝑈 = (𝑈𝑛)𝑛𝜖ℤ est un bruit blanc centré de variance 𝑠2 > 0 et tel que ∀𝑛𝜖ℤ, 𝑈𝑛  est 

indépendant de (𝑋𝑛−1, 𝑋𝑛−2, … ). 

D’où, il est indispensable de vérifier l’hypothèse de stationnarité de la série des taux 

courts. Nous appliquons alors le test de Dickey-Fuller augmenté. 

L’application de ce test sur Eviews donne le tableau suivant : 

Table 9 : Résultats du test de la racine unitaire appliqué à la série des TMP 

Null Hypothesis: TMP has a unit root  

Exogenous: Constant   

Lag Length: 7 (Automatic based on SIC, MAXLAG=24) 

     
        t-Statistic   Prob.* 

     
     Augmented Dickey-Fuller test statistic -5.240868  0.0000 

Test critical values: 1% level  -3.433993  

 5% level  -2.863036  

 10% level  -2.567614  

     
     *MacKinnon (1996) one-sided p-values.  

     

La série des TMP est donc stationnaire pour un niveau de confiance de 95%, car nous 

avons : -5, 240868 < -2,863036.  

Le théorème suivant permet de déterminer l’ordre du processus autorégressif des taux 

courts.  

Théorème : Soit X un processus autorégressif et b sa fonction d’auto-corrélation 

partielle. Il est d’ordre p si et seulement si b(q) = 0 pour tout q > p. 

Désignons par 𝑃𝐴𝐶𝑖  , le coefficient d'auto corrélation partielle d'ordre i et testons 

l'hypothèse: 

𝐻0: 𝑃𝐴𝐶𝑖 = 0     𝑉𝑆     𝐻1: 𝑃𝐴𝐶𝑖 ≠ 0 𝑝𝑜𝑢𝑟 𝑡𝑜𝑢𝑡 𝑖 = 1. .12 

Pour un échantillon de grande taille (T>30) le coefficient  𝑃𝐴𝐶𝑖  tend de manière 

asymptotique vers une loi normale de moyenne 0 et d’écart type  
1

 𝑇
 . Le test de Student est 

fondé sur la comparaison d’un t empirique et théorique. 

L’intervalle de confiance du coefficient 𝑃𝐴𝐶𝑖  est donné par : 

𝑃𝐴𝐶𝑖 ∈ 0 ± 𝑡𝛼
2

1

 𝑇
= [−0,0474; 0,0474] 

Si le coefficient calculé est à l’extérieur de cet intervalle de confiance, il est significativement 

différent de 0 au seuil α (pour α=5%,  𝑡𝛼
2

= 1,96). 

Donc :                     𝑃𝐴𝐶𝑖 ∈ 0 ± 𝑡𝛼
2

1

 𝑇
= [−0,0474; 0,0474] 

La figure suivante représente le corrélogramme de la série des taux courts. 
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Figure 19 : Corrélogramme de la série des TMP 

 

Nous ne rejetons pas l'hypothèse de la nullité des PAC, et par conséquent, notre 

processus se rapproche d’un processus auto régressif d'ordre 1. Nous retenons alors le modèle 

suivant : 

  𝑟𝑡 = 𝑏 1 − 𝑒−𝑎 + 𝑒−𝑎𝑟𝑡−1 + 𝜀𝑡  

Les résultats de la régression pour la période d’observation sont les suivants : 

Table 10 : Résultats de la régression du processus d’Ornstein-Uhlenbeck 

Dependent Variable: TMP   

Method: Least Squares   

     
     Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.   

     
     C 0.001608 0.000242 6.658159 0.0000 

TMP(-1) 0.948515 0.007641 124.1293 0.0000 

     
     R-squared 0.900369     Mean dependent var 0.031158 

Adjusted R-squared 0.900310     S.D. dependent var 0.005371 

S.E. of regression 0.001696     Akaike info criterion -9.920281 

Sum squared resid 0.004903     Schwarz criterion -9.913905 

Log likelihood 8468.960     F-statistic 15408.08 

Durbin-Watson stat 1.813392     Prob(F-statistic) 0.000000 

     
      

  𝑟𝑡 = 0,001608 + 0,948515 𝑟𝑡−1 + 𝜀𝑡  

 6.658159    (124.1293) 

  𝐴𝐼𝐶 = −9,920281     𝑆𝐶 = −9,913905  

  𝑅2 = 0,900369     𝐷𝑊 = 1,813392 

L’analyse de cette régression montre que tous les coefficients estimés sont 

significativement différents de zéro puisqu’ils présentent un t de Student (valeurs entre 

parenthèses) supérieur à 2. Les valeurs du critère d’Akaike et Schwartz laissent apparaître une 
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bonne qualité de l’ajustement. De plus, la statistique de Fisher permet de rejeter la nullité de 

tous les coefficients estimés simultanément. Cependant, la statistique de Durbin et Watson 

laisse augurer une faible auto-corrélation dans les résidus. 

En effet : le test de Durbin-Watson est habituellement utilisé pour mesurer l’auto-

correlation entre les résidus d'une régression. La statistique du test est :  

𝑑 =
 (𝑟𝑡 − 𝑟𝑡−1)2𝑇
𝑡=2

 𝑟𝑡
2𝑇

𝑡=1

 

Sa valeur se situe entre 0 et 4. Une valeur de 2 indique une absence d'auto-corrélation. 

Des petites valeurs de d indiquent que les taux successifs sont "proches", en moyenne, donc 

une auto corrélation positive, inversement de grandes valeurs de d indiquent qu'en moyenne, 

les taux sont très "différents" d'une période a l'autre, ou négativement corrélés. 

Par ailleurs, il est possible à partir de ces résultats, de retrouver les paramètres du 

processus d’Ornstein–Uhlenbeck. Il vient donc : 

 
𝑏 1 − 𝑒−𝑎 = 0,001608

𝑒−𝑎 = 0,948515
  =>    

𝑎 = 0,052857
𝑏 = 0,031241

    𝑒𝑡 𝜍 = 0,001696  

Avec ζ : l’estimateur de l’écart-type de l’échantillon. 

Maintenant que les paramètres du processus de diffusion sont estimés, il reste un seul 

paramètre à spécifier afin de pouvoir déterminer les prix des zéro-coupon. Ce paramètre est π 

la prime de risque. Malheureusement, ce paramètre n'est pas directement observé sur le 

marché. Ainsi, différentes méthodes  sont employées pour spécifier sa valeur. Dans ce travail, 

la prime de risque sera retrouvée comme la valeur qui réduit au minimum le carré des erreurs 

entre les prix des obligations réels et les prix théoriques. 

Figure 20 : Implémentation du modèle de Vasicek sous Excel 

 

On voit que la courbe du modèle et la courbe empirique sont collées presque partout, 

nous pouvons du coup affirmer que le modèle de Vasicek nous a permis d’obtenir une courbe 

très rapprochée de celle du marché. 

2-3- Limites du modèle de Vasicek 

Le modèle de Vasicek comporte deux défauts majeurs :  
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 le taux court suit un processus gaussien, donc est négatif avec une 

probabilité non nulle.  

 la constante 𝑅 ∞  de contraint la queue de la structure des taux à un 

niveau indépendant de sa forme.  

Le premier défaut peut être corrigé en utilisant le modèle de Cox, Ingersoll et Ross. 

3- Modèle de Cox, Ingersoll et Ross (CIR) 

3-1- Théorie du modèle de CIR  

3-1-1- Processus Racine Carrée: 

Afin d’éviter l’apparition des taux d’intérêts négatifs, Cox, Ingersoll et Ross (CIR) ont 

eu recours au processus « racine carrée » dont la dynamique des taux est matérialisée par cette 

équation différentielle : 

𝑑𝑟 𝑡 = 𝑎 𝑏 − 𝑟(𝑡) 𝑑𝑡 + 𝜍 𝑟(𝑡)𝑑𝑊(𝑡) 

Ce processus est identique au précédent à la seule différence que le poids accordé à la 

relation de proportionnalité est ici égal à 
1

2
 alors qu’il était nul dans le modèle de Vasicek.  

Lorsqu’on impose la condition 2𝑎𝑏 > 𝜍2, le taux est toujours positif. Si cette 

condition n’est pas  vérifiée, on peut garantir la non négativité des taux, mais avec une 

probabilité non nulle d’avoir des taux nuls. 

3-1-2- Solution de l’équation différentielle : 

La solution de ce processus est donnée par : 

𝑟𝑡 = 𝑟0 +  𝑎 𝑏 − 𝑟𝑠 𝑑𝑠

𝑡

0

+ 𝜍  𝑟𝑠𝑑𝑊(𝑠)

𝑡

0

    (1) 

Sachant que la valeur d’une obligation ne dépend que d’une seule variable d’état, la 

solution à l’équation différentielle régissant le prix d’une obligation zéro - coupon est la 

suivante :(η=T-t) 

𝑃 𝑟, 𝑡, 𝑛 = 𝐴(𝑡, 𝑛) × exp −B(t, n) × r(t)  

Avec :   

𝐴 𝑡, 𝑇 =  
2𝛾 × 𝑒𝑥𝑝  

 𝑎 + 𝜋 + 𝛾 τ
2  

 𝑎 + 𝜋 + 𝛾 ×  𝑒𝛾τ − 1 + 2𝛾
 

2𝑎𝑏
𝜍2

 

𝛾 =  (𝑎 + 𝜋)2 + 𝜍2 

𝐵 𝑡, 𝑇 =  
2 ×  𝑒𝛾τ − 1 

 𝑎 + 𝜋 + 𝛾 ×  𝑒𝛾τ − 1 + 2𝛾
  

Comme dans le modèle de vasicek, les données disponibles sont discrètes, et par 

conséquent l’estimation des paramètres des modèles en temps continu n’est pas immédiate. 

Nous devons passer par la discrétisation du processus. 

3-1-3- Discrétisation approximative du processus Racine Carrée : 
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Lorsque la discrétisation exacte n’existe pas, comme dans le cas du processus de Cox, 

Ingersoll et Ross, il convient de se tourner vers des approximations discrètes du processus 

continu sous-jacent. Les schémas d’Euler et de Milstein sont les procédés de discrétisation les 

plus répandus. Tous deux sont des développements d’Itô-Taylor de l’équation (1) à des ordres 

différents (ordre 1 pour Euler, ordre 2 pour Milstein). Dans ce travail, nous allons utiliser le 

schéma d’Euler. 

Le procédé de discrétisation d’Euler consiste, dans le modèle de Cox, Ingersoll et 

Ross, en l’approximation du processus continu  𝑟𝑡  par le processus discret 𝑟 𝑡  défini avec les 

mêmes notations que précédemment par :  

𝑟 𝑡+𝛿 = 𝑟 𝑡 + 𝑎 𝑏 − 𝑟 𝑡 𝛿 + 𝜍 𝑟 𝑡 ∗ 𝛿𝜀 

où ε est une variable aléatoire normale centrée réduite. 

3-1-4- Estimation des paramètres : 

Si la variation δ est constante et égale à une période, l’estimation des paramètres de ce 

processus peut s’effectuer en recourant à l’une des régressions suivantes : 

𝑟𝑡 = 𝑎 ∗ 𝑏 +  1 − 𝑎 𝑟𝑡−1 + 𝜍 𝑟𝑡−1𝜀𝑡  

𝑟𝑡

 𝑟𝑡−1

=
𝑎 × 𝑏

 𝑟𝑡−1

+  1 − 𝑎  𝑟𝑡−1 +  𝜍𝜀𝑡  

Nous allons retenir la deuxième forme de la régression en choisissant pour taux de 

référence le TMP utilisé dans le modèle précédent: 

Posons : 

𝑀𝑂𝐷𝑋 =
𝑟𝑡

 𝑟𝑡−1

  ;   𝐼𝑁𝑉𝑇𝑋 =
1

 𝑟𝑡−1

  𝑒𝑡 𝑅𝐶𝑇𝑋 =  𝑟𝑡−1 

L’équation de la régression devient : 

𝑀𝑂𝐷𝑋 = 𝑎 × 𝑏 × 𝐼𝑁𝑉𝑇𝑋 +  1 − 𝑎 × 𝑅𝐶𝑇𝑋 + 𝜀𝑡  

Avec 𝜀𝑡~𝑁 0, 𝜍2  et correspond au résidu de la régression. 

3-2- Application du modèle de CIR 

Les résultats de la régression sont les suivants : 

Table 11 : Résultats de la régression du processus Racine Carrée 

Dependent Variable: MODX   

Method: Least Squares   
     
     
 Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.   
     
     

C(1) 0.053058 0.007727 6.866925 0.0000 

C(2) 0.031238 0.000804 38.84727 0.0000 
     
     

R-squared 0.655846     Mean dependent var 0.176003 

Adjusted R-squared 0.655644     S.D. dependent var 0.016971 

S.E. of regression 0.009959     Akaike info criterion -6.379523 

Sum squared resid 0.169102     Schwarz criterion -6.373146 

Log likelihood 5446.923     Durbin-Watson stat 1.828164 
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L’analyse de cette régression montre, au regard du t de Student, que les coefficients 

estimés sont significativement différents de zéro. De plus, la qualité de l’ajustement est 

attestée par un bon niveau des critères d’Akaike et de Schwartz. Cependant, la statistique de 

Durbin & Watson laisse augurer une auto-corrélation des erreurs. Cette remarque ne constitue 

pas un obstacle à la déduction des paramètres du processus « racine carrée ». Il vient donc : 

 

𝜍 𝐻𝑖𝑠𝑡𝑜𝑟𝑖𝑞𝑢𝑒 = 0,005371

𝜍 𝐸𝑠𝑡𝑖𝑚é = 0,009959
a = 0,053058
b = 0,031238

     

La connaissance des paramètres du processus « racine carrée » permet donc d’exécuter 

aisément le modèle de CIR. 

Figure 21 : Implémentation du modèle de CIR sous Excel 

 
Nous remarquons que les deux courbe empirique et théorique sont très proches l’une 

de l’autre. Ainsi, nous pouvons dire que le modèle de Cox, Ingersoll et Ross comme celui de 

Vasicek reflète la réalité du marché.    

Les modèles vus jusqu’à présent, reposent sur une modélisation des taux zéro coupon 

spot, contrairement au modèle HJM, détaillé dans le paragraphe suivant, qui repose sur la 

modélisation des taux forwards ou taux à terme. 

4- Modèle de Heath, Jarrow et Morton 

4-1- Présentation du modèle général de Heath, Jarrow et Morton 

Le modèle de Heath, Jarrow et Morton est l’un des modèles de la structure à terme des 

taux d’intérêts les plus étudiés. Ce modèle en est un d’arbitrage. 

Dans cette section, nous exposons brièvement le cadre construit par Heath, Jarrow et 

Morton (1992), dans lequel l’absence d’opportunité d’arbitrage est caractérisée par l’existence 

d’une probabilité risque neutre.  

Rappelons que 𝐵 𝑡, 𝑇  dénote le prix à la date t d’un bon zéro-coupon expirant en T 

(𝐵 𝑡, 𝑡 = 1, ∀𝑡); le taux d’intérêt actuariel d’un bon zéro-coupon est défini par : 

𝑅 𝑡, 𝑇 = −
1

𝑇 − 𝑡
𝐿𝑛𝐵 𝑡, 𝑇 , 
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tandis que le taux instantané à terme (à la date t pour la maturité T) vaut
1
 : 

𝐹 𝑡, 𝑇 = −𝜕2𝐿𝑛𝐵 𝑡, 𝑇 . 

4-1-1- Mouvements de la structure des taux. 

HJM proposent une large classe de processus de diffusion pour les taux à terme : 

𝐹 𝑡, 𝑇 = 𝐹 0, 𝑇 +  𝜇 𝑠, 𝑇 𝑑𝑠
𝑡

0

+  𝜍 𝑠, 𝑇 ′. 𝑑𝑊𝑠

𝑡

0

    2  

Où 𝐹 0, 𝑇 décrit la structure des taux initiale et est supposée donnée, où  𝑊𝑡 𝑡  est un 

mouvement brownien de dimension K sous la probabilité P, P étant la probabilité objective 

des événements, et 𝜍′ est la transposée du vecteur de volatilité de dimension K. 

Sous forme d’équation de diffusion, nous pouvons aussi écrire : 

𝑑𝐹 𝑡, 𝑇 = 𝜇 𝑡, 𝑇 𝑑𝑡 +  𝜍𝑖 𝑡, 𝑇 𝑑𝑊𝑖𝑡

𝐾

𝑖=1

 

Qu’on écrira encore : 

𝑑𝐹 𝑡, 𝑇 = 𝜇 𝑡, 𝑇 𝑑𝑡 + 𝜍 𝑡, 𝑇 ′. 𝑑𝑊𝑡  

Les fonctions 𝜇 𝑡, 𝑇  et 𝜍 𝑡, 𝑇  sont a priori quelconques et peuvent être en particulier 

aléatoires. Elles doivent toutefois satisfaire des conditions de régularité assurant l’existence 

d’une solution de l’équation (2) et la légitimité des calculs qui vont suivre. De plus, la 

fonction de volatilité vérifie la condition d’identifiabilité suivante : 

 

𝜍 𝑡, 𝑇1 
′

.

.
𝜍 𝑡, 𝑇𝐾 

′

  est inversible pour tout t et tout  𝑇1, . . , 𝑇𝐾 distincts. 

Le processus du taux court est obtenu très simplement à partir de (2) en faisant T = t : 

𝑟𝑡 = 𝐹 𝑡, 𝑡 = 𝐹 0, 𝑡 +  𝜇 𝑠, 𝑡 𝑑𝑠
𝑡

0

+  𝜍 𝑠, 𝑡 ′. 𝑑𝑊𝑠

𝑡

0

 

On en déduit le processus des prix zéro-coupon à partir de la formule usuelle : 

𝐵 𝑡, 𝑇 = exp − 𝐹 𝑡, 𝑠 𝑑𝑠
𝑇

𝑡

  

4-1-2- Absence d’opportunité d’arbitrage. 

L’absence d’opportunité d’arbitrage implique la contrainte suivante sur la dynamique 

des prix et des taux à terme instantanés : 

                                              𝜇 𝑡, 𝑇 =   𝜍 𝑡, 𝑇 𝑑𝜏
𝜏

𝑡
− 𝜆 𝑡  

′

. 𝜍 𝑡, 𝑇   

Où 𝜆 𝑡  s’interprète comme le prix de marché du risque. S’il est supposé suffisamment 

régulier pour que le théorème de GIRSANOV s’applique, nous en déduisons l’existence 

d’une probabilité Q (équivalente à P), appelée probabilité risque-neutre, sous laquelle les prix 

de tous les zéro-coupon, une fois actualisés au taux sans risque sont des martingales.  

𝑑𝐵 𝑡, 𝑇 = 𝑟 𝑡 𝐵 𝑡, 𝑇 𝑑𝑡 + 𝐵 𝑡, 𝑇 𝜍  𝑡, 𝑇 ′. 𝑑𝑊 𝑡  
                                                           
1
 . Le symbole 𝜕2  dénote la dérivée partielle par rapport au second argument.  
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Avec :                                              𝑊 𝑡 = 𝑊𝑡 +  𝜆 𝑠 𝑑𝑠
𝑡

0
 

Le processus des prix actualisés est alors une martingale sous la mesure de probabilité 

qui fait de 𝑊 𝑡  un mouvement brownien standard. 

Ayant défini ce changement de probabilité, Nous pouvons alors exprimer tous les 

processus de diffusion (taux à terme instantanés, prix zéro-coupon, taux court...) sous cette 

nouvelle mesure de probabilité. 

4-1-3- Le modèle sous la probabilité risque-neutre Q. 

 Les taux à terme instantanés : 

On obtient la dynamique des taux à terme instantanés à partir de l’équation de base : 

𝑑𝐹 𝑡, 𝑇 = 𝜇 𝑡, 𝑇 𝑑𝑡 + 𝜍 𝑡, 𝑇 ′. 𝑑𝑊𝑡  

𝑑𝐹 𝑡, 𝑇 = ( 𝜍 𝑡, 𝜏 𝑑𝜏)′. 𝜍(𝑡, 𝑇)𝑑𝑡
𝑇

𝑡

+ 𝜍 𝑡, 𝑇 ′. 𝑑𝑊 𝑡  

 Le processus du taux court : 

L’équation vérifiée par 𝑟𝑡 , qui s’écrit désormais en fonction du nouveau mouvement 

brownien est la suivante : 

𝑟𝑡 = 𝐹 0, 𝑡 +  ( 𝜍 𝑠, 𝜏 𝑑𝜏)′
𝑡

𝑠

. 𝜍(𝑠, 𝑡)𝑑𝑠
𝑡

0

+  𝜍 𝑠, 𝑡 ′ . 𝑑𝑊 𝑠

𝑡

0

 

 Les prix zéro-coupon : 

Sous la mesure Q, le processus des prix vérifie : 

𝑑𝐵 𝑡, 𝑇 = 𝑟 𝑡 𝐵 𝑡, 𝑇 𝑑𝑡 + 𝐵 𝑡, 𝑇 𝜍  𝑡, 𝑇 ′ . 𝑑𝑊 𝑡  

Comme attendu, le taux de rendement espéré est égal, dans l’univers corrigé du risque 

c’est à dire sous la probabilité Q, au taux court sans risque  𝑟𝑡 . 

Il en résulte que la courbe des taux est complètement paramétrée par la fonction de 

volatilité 𝜍 𝑡, 𝑇 et la courbe des taux initiale  𝐹(0, 𝑡) 𝑡 . 

4-1-4- Extension au cas discret 

On généralise le passage au cas discret dans le cas de plusieurs facteurs. Nous 

considérons maintenant la dynamique des taux Forwards sur une période Δ𝑡 et non plus la 

dynamique des taux Forwards instantanés. On note f(t, T1, T2), le taux forward calculé à la 

date t pour la période [T1, T2]. Nous obtenons le taux forward instantané en passant à la 

limite : 

𝐹 𝑡, 𝑇 = lim
Δ𝑡→0

𝑓(𝑡, 𝑇, 𝑇 + Δ𝑡) 

Appelons alors 𝑚𝑖,𝑗  le drift et 𝑠𝑖,𝑗  la déviation standard du taux forward entre les 

moments 𝑗Δ𝑡 et (𝑗 + 1)Δ𝑡 t. Ainsi, la dynamique des taux forwards s’écrit : 

𝑑𝑓(𝑡, 𝑗Δ𝑡,  𝑗 + 1 Δ𝑡) = 𝑚𝑖,𝑗𝑑𝑡 + 𝑠𝑖,𝑗𝑑𝑊 𝑡  

lorsque 𝑡 = 𝑖Δ𝑡. 

Le prix des zéro-coupons est donné par l’équation : 

𝑑𝐵 𝑡, 𝑇 

𝐵 𝑡, 𝑇 
= 𝑟 𝑡 𝑑𝑡 + 𝜍  𝑡, 𝑇 𝑑𝑊 𝑡        3  
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Or les taux forward f(t, T1, T2) peuvent être obtenus à partir du prix des zéro-coupons 

grâce à l’équation suivante : 

𝑓 𝑡, 𝑇1, 𝑇2 =
ln𝐵 𝑡, 𝑇1 − ln⁡𝐵(𝑡, 𝑇2)

𝑇2 − 𝑇1
 

D’après (3) et le lemme d’Itô, nous obtenons : 

𝑑𝑙𝑛𝐵 𝑡, 𝑇1 =  𝑟 𝑡 −
𝜍 (𝑡, 𝑇1)2

2
 𝑑𝑡 + 𝜍  𝑡, 𝑇1 𝑑𝑊 𝑡  

Et,                                𝑑𝑙𝑛𝐵 𝑡, 𝑇2 =  𝑟 𝑡 −
𝜍 (𝑡,𝑇2)2

2
 𝑑𝑡 + 𝜍  𝑡, 𝑇2 𝑑𝑊 𝑡  

Ainsi,                            𝑑𝑓 𝑡, 𝑇1, 𝑇2 =
𝜍  𝑡,𝑇2 

2−𝜍  𝑡,𝑇1 
2

2(𝑇2−𝑇1)
𝑑𝑡 +

𝜍  𝑡,𝑇1 −𝜍  𝑡,𝑇2 

𝑇2−𝑇1
 

 

Or nous avons:                         𝑑𝑓(𝑡, 𝑗Δ𝑡,  𝑗 + 1 Δ𝑡) = 𝑚𝑖,𝑗𝑑𝑡 + 𝑠𝑖,𝑗𝑑𝑊 𝑡  

Avec 𝑡 = 𝑖Δ𝑡, 𝑇1 = 𝑗Δ𝑡 𝑒𝑡 𝑇2 =  𝑗 + 1 Δ𝑡, nous obtenons alors par identification : 

 
 

 𝑚𝑖,𝑗 =
𝜍 2

𝑖,𝑗+1 − 𝜍 2
𝑖,𝑗

2Δ𝑡

𝑠𝑖,𝑗 =
𝜍 𝑖,𝑗 − 𝜍 𝑖,𝑗+1

Δ𝑡

          4  

Où 𝜍 𝑖,𝑗  est la valeur de 𝜍  𝑡, 𝑇 lorsque 𝑡 = 𝑖Δ𝑡 𝑒𝑡 𝑇 = 𝑗Δ𝑡. 

Les expressions (4) de 𝑚𝑖,𝑗  et de 𝑠𝑖,𝑗  mènent alors à l’équation suivante : 

 𝑚𝑖,𝑗

𝐾

𝑗=𝑖

=
1

2
Δ𝑡   𝑠𝑖,𝑗

𝐾

𝑗=𝑖

 

2

 

En posant k = i, nous obtenons 𝑚𝑖,𝑖  à partir de 𝑠𝑖,𝑖 . Puis en posant k = i+1, nous 

obtenons 𝑚𝑖,𝑖+1  à partir de 𝑚𝑖,𝑖  , 𝑠𝑖,𝑖  et 𝑠𝑖,𝑖+1 et ainsi de suite. A partir de la forme discrète, 

nous pouvons donc simuler l’évolution de la courbe des taux. 

Nous pouvons dès à présent noter que ce modèle pose le problème suivant : il requiert 

une bonne connaissance de la courbe des taux forwards si l’on veut simuler sur une durée 

assez longue. 

Dans ce qui suit nous allons appliquer une calibration du modèle HJM multifactoriel 

basée sur les techniques d’analyse en composante principale (ACP). Toutefois, il apparaît plus 

raisonnable de commencer par une brève exposition de la théorie relative à l’ACP.   

4-2- Théorie de l’Analyse en Composante Principale 

4-2-1- Objectif de l’ACP : 

L'Analyse en Composantes Principales (ACP) est une méthode de la famille de 

l'analyse des données et plus généralement de la statistique multi-variée, qui consiste à 

transformer des variables corrélées entre elles en nouvelles variables indépendantes les unes 

des autres. Ces nouvelles variables sont nommées "composantes principales", ou axes. Elle 

permet au praticien de réduire l'information en un nombre de composantes plus limité que le 

nombre initial de variables. 
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Il s'agit d'une approche à la fois géométrique (représentation des variables dans un 

nouvel espace géométrique selon des directions d'inertie maximale) et statistique (recherche 

d'axes indépendants expliquant au mieux la variabilité - la variance - des données). Lorsqu'on 

veut alors compresser un ensemble de N variables aléatoires, les n premiers axes de l'ACP 

sont un meilleur choix, du point de vue de l'inertie ou la variance expliquée. 

On applique usuellement une ACP sur un ensemble de N variables aléatoires 

𝑋1; 𝑋2; … ; 𝑋𝐾 connues à partir d'un échantillon de N réalisations conjointes de ces variables. 

Cet échantillon de ces K variables aléatoires peut être structuré dans une matrice M à 

N lignes et K colonnes. 

𝑀 =  

𝑋1,1 ⋯ 𝑋1,𝐾

⋮ ⋱ ⋮
𝑋𝑁,1 ⋯ 𝑋𝑁,𝐾

  

Chaque variable aléatoire  𝑋𝑘 = (𝑋1,𝑘 ; … ; 𝑋𝑁,𝑘)′ a une moyenne 𝑋 𝑘  et un écart-type 

𝜍𝑋𝑘 . 

Si les réalisations (les éléments de la matrice M) sont à probabilités égales alors 

chaque réalisation (un élément 𝑋𝑖,𝑗  de la matrice) a la même importance  
1

𝑁
 dans le calcul des 

caractéristiques de l'échantillon. Nous pouvons aussi appliquer un poids 𝑝𝑖  différent à chaque 

réalisation conjointes des variables (cas des échantillons redressés, des données regroupées, 

...). Ces poids, qui sont des nombres positifs de somme 1 sont représentés par une matrice 

diagonale D de taille N: 

𝐷 =  
𝑝1 ⋯ 0
⋮ ⋱ ⋮
0 ⋯ 𝑝𝑁

  

Dans le cas le plus usuel de poids égaux, 𝐷 =
1

𝑁
𝐼 où 𝐼 est la matrice identité. 

4-2-2- Transformation de l’échantillon : 

Le vecteur (𝑋 1, … , 𝑋 𝐾)  est le centre de gravité du nuage de points ; on le note souvent 

g. Nous avons 𝑔 = 𝑀′𝐷1  où 1 désigne le vecteur de ℛ𝑛  dont toutes les composantes sont 

égales à 1. 

La matrice M est généralement centrée sur le centre de gravité : 

𝑀 =  
𝑋1,1 − 𝑋 1 ⋯ 𝑋1,𝐾 − 𝑋 𝐾

⋮ ⋱ ⋮
𝑋𝑁,1 − 𝑋 1 ⋯ 𝑋𝑁,𝐾 − 𝑋 𝐾

 = 𝑀 − 1𝑔′ 

Elle peut être aussi réduite : 

𝑀 =

 
 
 
 
 
 
𝑋1,1 − 𝑋 1

𝜍(𝑋1)
⋯

𝑋1,𝐾 − 𝑋 𝐾
𝜍(𝑋𝐾)

⋮ ⋱ ⋮
𝑋𝑁,1 − 𝑋 1

𝜍(𝑋1)
⋯

𝑋𝑁,𝐾 − 𝑋 𝐾
𝜍(𝑋𝐾)  

 
 
 
 
 

 

Le choix de réduire ou non le nuage de points (i.e. les K réalisations de la variable 

aléatoire (𝑋1; 𝑋2; … ; 𝑋𝐾)) est un choix de modèle. 
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4-2-3- Calcul de la covariance et la corrélation : 

Une fois la matrice M transformée en 𝑀  ou 𝑀 , il suffit de la multiplier par sa 

transposée pour obtenir: 

 la matrice de variance-covariance des 𝑋1; 𝑋2; … ; 𝑋𝐾  si M n'est pas réduite ; 

 la matrice de corrélation des 𝑋1; 𝑋2; … ; 𝑋𝐾  si M est réduite. 

𝐶𝑜𝑣𝑎𝑟𝑖𝑎𝑛𝑐𝑒 =
1

𝑁
.𝑀 ′. 𝑀    ,   𝐶𝑜𝑟𝑟𝑒𝑙𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 =

1

𝑁
.𝑀 ′. 𝑀  

Ces deux matrices sont carrées (de taille K), symétriques, et réelles. Elles sont donc 

diagonalisables dans une base orthonormée. 

4-2-4- Critère d’inertie : 

Dans la suite, nous considérons que le nuage est transformé (centré et réduit si besoin 

est). Chaque 𝑋𝑘  est donc remplacé par 𝑋𝑘 − 𝑋 𝑘  ou 
𝑋𝑘−𝑋 𝑘

𝜍 𝑋𝑘 
  Nous utiliserons donc la matrice M 

pour noter  𝑀  ou 𝑀   suivant le cas. 

Le principe de l'ACP est de trouver un axe u, issu d'une combinaison linéaire des 𝑋𝑘 , 

tel que la variance du nuage autour de cet axe soit maximale. 

Nous cherchons alors le vecteur u tel que la projection du nuage sur u ait une variance 

maximale. La projection de l'échantillon des X sur u s'écrit : 

𝜋𝑢 𝑀 = 𝑀. 𝑢 

La variance empirique de 𝜋𝑢 𝑀  vaut donc : 

𝜋𝑢 𝑀 
′.

1

𝑁
. 𝜋𝑢 𝑀 = 𝑢′. 𝑀′.

1

𝑁
.𝑀

     
𝐶

. 𝑢 

où C est la matrice de covariance. 

Comme nous avons vu plus haut que C est diagonalisable dans une base orthonormée, 

notons P le changement de base associé et Δ la matrice diagonale formée de son spectre : 

𝜋𝑢 𝑀 
′.

1

𝑁
. 𝜋𝑢 𝑀 = 𝑢′𝑃′Δ𝑃𝑢 =  𝑃𝑢 ′Δ (Pu) 

𝑣

 

Après cette réécriture, nous cherchons le vecteur unitaire v qui maximise  𝑣′Δ𝑣, où                    

Δ = Diag λ1, … , λK  est diagonale (rangeons les valeurs de la diagonale de Δ en ordre 

décroissant). Nous pouvons rapidement vérifier qu'il suffit de prendre le premier vecteur 

unitaire ; nous avons alors : 

𝑣 ′. Δ. 𝑣 = λ1 

Plus formellement, on démontre ce résultat en maximisant la variance empirique des 

données projetées sur u sous la contrainte que u soit de norme 1 (par un Multiplicateur de 

Lagrange α) : 

𝐿 𝑢, 𝛼 = 𝑢′. 𝐶. 𝑢 − 𝛼 𝑢′𝑢 − 1  

Nous obtenons ainsi les deux résultats suivants: 

 u est vecteur propre de C associé à la valeur propre λ1 ; 

 u est de norme 1. 
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La valeur propre λ1 est la variance empirique sur le premier axe de l'ACP. On continue 

la recherche du deuxième axe de projection w sur le même principe en imposant qu'il soit 

orthogonal à u. 

La diagonalisation de la matrice de corrélation (ou de covariance si on se place dans 

un modèle non réduit), a permis d'écrire que le vecteur qui explique le plus d'inertie du nuage 

est le premier vecteur propre. De même le deuxième vecteur qui explique la plus grande part 

de l'inertie restante est le deuxième vecteur propre, etc. 

Nous avons vu en outre que la variance expliquée par le k-ième vecteur propre vaut  

λ𝑘 . 

Finalement, la question de l'ACP se ramène à un problème de diagonalisation de la 

matrice de corrélation ou de covariance. 

4-3- Calibration du modèle HJM multifactoriel 

 L’objectif de ce paragraphe est de décrire la démarche suivie dans la calibration du 

modèle HJM multifactoriel, ainsi que de trouver une structure par terme des taux, qui peut 

être utilisée dans la simulation des scénarios pour la gestion de la dette publique. 

 Comme nous avons déjà vu, le modèle HJM est basé sur l’équation des taux forwards 

suivante : 

𝑑𝐹 𝑡, 𝑇 = 𝜇 𝑡, 𝑇, 𝐹(𝑡, 𝑇) 𝑑𝑡 +  𝜍𝑖 𝑡, 𝑇, 𝐹(𝑡, 𝑇) 𝑑𝑊𝑖(𝑡)

𝑁

𝑖=1

 

Les 𝑊𝑖  sont N mouvements Browniens indépendants sous la probabilité risque-neutre ; 

les 𝜍𝑖  sont N fonctions générales.  

La condition d’absence d’opportunité d’arbitrage impose la relation suivante entre le 

drift et la volatilité : 

𝜇 𝑡, 𝑇, 𝐹 𝑡, 𝑇  =  𝜍𝑖 𝑡, 𝑇, 𝐹(𝑡, 𝑇)  𝜍𝑖 𝑡, 𝑢, 𝐹(𝑡, 𝑢) 𝑑𝑢

𝑇

𝑡

𝑁

𝑖=1

 

Ainsi, le drift est complètement spécifié lorsque le nombre de facteurs et la volatilité 

correspondante le sont.  

Nous allons restreindre cette étude au modèle HJM Gaussien, c'est-à-dire, nous 

négligeons la dépendance des fonctions 𝜍𝑖  de F (𝜍𝑖 𝑡, 𝑇, 𝐹(𝑡, 𝑇) = 𝜍𝑖 𝑡, 𝑇 ). Avec ce choix, 

nous pouvons avoir une formule analytique approchée pour le drift.  

L’inconvénient du choix de la structure Gaussienne réside dans le fait qu’il permet les 

taux négatifs, ce qui n’est pas permis par les données. En effet, les données suggèrent que la 

probabilité d’avoir des taux négatifs est très petite, mais différente de zéro. 

Outre les simplifications précédentes, nous allons adopter une structure de volatilité 

qui dépend uniquement de T-t ( 𝜍𝑖 𝑡, 𝑇 = 𝜍𝑖 𝑇 − 𝑡 ). 

Puisque le modèle HJM est factoriel (l’hypothèse factorielle autorise a priori 

l’existence de facteurs endogènes qui serait certains taux particuliers (par exemple le taux 

court, taux long, …), qui seraient censés apporter une information supplémentaire.), il 

apparait très naturel d’extraire les facteurs, qui influencent l’évolution de la structure par 

terme, en menant une analyse en composante principale. Cette approche retrouve ses origines 

chez Litterman and Scheinkman (1991). Il est reconnu en effet, qu’un nombre limité de 

facteurs (un nombre de trois facteurs peut toujours être considéré comme une excellente 
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approximation) peut expliquer une grande partie de la structure de volatilité, en raison de la 

forte corrélation qui lie les taux forward de différente maturités. Nous vérifions cette assertion 

dans le cas des données utilisées dans ce travail en calculant la matrice de corrélation 

correspondante représentée dans le tableau suivant :  

Table 12 : Matrice de corrélation des taux Forwards 

  F-13-26 F-26-52 F-1-2 F-2-3 F-3-4 F-4-5 F-5-6 F-6-7 F-7-8 F-8-9 F-9-10 

F-13-26 1 0,862 0,83 0,803 0,791 0,736 0,689 0,69 0,755 0,59 0,146 

F-26-52 0,862 1 0,885 0,91 0,818 0,677 0,579 0,567 0,685 0,732 0,398 

F-1-2 0,83 0,885 1 0,96 0,847 0,681 0,567 0,553 0,691 0,8 0,483 

F-2-3 0,803 0,91 0,96 1 0,945 0,813 0,709 0,689 0,791 0,762 0,354 

F-3-4 0,791 0,818 0,847 0,945 1 0,958 0,899 0,881 0,912 0,618 0,064 

F-4-5 0,736 0,677 0,681 0,813 0,958 1 0,986 0,975 0,945 0,451 -0,187 

F-5-6 0,689 0,579 0,567 0,709 0,899 0,986 1 0,996 0,94 0,36 -0,306 

F-6-7 0,69 0,567 0,553 0,689 0,881 0,975 0,996 1 0,957 0,391 -0,284 

F-7-8 0,755 0,685 0,691 0,791 0,912 0,945 0,94 0,957 1 0,638 -0,002 

F-8-9 0,59 0,732 0,8 0,762 0,618 0,451 0,36 0,391 0,638 1 0,768 

F-9-10 0,146 0,398 0,483 0,354 0,064 -0,187 -0,306 -0,284 -0,002 0,768 1 

 

En pratique, afin de pouvoir estimer les paramètres de ce modèle à partir des données, 

dans lesquelles les maturités et les dates d’observation des taux sont évidemment discrètes, il 

est au préalable nécessaire d’écrire une version discrétisée du modèle. 

𝑓𝑖 𝑡𝑘 − 𝑓𝑖 𝑡𝑘−1 = 𝜇𝑖 𝑡𝑘 − 𝑡𝑘−1 +  𝜍𝑖𝑗

𝑁

𝑗=1

𝑑𝑊𝑗  𝑡𝑘 ,   𝑖 = 1,… ,𝑁     (5) 

Nous prenons comme référence de mesure de temps  𝑡𝑘 − 𝑡𝑘−1 = 1 . 

 Posons  𝑦𝑖 𝑡𝑘 = 𝑓𝑖 𝑡𝑘 − 𝑓𝑖 𝑡𝑘−1 . Puisque la matrice des 𝜍𝑖𝑗  est symétrique, nous 

pouvons la diagonaliser par une matrice orthogonale T telle que : 

𝑇−1𝜍𝑇 = 𝐷 =  
𝜍1 ⋯ 0
⋮ ⋱ ⋮
0 ⋯ 𝜍𝑁

  

Où 𝜍1 ≥ 𝜍2 … ≥ 𝜍𝑁. En multipliant (4) par 𝑇−1 nous obtenons : 

𝑇−1(𝑦𝑖 𝑡𝑘 − 𝜇𝑖 𝑡𝑘 − 𝑡𝑘−1 ) = 𝑇−1𝜍𝑇𝑇−1𝑑𝑊 = 𝐷𝑇−1𝑑𝑤    (6) 

L’ACP permet de choisir les F plus grandes valeurs propres, nous remplaçons alors la 

matrice D dans (6) par 𝐷′: 

𝐷′ =  

𝜍1 …
⋮ ⋱

    
0 0
⋮ 0

0 …
0 0

    
𝜍𝐹 0
0 0

  

En multipliant (6) par T, et en remplaçant D par 𝐷′ nous obtenons : 

𝑦𝑖 𝑡𝑘 − 𝜇𝑖 𝑡𝑘 − 𝑡𝑘−1 ≈ 𝑇𝐷′𝑇−1𝑑𝑊 

Donc, pour la i-ème maturité :  
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𝑦𝑖 𝑡𝑘 − 𝜇𝑖 𝑡𝑘 − 𝑡𝑘−1 =  𝑇𝑖𝑚
−1𝐷′

𝑚𝑛𝑇𝑛𝑗 𝑑𝑊𝑗

𝑚,𝑛,𝑗

=  𝜍𝑘𝑇𝑖𝑘

𝐹

𝑘=1

 𝑇𝑗𝑘 𝑑𝑊𝑗

𝑁

𝑗=1

=  𝜍𝑘𝑇𝑖𝑘

𝐹

𝑘=1

𝑑𝑊 𝑘  

Où 𝑑𝑊 𝑘 =  𝑇𝑗𝑘 𝑑𝑊𝑗
𝑁
𝑗=1  sont F mouvements Browniens indépendants puisque  𝑇𝑗𝑘

2𝑁
𝑗=1 = 1.  

En pratique, nous calculons les vecteurs propres de la matrice Σ donnée par : 

Σij = E  yi − E yi  .  yj − E yj    

Afin d’avoir une lisse dépendance avec la maturité, nous ajustons les vecteurs propres 

par des fonctions facilement intégrable. Dans la plupart des cas, les coordonnées des 

variables, obtenues avec les résultats de l’ACP, peuvent eux aussi s’ajuster par la même 

représentation paramétrique donnée par :  

𝜍𝑖 𝑇 − 𝑡 =  𝛼𝑖 + 𝛽𝑖 𝑇 − 𝑡  𝑒𝛾𝑖 𝑇−𝑡 + 𝛿𝑖       (7) 

Avec une telle fonction, le drift a la forme suivante (on pose x=T-t): 

𝜇𝑖 =   𝛼𝑖 + 𝛽𝑖𝑥 𝑒
𝛾𝑖𝑥 + 𝛿𝑖 .  𝛿𝑖𝑥 +

𝛽𝑖
𝛾𝑖
𝑥𝑒𝛾𝑖𝑥 +  𝑒𝛾𝑖𝑥 − 1  

𝛼𝑖
𝛾𝑖
−
𝛽𝑖
𝛾𝑖2

    (8) 

Les coefficients 𝛼𝑖  , 𝛽𝑖  , 𝛾𝑖  𝑒𝑡 𝛿𝑖  peuvent être calibrés en régressant les séries des 

coordonnées des variables en fonction des maturités suivant l’équation (7).  

Le tableau suivant représente les valeurs propres et la contribution des six premiers 

facteurs dans la volatilité totale : 

Figure 22 : Valeurs propres de la matrice de covariance  

 

 

Table 13 : Pourcentages de la variance expliquée par les six premiers facteurs 

  F1 F2 F3 F4 F5 F6 

Valeur propre 0,000142329 0,00012668 6,62614E-06 2,5694E-06 8,92012E-07 6,1376E-08 

% variance 50,98596096 45,3784358 2,373663055 0,92041087 0,31954285 0,02198646 

% cumulé 50,98596096 96,3643968 98,73805982 99,6584707 99,97801354 100 

 

D’après le tableau ci-dessus, les deux premiers facteurs expliquent plus de 96% de la 

variance totale (51% expliquée par le premier facteur et 45% par le deuxième), tandis que le 

1

F2

F3 F4 F5 F6
0,00E+00

1,00E-04

2,00E-04

Valeurs propres
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troisième en explique environ 2,5%. Ainsi, le choix d’un nombre de facteurs égal à trois peut 

présenter une très bonne estimation de la structure à terme des taux d’intérêts.   

Puisque la substitution des vecteurs propres par les fonctions 𝜍𝑖 ,  et l’élimination de 

certains facteurs, vont introduire des biais d’estimation, il est préférable de calculer les poids 

par des procédures de minimisation sur l’expression suivante :  

min
𝜉1…𝜉𝐹

  Σ𝑖𝑖 − 𝜉𝑗
2𝜍𝑗

2

𝐹

𝑗=1

 

2
𝐾

𝑖=1

 

Ainsi, le modèle devient : 

𝑑𝑓𝑖 𝑡, 𝑇 − 𝑡 = 𝜇𝑖 𝛼𝑖  , 𝛽𝑖  , 𝛾𝑖 , 𝛿𝑖 𝑑𝑡 +  𝜉𝑗𝜍𝑗 (𝑇 − 𝑡;

𝐹

𝑖=1

𝛼𝑖  , 𝛽𝑖  , 𝛾𝑖 , 𝛿𝑖)𝑑𝑊𝑖(𝑡) 

4-4- Résultats de la calibration 

Nous avons appliqué la démarche déjà expliquée sur un historique des taux Forwards 

journaliers allant de 18/12/2006 au 30/12/2009, pour des maturités entre 13 semaines et 10 

ans. 

Les résultats de la régression des coordonnées des variables sur les différentes 

maturités sont résumés dans le tableau suivant : 

Table 14 : Résultats des régressions des facteurs par les maturités 

  α β γ δ Poids 

Facteur 1 0,7861 0,0175 -0,0202 -0,7848 1,0750 

Facteur 2 -0,0002 0,0000 0,6219 0,0000 0,9592 

Facteur 3 -0,3010 -0,0040 -0,0118 0,3024 0,0135 

 

D’après ce tableau, le troisième facteur est négligeable par rapport aux deux premiers 

vu le poids qui lui est attribué par le modèle.    

Les figures suivantes, établies sous MATLAB, représentent respectivement, la qualité 

d’ajustement des trois premiers facteurs avec les fonctions 𝜍𝑖  et l’ajustement de la variance.  

Figure 23 : Qualités d’ajustement des facteurs avec les fonctions 𝝈𝒊 
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Figure 24 : Qualité d’ajustement de la variance 

 

Nous constatons que nous avons obtenu un bon ajustement avec les données pour les 

trois facteurs, et une assez bonne qualité d’ajustement pour la variance. 

Après avoir trouvé les paramètres  αi  , βi  , γi  et δi , (𝑖 = 1,2,3) nous calculons le 

drift défini par l’équation (8): 
 

Table 15 : Valeurs du drift 

Maturités μ1 μ2 μ3 Drift 

13 à 26 semaines 6,1035E-07 7,3554E-09 4,2453E-07 1,0422E-06 

26 à 52 semaines 1,6795E-06 1,7622E-08 7,4446E-07 2,4415E-06 

1 à 2 ans 5,3982E-06 5,0456E-08 1,1209E-06 6,5695E-06 

2 à 3 ans 1,9541E-05 2,0374E-07 1,1248E-06 2,087E-05 

3 à 4 ans 4,1174E-05 5,9528E-07 5,9604E-07 4,2365E-05 

4 à 5 ans 6,6198E-05 1,4464E-06 -6,1056E-08 6,7583E-05 

5 à 6 ans 8,904E-05 2,9033E-06 -5,9182E-07 9,1352E-05 

6 à 7 ans 0,00010384 4,2243E-06 -8,634E-07 0,00010721 

7 à 8 ans 0,00010551 1,7582E-06 -8,3866E-07 0,00010643 

8 à 9 ans 9,0592E-05 -9,4808E-06 -5,52E-07 8,056E-05 

9 à 10 ans 5,8072E-05 1,9591E-05 -8,6811E-08 7,7576E-05 

 

Enfin, nous estimons les courbes des taux Forward par la relation : 

𝑓𝑖 𝑡𝑘 = 𝑓𝑖 𝑡𝑘−1 + 𝜇1 𝑡𝑘 − 𝑡𝑘−1 + 𝜇2 𝑡𝑘 − 𝑡𝑘−1 + 𝜇3 𝑡𝑘 − 𝑡𝑘−1  
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Figure 25 : Implémentation du modèle HJM sous Excel 

 
L’examen de cette figure permet de dégager les deux constats suivants : 

 la courbe forward établie par le modèle est identique à celle empirique 

au niveau des maturités courtes.  

 Les deux courbes sont très proches pour le reste des maturités.  

Dans ce modèle, nous n’avons pas eu recours aux procédures de minimisation pour 

minimiser la somme des carrés des différences entre les taux théoriques et ceux empiriques 

(par le biais d’une prime de risque) comme dans les modèles de Vasicek et CIR. Nous 

pouvons donc affirmer que le modèle HJM donne de meilleurs résultats que ceux de Vasicek 

et CIR. Ceci est dû au fait que le modèle HJM qu’on vient de calibrer prend en compte trois 

sources de variabilité de la structure à terme des taux contrairement aux deux modèles 

précédents qui en prennent une seule : le taux court. 

4-5- Interprétation des résultats 

L’intérêt de la calibration du modèle HJM par les techniques d’analyse en composante 

principale consiste à construire un nombre relativement petit d’axes factoriels permettant 

d’expliquer le maximum de la variance. Ainsi, à partir de onze variables, donc difficile à 

décrire graphiquement, nous avons construit trois axes factoriels qui expliquent 98,74% de la 

variance totale. Il reste à trouver une interprétation pertinente pour chacun de ces axes. 

Le graphique ci-dessus, représente le cercle des corrélations pour les deux axes 

principaux (qu’on appelle aussi plan principal) 
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Figure 26 : Cercle de corrélation des premier et deuxième axes principaux 

 
 

L’analyse de cette figure laisse apparaître une forte corrélation entre le premier axe 

principal et la maturité comprise entre 3 et 4 ans, et entre le deuxième axe principal et la 

maturité comprise entre 9 et 10 ans. Le premier axe est en général plus corrélé avec les 

maturités moyennes, quant au deuxième axe, il est plus corrélé avec les maturités longues. 

NB : Pour des raisons de simplification, nous avons utilisé les notations suivantes : 

 F-13-26 : le taux à terme pour la période entre 13 et 26 semaines ; 

 F-26-52 : le taux à terme pour la période entre 26 et 52 semaines ;   

 F-1-2 : le taux à terme pour la période entre 1 et 2 ans. 

Le reste des notations (F-2-3, … , F-9-10) sont exprimées en années comme F-1-2. 

Figure 27 : Cercle de corrélation des premier et troisième axes principaux 
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D’après cette figure, le troisième axe principal représente une corrélation relativement 

faible avec l’ensemble des maturités. Cependant il est plus corrélé avec les maturités courtes. 

Ce qu’on vient de relever graphiquement, peut être vu facilement en examinant le 

tableau des corrélations entre les variables et les facteurs. 

Table 16 : Corrélations des variables avec les facteurs 

  F1 F2 F3 

F-13-26 0,8240976 0,09468821 0,3510799 

F-26-52 0,80349761 0,34639728 0,38902716 

F-1-2 0,81801054 0,42750628 0,33325611 

F-2-3 0,90515449 0,28667994 0,27151688 

F-3-4 0,97661232 -0,01405314 0,14855178 

F-4-5 0,95885825 -0,26701768 0,02652513 

F-5-6 0,92008899 -0,38566948 -0,0632534 

F-6-7 0,92126213 -0,36478795 -0,13177561 

F-7-8 0,97373666 -0,08757 -0,19726922 

F-8-9 0,67908682 0,71062974 -0,17420215 

F-9-10 0,08207705 0,99607373 -0,02998897 

 

Avant d’entamer la question d’interprétation des facteurs, Il faut d’abord examiner 

deux quantités importantes : la qualité de représentation et la contribution des variables dans 

la construction des axes factoriels. La qualité de représentation peut être mesurée par les 

cosinus carrés des variables calculés dans le tableau suivant :  

Table 17 : Cosinus carrés des variables 

  F1 F2 F3 

F-13-26 0,6791369 0,0089659 0,1232571 

F-26-52 0,6456084 0,1199911 0,1513421 

F-1-2 0,6691412 0,1827616 0,1110596 

F-2-3 0,8193047 0,0821854 0,0737214 

F-3-4 0,9537716 0,0001975 0,0220676 

F-4-5 0,9194092 0,0712984 0,0007036 

F-5-6 0,8465637 0,1487409 0,004001 

F-6-7 0,8487239 0,1330703 0,0173648 

F-7-8 0,9481631 0,0076685 0,0389151 

F-8-9 0,4611589 0,5049946 0,0303464 

F-9-10 0,0067366 0,9921629 0,0008993 

 

Pour le premier facteur, les maturités les mieux représentées sont celles comprises 

entre 2 et 8 ans (qualités supérieures à 80%). Le reste est assez bien représenté sauf la plus 

grande maturité. Une explication possible est la grande volatilité des taux courts et du taux 

long sur la période d’étude. C’est pourquoi les taux moyens sont davantage représentatifs 

pour construire un indicateur de niveau. Le tableau suivant (tableau de contribution) affirme 

ceci.  
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Par contre, à l’exception de la plus grande maturité, le second facteur présente une 

mauvaise qualité de représentation pour l’ensemble des variables.  

Toutes les variables, sans aucune exception, sont mal représentées sur le troisième axe. 

Ce qui rend difficile voire impossible son interprétation. 

Table 18 : Contribution des variables (%) 

  F1 F2 F3 

F-13-26 3,636 0,054 14,176 

F-26-52 3,718 0,776 18,722 

F-1-2 4,183 1,284 14,913 

F-2-3 6,430 0,725 12,428 

F-3-4 9,853 0,002 4,897 

F-4-5 13,945 1,215 0,229 

F-5-6 17,362 3,427 1,763 

F-6-7 18,202 3,207 8,000 

F-7-8 14,805 0,135 13,052 

F-8-9 7,381 9,082 10,433 

F-9-10 0,484 80,093 1,388 

 

Le premier axe est construit par les maturités moyennes puisqu’ils représentent les 

plus grandes contributions. Quant au deuxième, il est construit essentiellement par la plus 

grande maturité. Les maturités courtes contribuent plus dans la construction du troisième axe. 

4-5-1- Interprétation du premier facteur : 

C’est le facteur prépondérant qui explique plus de 50% de variance totale. 

L’expression de ce facteur est : 

𝐹1 = 0,824 × 𝐹13−26 + 0,803 × 𝐹26−52 + 0,818 × 𝐹1−2 + 0,905 × 𝐹2−3 + 0,977 × 𝐹3−4

+ 0,959 × 𝐹4−5 + 0,920 × 𝐹5−6 + 0,921 × 𝐹6−7 + 0,974 × 𝐹7−8 + 0,679
× 𝐹8−9 + 0,082 × 𝐹9−10  

Nous pouvons dégager une première interprétation de ce facteur. Il apparaît qu’il 

dépend positivement de l’ensemble des variable et que les coefficients qui le déterminent sont 

assez proches les uns des autre. Ainsi on interprète cet axe factoriel comme un facteur de 

niveau de la courbe des taux à terme. Nous pouvons considérer la valeur prise par ce facteur 

comme un indicateur du niveau global de la courbe des taux à terme.   

4-5-2- Interprétation du second facteur : 

Rappelons que le second axe factoriel explique plus de 45% de la variance totale. 

L’expression de ce facteur est :  

𝐹2 = 0,095 × 𝐹13−26 + 0,347 × 𝐹26−52 + 0,427 × 𝐹1−2 + 0,287 × 𝐹2−3 − 0,014 × 𝐹3−4

− 0,267 × 𝐹4−5 − 0,386 × 𝐹5−6 − 0,365 × 𝐹6−7 − 0,087 × 𝐹7−8 + 0,710
× 𝐹8−9 + 0,996 × 𝐹9−10  

Les coefficients de cet axe sont positifs et petits pour les maturités courtes, négatifs 

pour les maturités moyennes et positifs et grands pour les maturités longues. La valeur de ce 

facteur dépend donc de la position des taux courts par rapport aux taux longs. Si les taux 

courts augmentent ou si les taux longs diminuent, le score diminue. Alors nous pouvons 
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penser que ce score sera négatif si la courbe des taux est inversée. C’est donc un facteur de 

pente de la courbe des taux à terme.   

4-5-3- Interprétation du troisième facteur : 

Le troisième facteur est un facteur marginal puisqu’il explique moins de 3% de 

l’inertie totale. Son expression est :  

𝐹3 = 0,351 × 𝐹13−26 + 0,389 × 𝐹26−52 + 0,333 × 𝐹1−2 + 0,271 × 𝐹2−3 + 0,148 × 𝐹3−4

+ 0,026 × 𝐹4−5 − 0,063 × 𝐹5−6 − 0,131 × 𝐹6−7 − 0,197 × 𝐹7−8 − 0,174
× 𝐹8−9 − 0,030 × 𝐹9−10  

En raison de la mauvaise qualité de représentation, nous devons être très prudents dans 

l’interprétation de ce facteur. Pour Litterman et Scheinkman (1991), il s’agit d’un facteur lié à 

la volatilité des taux. De Bandt et Lesne estiment que c’est un facteur de courbure de la 

structure à terme des taux d’intérêts.  

Dans ce paragraphe, nous avons pu calibrer un modèle qui estime la courbe des taux  

avec précision. En outre, nous avons montré que la déformation de la structure à terme des 

taux d’intérêts dépend de trois facteurs : un facteur de niveau, un facteur de pente et un 

facteur de courbure.  

Dans le cas du Maroc, nous avons trouvé que le facteur de courbure est négligeable 

par rapport aux autres. Nous pouvons donc conclure que la courbe des taux du MAD connaît  

deux types de mouvements : un mouvement de translation décrit par le premier facteur, et des 

mouvements  de pentification ou d’aplatissement exprimés par le deuxième facteur.  

Figure 28 : Simulation de l’évolution de la courbe Forward 

 

Dans ce paragraphe, nous avons appris une méthode de calibration d’un modèle de la 

structure par terme basé sur l’approche HJM. Cette méthode est suffisamment facile à 

implémenter en pratique. Malgré sa simplicité, le modèle donne une bonne description de 

l’évolution dans le temps de la courbe des taux. Pour cette raison, il peut être utilisé dans les 

simulations. Toutefois, on peut reprocher à ce modèle le choix de l’approche gaussienne 

décrite au début du paragraphe.    



                                                       Quatrième Partie : Calibration des modèles de la courbe des taux EUR et USD 

 

74 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

QUATRIEME PARTIE 

 

Calibration des modèles stochastiques 

de la courbe des taux EUR et USD 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



                                                       Quatrième Partie : Calibration des modèles de la courbe des taux EUR et USD 

 

75 

 

1- Introduction : 

Cette Partie a pour objet la calibration des modèles stochastiques de la structure par 

terme des taux d’intérêts, dans le cadre de l’Union Européenne et des Etats Unis d’Amérique.  

Au cours de cette étude, nous vérifions la pertinence des hypothèses relatives au 

comportement du taux à court terme dans l’Union Européenne et les Etats Unis.  

Outre le fait que les recherches empiriques menées jusqu’à présent ne permettent pas 

de se prononcer sur la pertinence de ces hypothèses, nous constatons aussi qu’elles ne nous 

donnent que très peu d’indications sur le pouvoir explicatif de ces différents modèles 

d’évaluation. En effet, il n’existe à notre connaissance que quelques rares études empiriques 

qui mettent en concurrence plusieurs modèles. Citons, à titre d’exemple, les travaux de Marsh 

et Rosenfeld en 1983 qui comparent empiriquement l’adéquation de quelques processus au 

taux courts américains à partir du modèle général suivant : 

𝑑𝑟 =  𝑎𝑟− 1−𝛽 + 𝑏𝑟 𝑑𝑡 + 𝜍𝑟
𝛽

2 𝑑𝑊 

Les paramètres a, b et ζ sont estimés par la méthode du maximum de vraisemblance 

dans trois cas de figure  𝛽 = 0, 𝛽 = 1 𝑒𝑡 𝛽 = 2 . Malheureusement, la valeur optimale du 

paramètre β n’a pas été estimée. Notons que, lorsque β est égal à 1, on retrouve le processus 

Racine Carrée utilisé dans le modèle de CIR alors que, si β vaut 2, le processus prend la forme 

d’un mouvement Brownien géométrique. C’est à celui-ci que les résultats obtenus par Marsh 

et Rosenfeld ont donné la préférence. 

Mais  l’étude  empirique  la plus importante  dans  ce courant  de  recherche est  sans  

aucun  doute  celle menée  par Chan,  Karolyi, Longstaff  ct Sanders  en 1992  sur  le marché  

américain.  Son objectif est également  la comparaison  de modèles  univariés bien connus  et 

la méthodologie  utilisée s’inspire  de celle proposée  par Marsh et  Rosenfeld  en 1983  

puisqu’ils  testent  également  l’impact des  restrictions  imposées  dans  le cadre  de  ces  

différents  modèles  sur  l’équation présentée  ci-dessous : 

𝑑𝑟 =  𝛼 + 𝛽𝑟 𝑑𝑡 + 𝜍𝑟𝛾𝑑𝑊        1  

Pour procéder à l’estimation  des  paramètres,  ils supposent  que  le modèle discret  

approché  par  les différences  finies  est  le véritable  processus  générateur des  taux. La 

spécification  en  temps  discret  donne : 

𝑟𝑡+1 − 𝑟𝑡 = 𝛼 + 𝛽𝑟𝑡 + 𝜀𝑡+1     (2) 

L’estimation  est effectuée par la méthode  dés moments  généralises  qui présente,  

selon eux, l’avantage  de  ne pas reposer  sur  la  normalité de  la distribution  des  taux 

d’intérêts.  A  ce propos,  nous devons  faire remarquer  que la méthode  du  (pseudo)  

maximum de  vraisemblance  ne  requiert  pas  davantage la normalité  des  données.  Par 

contre,  il  est  important de noter  que  la mise en œuvre de ces deux méthodes  d’estimation  

nécessite  l’existence et  l’unicité d’une solution  stationnaire de  l’équation  (2).  La  

traduction analytique de ces conditions  appliquées  à la  spécification  proposée  par ces 

chercheurs  est  la suivante  [Broze, Scaillet & Zakoîan  (1993)]  : 

 𝛽 + 1 < 1 𝑒𝑡 0 ≤ 𝛾 < 1 

Ou bien                               𝛽 + 1 2 + 𝜍2 < 1 𝑒𝑡 𝛾 = 1 

On constate donc qu’un coefficient γ supérieur à l’unité correspond à un modèle non 

stationnaire, ce qui rend les résultats difficiles à interpréter. En effet, bien que la valeur du 

paramètre recouvre une certaine information, il est impossible d’en déduire des 

caractéristiques d’ordre statistique telles que, par exemple, la significativité du coefficient 
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estimé. Or, les résultats obtenus par Chan, Karolyi, Longstaff et Sanders lors de l’estimation 

des paramètres de leur spécification générale montrent un coefficient γ égal à 1,5. C’est sans 

doute la première critique que l’on peut adresser à l’égard de cette étude.  

Concernant la méthodologie suivie, dans notre étude, pour l’estimation des modèles 

stochastiques des courbes des taux de l’UE et des USA, nous allons adopter la même 

démarche vue dans le cas du Maroc. Ainsi, nous allons nous concentrer sur la version discrète 

exacte dans le cas du modèle de Vasicek, sur celle approchée dans le cas de CIR et sur la 

technique de l’ACP pour la calibration du modèle HJM. 

2- Calibration des modèles de Vasicek et CIR  

Sur les traces de Chan, Karolyi, Longstaff et Sanders, nous proposons une 

spécification générale qui permet de comparer le pouvoir explicatif des deux processus de 

diffusion relatifs aux modèles de Vasicek et CIR, à savoir le processus d’Ornstein-Uhlenbeck 

et le processus Racine Carrée. 

𝑑𝑟 =  𝛼 + 𝛽𝑟𝜂 𝑑𝑡 + 𝜍𝑟𝛾𝑑𝑊 

Pour chacun des processus, le tableau suivant reprend, en deuxième colonne, la 

spécification originale et, en troisième colonne, l’expression correspondant à la forme 

générale présentée ci-dessus. 

Table 19: spécifications des processus de diffusion des modèles de Vasicek et CIR 

Modèles spécification originale spécification générale 

Vasicek (1977) 𝑑𝑟 = 𝑎 𝑏 − 𝑟 𝑑𝑡 + 𝜍𝑑𝑊 𝑑𝑟 =  𝛼 − 𝛽𝑟 𝑑𝑡 + 𝜍𝑑𝑊 

CIR (1985) 𝑑𝑟 = 𝑎 𝑏 − 𝑟 𝑑𝑡 + 𝜍 𝑟𝑑𝑊 𝑑𝑟 =  𝛼 − 𝛽𝑟 𝑑𝑡 + 𝜍𝑟
1

2 𝑑𝑊 

 

Nous rappelons qu’il existe des restrictions relatives au domaine admissible pour les 

paramètres. Outre le paramètre ζ qui doit évidemment toujours être positif, nous pouvons tirer 

les contraintes qui pèsent sur les paramètres a et b des processus de type “retour à la 

moyenne”. Le paramètre b est considéré comme une valeur normale ou moyenne de la 

variable étudiée, en l’occurrence le taux d’intérêt à court terme, tandis que le paramètre b 

s’interprète comme la vitesse d’ajustement ou la force de rappel du processus. Cela signifie 

que plus le taux d’intérêt s’éloigne de sa valeur normale, plus cette force de rappel va 

influencer l’évolution future de ce taux. L’explication qui précède conduit donc à imposer la 

positivité de ces deux paramètres. 

2-1- Description et analyse de la stationnarité et de la normalité des données 

2-1-1- Description des données 

Les validations empiriques seront effectuées à partir d’un échantillon de taux d’intérêt 

relatifs à deux devises : l’Euro (EUR) et le Dollar (USD).  

Les données disponibles sur le site de la banque centrale européenne et du trésor 

Américain correspondent aux taux actuariels de maturités allant de 1 mois jusqu’à 30 ans. Il 

fallait donc les transformer en taux zéro-coupon par les méthodes de calcul exposées dans la 

section précédente. 

Il reste maintenant à choisir la variable qui sera utilisée pour l’estimation des 

paramètres. Le choix s’est porté sur l’EURIBOR à une semaine pour le marché européen et 

l’US LIBOR à un mois pour le marché américain. Ces deux taux semblent pertinents, 

notamment sur le plan de leur comparabilité internationale. En effet : 
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 L'EURIBOR (Euro Interbank Offered Rate) est le taux interbancaire offert entre 

banques de meilleures signatures pour la rémunération de dépôts dans la zone Euro. Il sert la 

plupart du temps d'index aux crédits à taux révisables. Il est calculé en effectuant une 

moyenne quotidienne des taux prêteurs sur 13 échéances communiqués par un échantillon de 

57 établissements bancaires les plus actifs de la zone Euro. Il est calculé sur la base de 360 

jours et est diffusé à 11heures le matin si au moins 50% des établissements constituant 

l'échantillon ont effectivement fourni une contribution. La moyenne est effectuée après 

élimination des 15% de cotation extrêmes (le nombre éliminé est toujours arrondi) et 

exprimée avec trois décimales. 

 Le LIBOR (London Interbank Offered Rate) Il s'agit, pour une devise considérée et 

pour une échéance donnée, du fixing calculé chaque jour ouvré à 11h (heure de Londres) et 

publié par la British Bankers' Association (BBA), d'un taux moyen auquel un échantillon de 

grandes banques établies à Londres prête en blanc (c’est-à-dire sans que le prêt soit gagé par 

des titres) à d'autres grandes banques. L'échantillon des banques choisies est connu à l'avance 

et plutôt stable dans le temps. Les taux les plus extrêmes relevés sont écartés du calcul, afin 

de protéger l'indice d'éventuelles erreurs ou d'une crise de liquidité qui affecterait telle ou telle 

banque de l'échantillon. Il concerne notamment le marché des Euro-Dollars. 

Nous avons pu construire un échantillon relativement important : 2913 observations 

du taux EURIBOR à une semaine, et 1944 observations du taux LIBOR à un mois. La période 

d’observation s’étale entre fin 1998 et fin 2009. 

Avant d’entamer l’estimation des paramètres, il convient de nous assurer que ces 

séries chronologiques de taux d’intérêts présentent bien les garanties techniques nécessaires 

en termes d’existence et de non-explosion des moments. Ces garanties concernent 

essentiellement la stationnarité des données et la normalité des distributions. Notons que ce 

sont les résultats de ces tests qui ont orienté le choix des périodicités et les méthodes 

d’estimation retenues pour cette recherche. 

2-1-2-   Analyse de la normalité des distributions 

Le tableau suivant reprend, pour chaque série de taux, la moyenne, la médiane, l’écart 

type, le minimum, le maximum ainsi que les coefficients d’asymétrie et d’aplatissement 

permettant de calculer la statistique de Jarque-Bera. Cette dernière est utilisée pour tester la 

normalité des distributions. 

Table 20: Statistiques descriptives des séries du Libor et de l’Euribor 

  Euribor Libor 

Moyenne 2,906% 2,211% 

médiane 3,001% 1,840% 

Maximum 5,171% 6,718% 

minimum 0,000% 0,228% 

écart type 0,01 0,02 

asymétrie -0,38 0,66 

aplatissement 2,58 2,50 

Jarque-Bera 91,00 162,88 

NbreObsr 2913 1944 
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Les valeurs de la statistique de Jarque-Bera obtenues pour les deux taux sont 

supérieures à la valeur critique du test (5,991). Par conséquent, les distributions des deux 

échantillons ne sont pas normales.  

2-1-3- Analyse de la stationnarité des données 

La stationnarité des données a été testée par un test de Dickey et Fuller augmenté. La 

mise en œuvre de ce test de racine unitaire nous a appris que les séries des taux Euribor 

d’autres maturités dont nous disposons ne sont absolument pas stationnaires et qu’il était donc 

opportun d’opter pour une périodicité d’une semaine pour la suite de cette étude. Les tableaux 

suivants présentent les résultats du test pour les deux séries des taux interbancaires. 

Table 21 : Résultat du test de la racine unitaire appliqué aux séries du Libor et de l’Euribor 

  Libor Euribor 

ADF -2.879071  0.644376 

valeur critique à 1% -3.433528 -3.433622 

valeur critique à 5% -2.862830 -2.862872 

valeur critique à 10% -2.567503 -2.567526 
 

Les résultats nous indiquent donc qu’il est opportun de rejeter l’hypothèse de 

stationnarité dans un cas sur deux. En effet, la série des taux Libor est stationnaire 

contrairement à celle de l’Euribor. Ce comportement des taux Euribor constitue un 

inconvénient pour la suite de l’étude puisque les méthodes d’estimation utilisées s’appuient 

sur l’hypothèse de stationnarité. 

2-2- Estimation des paramètres à partie de la version discrète 

Sur les traces de Chan, Karolyi, Longstaff et Sanders, nous avons choisi la méthode 

des moments généralisés pour estimer les paramètres des processus de diffusion puisque nous 

ne disposons pas de la normalité des distributions. 

Le tableau suivant présente les résultats des estimations obtenues à partir des deux 

séries de taux interbancaires. En effet, malgré son caractère non stationnaire, nous avons 

inclus la série de l’Euribor dans cette étude. A la lecture de ce tableau, on remarque 

immédiatement que les résultats obtenus à partir de cette série de taux Euribor sont 

radicalement différents de ceux obtenus pour l’autre série. 

Table 22: Résultats d’estimation des paramètres des modèles Vasicek et CIR 

Modèles Euribor Libor 

Vasicek a = 0,005560 

b = 0,027279 

ζ = 0,001352 

a = 0,002727 

b = 0,009976 

ζ = 0,000652 

CIR a = -0,000179 

b = 0,039203 

ζ = 0,004807 

a = -0,000298 

b = 0,005074 

ζ = 0,003225 
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En ce qui concerne le modèle CIR, le paramètre a affiche des valeurs fantaisistes pour 

les deux séries chronologiques. En effet, les valeurs négatives obtenues ne sont pas conformes 

au bon sens, puisqu’on s’attendait à des valeurs positives pour les trois paramètres a, b et ζ. 

 Il existe une explication pertinente établie par Y. El QALLI dans « Recursive 

bayesian estimation in forward price models implied by fair pricing (2010)»: les valeurs 

positives de ces paramètres reflètent le fait, empiriquement observé, que la volatilité de la 

structure par terme est une fonction décroissante de maturité.  Cependant, pour les courtes 

maturités, il se peut que la volatilité soit croissante. En effet, en utilisant un modèle HJM, 

Bhar et al. ont trouvé que la fonction de volatilité a une bosse dont l’abscisse est aux alentours 

d’un an.  

2-3- Résultats 

Ayant trouvé les paramètres des processus de diffusion, nous calculons les taux zéro-

coupon théoriques par les formules vues dans la section précédente.  

Les structures par terme estimées, le 29/12/2009 sont représentée dans les figures ci-

dessous. 

Figure 29: EURO : modèle de Vasicek 

 

 

Figure 30 : EURO : modèle de CIR 

 

Figure 31: Dollar: modèle de Vasicek 

 

Figure 32 : Dollar: modèle de CIR 
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L’examen de ces figures permet de constater une différence importante entre les 

courbes empiriques et les modèles. La différence est flagrante dans le modèle de CIR où la 

courbe du modèle est croissante de façon exponentielle, contrairement à la courbe empirique 

qui décroit sur l’intervalle des maturités longues.   

Les écarts constatés peuvent être expliqués par les trois points suivants: 

 L’inconvénient d’ordre statistique de la série des taux Euribor. En effet, les 

méthodes d’estimations utilisées s’appuient sur l’hypothèse de stationnarité qui n’est pas 

vérifiée.  

 La volatilité importante des deux séries de taux sur la période d’observation. 

En effet, d’après les figures ci-dessous qui présentent l’évolution des taux Libor et Euribor, 

nous remarquons des mouvements importants notamment vers la fin de la période, où on 

assiste à une chute des deux taux. Ceci coïncide avec la crise financière mondiale.  

 
Figure 33: Evolution du LIBOR 

 
 

Figure 34: Evolution de l’EURIBOR 

 

 Le troisième point qui explique l’écart observé entre la courbe réelle et les 

courbes théoriques est le fait qu’on a appuyé l’estimation des paramètres sur l’hypothèse 

selon laquelle la spécification discrète obtenue par approximation, notamment dans le modèle 

de CIR, était le véritable processus générateur des taux d’intérêts. Or, en agissant de la sorte, 

il est possible qu’on ait introduit un biais dans les estimations. 

N’étant pas satisfait par la qualité des modèles de Vasicek et de CIR, dans le cadre de 

l’Union Européenne et des Etats Unis d’Amérique, nous passons à la calibration d’un modèle 

HJM à trois facteurs. 

3- Calibration du modèle HJM 

Comme le cas du Maroc, nous retransformons les taux zéro-coupon spot du Dollar en 

taux Forwards par la formule : 

𝐹 𝑡, 𝑇1 , 𝑇2 =
𝑇2 × 𝑅 𝑡, 𝑇2 − 𝑇1 × 𝑅 𝑡, 𝑇1 

𝑇2 − 𝑇1

 

 Contrairement à l’Euro, auquel cas, les taux forwards instantanés sont téléchargeables 

sur le site de la banque centrale européenne.  
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3-1- Résultats de l’ACP 

Ayant constitué la base de données des taux Forwards, nous appliquons la méthode 

d’analyse en composantes principales afin de réduire le nombre de variables (maturités). Les 

tableaux suivants rapportent, pour les deux devises, les valeurs des plus grandes valeurs 

propres, ainsi que les parts expliquées de la variance totale.   

Table 23: Euro: Pourcentage de la variance expliquée par trios facteurs 

(EURO) F1 F2 F3 

Val. Propres 0,000981 0,000176 3,829E-05 

% variance 80,186658 14,384218 3,1298723 

% cumulé 80,186658 94,570876 97,700749 
 

Table 24 : Dollar : Pourcentage de la variance expliquée par trios facteurs 

(Dollar) F1 F2 F3 

Val. propres 0,0012348 0,0008202 0,0002186 

% variance 51,634389 34,296113 9,1386453 

% cumulé 51,634389 85,930502 95,069147 

 

Nous constatons que dans le cas de l’Euro, rien que le premier facteur explique plus de 

80% de la variance totale. Les deux autres facteurs sont alors marginaux. Ils expliquent 

respectivement 14,38% et 3,13% de la variance totale. Par contre, dans le cas du Dollar, le 

premier facteur n’explique que 51% de l’inertie totale.   

3-2- Résultats de la calibration  

Nous avons approchée les coordonnées des variables, obtenus avec les résultats de 

l’ACP, par les fonctions analytiques de maturité suivantes : 

𝜍𝑖 𝑇 − 𝑡 =  𝛼𝑖 + 𝛽𝑖 𝑇 − 𝑡  𝑒𝛾𝑖 𝑇−𝑡 + 𝛿𝑖  

Nous rappelons que ces fonctions sont facilement intégrables, et permettent de calculer 

le drift du i-ème facteur par la relation:  

𝜇𝑖 =   𝛼𝑖 + 𝛽𝑖𝑥 𝑒
𝛾𝑖𝑥 + 𝛿𝑖 .  𝛿𝑖𝑥 +

𝛽𝑖

𝛾𝑖
𝑥𝑒𝛾𝑖𝑥 +  𝑒𝛾𝑖𝑥 − 1  

𝛼𝑖

𝛾𝑖
−

𝛽𝑖

𝛾𝑖
2
     (8)  

La qualité de l’estimation des paramètres (𝛼𝑖  , 𝛽𝑖  , 𝛾𝑖 , 𝛿𝑖) pour i =1, 2, 3 est résumée 

dans les deux figures suivantes. 
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Figure 35: EURO: ajustement des facteurs avec les foncions analytiques approchées 

 

Figure 36: Dollar: ajustement des facteurs avec les foncions analytiques approchées 

 

 

L’examen de ces figures permet d’affirmer que les fonctions analytiques 𝜍𝑖  approchent 

parfaitement les facteurs dans le cas de l’Euro. Par contre, pour le Dollar, seul le premier 

facteur est approché avec précision. Les deux autres facteurs ont un comportement instable. 

 Les drifts sont calculés à partir des paramètres (𝛼𝑖  , 𝛽𝑖  , 𝛾𝑖 , 𝛿𝑖) estimés, par le relation 

(8). Les valeurs obtenues sont rapportées sur le tableau de l’annexe III. 

Finalement, nous avons obtenu une très bonne estimation de la structure à terme des 

taux d’intérêts en utilisant le modèle HJM à trois facteurs.  

Les figures ci-dessous représentent les courbes forwards empiriques et théoriques du 

29/12/2009. 
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Figure 37: Euro: modèle HJM 

 

Figure 38 : Dollar: modèle HJM 

 

 

D’après Ces figures, ce modèle suit parfaitement l’allure de la courbe empirique 

notamment pour l’Euro.  En ce qui concerne le dollar, on constate un léger écart au niveau des 

maturités longues. 

L’interprétation des facteurs reste la même que celle vue dans le cas du Maroc. La 

seule différence réside dans le poids, non négligeable, attribué par le modèle au troisième 

facteur. Ainsi, les courbes de l’Union Européenne et des Etats Unis connaissent, en plus des 

mouvements de translation et d’aplatissement ou de pentification, un autre type de 

mouvements. Ces mouvements additionnels correspondent aux changements de la convexité 

de la courbe des taux. 

Figure 39 : simulation de l’évolution de la courbe EUR 

 

 

Figure 40 : simulation de l’évolution de la courbe USD 
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CONCLUSION 

 

 

Au terme de ce mémoire, il serait utile de rappeler que la structure par terme des taux 

d’intérêts figure parmi les questions financières les plus complexes et auxquelles il a été très 

difficile de trouver des réponses complètes. Il s’agit en fait, d’une problématique qui a fait 

coulé tant d’encre depuis les années 30.    

Dans ce sens, le présent mémoire permet de dresser une typologie des modèles liés 

aux mouvements de la courbe des taux. Nous avons adopté une approche à la fois théorique et 

pratique afin de résoudre la problématique énoncée. 

Au niveau des deux premières parties, nous avons donné un aperçu sur l’évolution 

simultanée de la courbe des taux au Maroc, à l’Union Européenne et aux Etats unis, ainsi que 

sur les propriétés statistiques des données issues des trois marchés.  

Une large partie de cette étude consiste en la mise en œuvre de techniques de 

calibration. Les méthodes de discrétisation à partir de schémas exacts ou approximatifs, et les 

techniques d’analyse en composante principale constituent un point indispensable dans la 

calibration des modèles stochastiques.  

C’est dans la troisième partie que nous avons exposé toute la théorie relative aux 

modèles de la courbe des taux et les techniques de calibration. Nous avons appliqué ces 

techniques au fur et à mesure, sur les données marocaines. Après l’analyse des différents 

résultats de ces  modèles, nous avons conclu, en ce qui concerne les modèles de reconstitution 

de la courbe des taux,  que le modèle de Nelson et Siegel augmenté et celui à splines donne de 

bonnes estimations et que le modèle à splines présente des problèmes au niveau de 

l’interprétation des paramètres.  

En se limitant aux modèles stochastiques de la courbe des taux, les résultats obtenus 

montrent, qu’il est préférable de privilégier l’utilisation du modèle HJM multifactoriel,  au 

détriment du modèle de Vasicek ou encore celui de Cox, Ingersoll et Ross. En effet, ces deux 

modèles sont fondés sur l’idée que le taux court constitue l’unique facteur qui explique la 

déformation de la courbe des taux. En outre, le modèle de Vasicek n’exclut pas l’occurrence 

des taux d’intérêts négatifs. Cette discrimination est encore plus observable si l’on considère 

la courbe européenne et américaine traitées dans la quatrième partie. Dans cette partie, les 

modèles de Vasicek et CIR donnent des estimations très éloignées de la courbe empirique. 

Au terme de ce travail, on aimerait dire que toute modélisation de la structure par 

terme des taux d’intérêts, aussi précise soit-elle, ne permet pas une parfaite anticipation du 

marché. Un tel objectif requiert  la conjugaison de la performance statistique et du bon sens 

économique afin de prendre en considération tous les facteurs agissant sur les fluctuations de 

la courbe des taux.  
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