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Résumé

Ce rapport traite la problématique du pricing ou d’évaluation des produits dérivés de
taux d’intérét. Dans un contexte mondial de crise, la couverture des différents risques est
devenue primordiale et nécessaire.

Ainsi, le Maroc via ’instauration d’un marché a terme dans un futur proche, envisage
de compléter son marché financier, le rendre plus moderne, et ainsi de pouvoir y trouver toutes
les gammes de produits. Le marché a terme pourra apporter des solutions aux problémes
rencontres sur le marché, tel que le probleme de liquidité en attirant de nouveaux investisseurs.

C’est de la que vient I’intérét de ce sujet qui revét une grande importance pour les acteurs
du marché financier, en général, et des salles de marchés, en particulier.

Nous nous intéressons dans ce rapport a la realisation des pricers d’une gamme de
produits dérivés de taux d’intérét. Nous avons, dans un premier lieu, abordé les mode¢les de taux
d’intérét dans leurs versions déterministes (construction de la courbe des taux, méthode de
calibration,...), et dans leurs versions stochastiques (modéle de Cox-Ingersoll-Ross, modele de
Vasicek). Ensuite, nous avons évalué les options sur zéro-coupon, les Caps/Floors, et les swaps
suivant les modéles de taux présentes.

Mots Clés

Modéle de taux d’intérét, courbe des taux zéro-coupon, modele de Nelson-Siegel,
modeéle de Svensson, modele de Cox-Ingersoll-Ross, modele de Vasicek, option sur zéro-
coupon, caps, floors, swaps de taux.
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Introduction

La métamorphose que vit la structure du marché financier marocain via I’instauration,
dans un future proche, d’un marché a terme impose la connaissance des différents produits
financiers, notamment les dérivés et leur mode de fonctionnement. Le marché a terme constitue
la derniére pierre a 1’édifice, qu’est le marché financier. C’est une égide qui permet aux agents
économiques de se protéger contre les différents risques qu’ils encourent suite a la détention
d’un actif financier. En effet, il s’agit des trois catégories de risque de marché, a savoir le risque
de cours, le risque de change et le risque de taux d’intérét.

Le présent rapport s’intéresse au risque de taux d’intérét, qui représente un risque majeur
encouru par I’investisseur via une dévalorisation du patrimoine ou une diminution des revenus,
et I’emprunteur a travers la revalorisation du patrimoine ou une augmentation des revenus.

La couverture contre ce risque peut se faire grace aux produits dérivés de taux d’intéréts.
Cependant, pour une bonne utilisation de ces produits, une bonne connaissance du marché, ses
composantes, ses intervenants et ses acteurs s’impose. En analysant la courbe de I’encours
mondiale des produits dérivés de gré-a-gré (OTC), nous remarquons que les produits de taux
d’intérét prennent position de leader sur le marché avec plus de 50% de 1’encours mondial et
un volume de 650 000 milliards de Dollars, devancant ainsi les produits de change, les valeurs
boursiéres et les matieres premiéres.

Pour le cas du Maroc, le projet de loi relatif & la mise en place d’un march¢ a terme est
dans sa phase finale. Ce projet prévoit la création de deux organismes de marché pour gérer au
mieux les opérations. Il s’agit de la Société Gestionnaire du Marché a Terme, qui se chargera
de la partie juridiction et réglementation, et la Chambre de Compensation, qui est nécessaire et
primordiale au développement d’un marché organisé des produits dérivés. Cette dernicre jouera
le role d’intermédiaire dans les transactions et sera la contrepartie de tous les opérateurs puisque
I’objectif est d’€liminer le risque de défaut sur le marché a terme. La Chambre de Compensation
est I’organisme qui fait la différence entre un marché organisé et un marché de gré a gré (OTC).

Ainsi, la problématique de pricing des produits dérivés reléve d’une grande importance,
non seulement par Dinstauration d’un marché a terme marocain, mais aussi par le
développement du marché des produits dérivés de gré a gre. En effet, plusieurs banques
marocaines ont commencé a vendre des produits dérivés a leurs clients (option sur action,
option de change produits dérivés de taux,...)

Ce rapport présente 1’environnement financier marocain dans lequel les banques
exercent aujourd’hui leurs activités de marché, et propose une modélisation stochastique des
prix des produits dérivés de taux d’intérét.

Dans la premiére partie, nous décrivons sommairement le marché financier marocain,
ses acteurs et les typologies des transactions. Nous présentons également 1’organisme d’accueil
« Groupe Crédit Agricole Maroc » et sa salle des marchés.

Dans la seconde partie, nous introduisons les modeéles de taux d’intérét dans leurs
versions déterministes et stochastiques. Cette partie est d’une grande importance pour effectuer
le pricing des produits dérivés de taux d’intérét.
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Finalement, dans la derniére partie nous réalisons des pricers d’une gamme de produits
dérivés de taux d’intérét, sous le cadre des mode¢les de taux d’intérét présentés dans la seconde
partie du rapport.



Partie 1
[Le Marché Financier Marocain

Dans cette partie, nous présentons le marché financier marocain, ses acteurs et les typologies
des transactions. Nous décrivons également [’organisme d’accueil « Groupe Credit Agricole
Maroc » et sa salle des marchés.



Partie | : Le Marché Financier Marocain

Le Marché Financier Marocain : Réglementation et
Organisation

Le marché financier est une variante et une illustration particuliére du phénoméne de
marche. L'expression est également employée au pluriel : «Les marchés financiers ». Le terme
renvoie & une double signification :

- C'est d'abord un lieu ou différents types d'acteurs peuvent s'échanger des capitaux au
comptant ou a terme, effectuer des transactions sur des actifs financiers et sur des produits dits
"derivés".

- C'est aussi le mécanisme de moins en moins « géographique » et de plus en plus « abstrait »,
« dématérialisé », « virtuel » par lequel sont agrégées en temps réel et de facon de plus en plus
continue les offres des vendeurs et les demandes des clients en vue de déterminer une cotation
(un taux ou une valeur)?,

Le marché financier peut étre défini aussi comme étant le lieu ou les acheteurs et
vendeurs négocient des actifs, tels que les actions, les obligations, les devises et les déerivés. Les
marchés financiers sont caractérisés par leur transparence, une réglementation basique et claire,
ainsi que les prix des valeurs mobiliéres qui ne sont déterminés que par les codts, taxes et par
la loi de I’offre et de la demande.

Pour le Maroc, le marché financier a connu plusieurs réformes qui avaient pour but sa
modernisation, notamment celle de 1993 qui touchait le marché boursier. Grace a ces réformes,
la bourse des valeurs de Casablanca a pu étre classée troisieme place financiére du continent
africain. Cependant, depuis 2008, les indices boursiers marocains ne cessent de s’enfoncer dans
le rouge. A priori, les investisseurs ont perdu confiance dans le marché, et ce dernier se trouve
donc face a une crise de liquidité.

Face a ces problémes, le Maroc essaye de rattraper son retard et de trouver des solutions
a ces problémes. Le projet de Casa Finance City et le projet d’instauration d’un marché a terme,
étant des initiatives ambitieuses et structurantes, qui peuvent étre les clés de la résolution des
problemes du marché financier marocain.

I.1 Les acteurs du marché financier au Maroc?

[.1.1 La Bourse des Valeurs de Casablanca

La gestion de la bourse des valeurs de Casablanca est confiée a une société anonyme
appelée la Bourse des Valeurs de Casablanca (BVC).

! Source : www.wikipedia.com

2 Les informations figurantes dans cette partie sont principalement tirées des différents circulaires et des rapports
d’activités des organismes cités, et aussi du site :
http://www.crownconsulting.org/biblio/Les%20Acteurs%20Du%20Marche%20Financier%20Au%20Maroc.pdf
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Partie | : Le Marché Financier Marocain

Le capital de la société gestionnaire de la bourse est souscrit dans son intégralité par les
societés de bourse agréées, il est détenu a tout moment a parts égales par I’ensemble des sociétés
de bourse.

Sa mission s’articule autour des points suivants :

* Prononcer I’introduction des valeurs mobiliéres a la cote de la Bourse des valeurs et leur
radiation ;

« Organiser les séances de cotation a travers un systeme électronique ;
« Veiller a la conformité des opérations effectuées par les Sociétés de Bourse ;

« Porter a la connaissance du Conseil Déontologique des Valeurs Mobiliéres toute infraction
qu’elle aura relevée dans 1’exercice de sa mission.

[.1.2 Les sociétés de Bourse

Les sociétés de bourse sont les seules habilitées a exercer directement le métier
d’intermédiation et de négociation en bourse. Elles bénéficient d’un monopole de négociation
des valeurs mobiliéres inscrites a la bourse des valeurs.

\

La création d’une société de bourse est soumise a autorisation du Ministére des
Finances. Par ailleurs, avant d’exercer son activité, toute société de bourse doit présenter des
garanties suffisantes d’un point de vue organisationnel, technique et financier. Le capital social
de la société de bourse doit étre d’au moins de 1,5 millions de Dirhams, lorsque son activité
concerne I’exécution des opérations de bourse ; il doit étre supérieur a 5 millions de dirhams
lorsqu’elle assure également la garde des titres et la contrepartie.

Les sociétés de bourse ont pour role :

* d’exécuter les opérations de bourse ;

* de placer les titres émis par des personnes morales faisant appel public a I’épargne ;

* d’assurer la garde des titres ;

* d’entreprendre le démarchage de la clientele (pour 1’acquisition des valeurs mobilieres) ;

Les transactions effectuées par I’entremise des sociétés de bourse donnent lieu au paiement de
commissions par le vendeur et I'acheteur au profit de la société gestionnaire.

1.1.3 Maroclear
Maroclear ou Dépositaire Central est chargé de :

- realiser tout acte de conservation adapté a la nature et a la forme des titres qui lui sont
confiés (action, obligations,...) ;
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Partie | : Le Marché Financier Marocain

- administrer les comptes courants de valeurs mobiliéres ouverts au nom de ses affiliés
(banques, émetteurs, sociétés de bourse et OPCVM) ;

- exercer des contréles sur la tenue de la comptabilité, titres des banques et sociétés de
bourse.

[.1.4 Les Banques

Les banques ne bénéficient pas d’un acces direct au marché boursier. Leur intervention
dans le domaine des titres est centrée autour de la conservation de valeurs mobiliéres et de la
collecte des ordres des clients pour les acheminer vers les sociétés de bourse.

Il existe environ 9 banques aux Maroc. Nous citerons quelques chiffres sur les 5 premiéres
banques marocaines issus de leurs rapports d’activités de I’année 2012.

e  AttijariWafa BANK

» Wafa Gestion, filiale dédiée a la gestion d’actifs, a cloturé 1’année 2012 avec des actifs sous
gestion de 72,3 milliards de Dhs, en progression de 8,7 % par rapport a 2012.

» Wafa Gestion a une part de marché de 30% (position leader).
» Wafa Gestion a lancé Attijari Gold, premier OPCVM au Maroc indexé 100% sur 1’or.

* Pour I’activité de conservation des actifs (Custody), une part globale de marché de 35 % en
2012.

 Pourtant, Attijari Intermédiation (Spécialisée dans 1’intermédiation boursiére) ne semble pas
étre en bonne santé avec un résultat net qui a reculé de 66.8%.

* WAFA Bourse, filiale spécialisée dans la bourse en ligne, a atteint 35% de part de marché
contre 29% un an auparavant.

* Quelques chiffres clés : - 1338 MRDS de Dhs de volume de change global.
- 170 MRDS de Dhs sur le marché obligataire.
- 126349 contrats matieres premiéres.
* Notons aussi le développement et I’extension du groupe Attijariwafa Bank en Afrique.
* Un total bilan en 2012 de : 368.5 Milliards de Dhs.
*» Dépots de 227 Milliards de Dhs.
* Crédits de 247.6 Milliards de Dhs.

e  Banque Centrale Populaire
* Un Total Bilan de 271.4 Milliards de Dhs.
* Dépots de 201.9 Milliards de Dhs.
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Partie | : Le Marché Financier Marocain

« Crédits de 184,2 milliards de Dhs, qui revient a 24,1% de part de marché.
* 4¢éme capitalisation boursiére marocaine.

* Le portefeuille de change a terme a enregistré un niveau quasi-stable durant I’année 2012
conjugué a un accroissement du volume des Swaps de change.

» La BCP dispose du réseau bancaire le plus dense et le plus étendu du pays avec un maillage
conforme au découpage régional.

* Upline Corporate Finance « UCF » a enregistré une évolution de 38% de son chiffre d’affaires
et de 125% de son résultat net par rapport a I’exercice précédent.

* La part de marché réalisée par Upline Securities (Intermédiation boursiere) au 31 décembre
2012 est de I’ordre de 16,41%.

* Le positionnement d’Upline Capital Management dans le quatuor de téte de 1’industrie de la
gestion collective a la 4éme place sur 18 sociétés de gestion, en réduisant sensiblement 1’écart
par rapport au 3éme et en augmentant de maniére prononcée I’écart qui le sépare du Séme
acteur.

* MEDIAFINANCE (intermédiation en Valeurs du trésor, Banque de marché) : Des résultats
en vert.

e BMCE Bank

* Appartient au Groupe FINANCECOM (RMA Wataniya, RMA Capital, MAGHREBAIL,
MAROC FACTORING, etc.).

» Forte expansion en Afrique, et présence en Europe et Asie.
* BMCE Capital Gestion a une part de marché qui oscille autour des 14%.

* Pour BMCE Capital Bourse, sa part de marché s’établissant a 16,6% contre 19,1% une année
auparavant (affectée par la baisse des indices boursiers).

« Total Bilan de 231 Milliards de Dhs.
* Dépots de 145 Milliards de Dhs.
 Crédits de 139 Milliards de Dhs.

* BMCE Capital Markets s’est positionnée au premier rang sur le marché de la dette privée en
2012.

» Pour BMCE Capital Titres, elle dispose d’une part de marché stabilisée aux alentours de 28%.

e Societé Généerale Maroc

* La solidité du résultat a permis de renforcer les fonds propres, qui affichent une croissance de
+ 8% et permettent d’extérioriser un ratio de solvabilité de 13,8 %.
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Partie | : Le Marché Financier Marocain

» Un Total Bilan de 71,2 Milliards de Dhs.
» DépOts de 50.7 Milliards de Dhs.
» Crédits de 54.8 Milliards de Dhs.

* Activité de la Salle des marchés : 1’activité Change et malgré un contexte économique difficile,
la Salle des Marchés a pu stabiliser le volume commercial au méme niveau que 1’année
précédente, soit a 77 milliards de Dhs.

* SOGECAPITAL Gestion gere une gamme compléte et performante de 25 OPCVM Grand
Public et Dédiés pour un total de 11,3 milliards de Dhs d’actifs sous gestion a fin décembre
2012,

* SOGECAPITAL Gestion maintient son rang de 4éme opérateur.

e  Groupe BMCI
* Un Total Bilan de 64.4 Milliards de Dhs.
» DépOts de 42.5 Milliards de Dhs.
* Crédits de 50.2 Milliards de Dhs.
* Un résultat net consolidé en baisse de 1.4% par rapport a 2011.

* Le résultat net de BMCI est en hausse de 16 % par rapport & 2012, atteignant -4,11 millions
de Dhs, traduisant les efforts de maitrise des dépenses.

* BMCI Gestion (BMCI Asset Management) le chiffre d’affaires brut progresse de +1,3 % et le
résultat net s’éléve a 17 MDhs, soit une variation de -8 %.

* BMCI Leasing a un trend baissier (C’est le cas de tout le secteur, a cause de la conjoncture
économique), elle dispose d’une part de marché de 7%.

* Inauguration d’un second Trade Center a Tanger (la mission est d’assister les clients pour
identifier et mettre en place les solutions les plus adaptées dans le domaine du commerce
international).

I.1.5 Les Organismes de Placement Collectif en Valeurs Mobilieres
(OPCVM)

Pour le petit épargnant qui désire investir en Bourse et qui n’a aucune idée des valeurs
aacheter ou a vendre, il lui est conseillé de placer son argent dans ce qu’on appelle un organisme
de placement collectif en valeurs mobilieres (OPCVM).

Les OPCVM sont creés pour les raisons suivantes :
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e Assurer une répartition des risques inhérents aux valeurs mobiliéres pour une meilleure
gestion des portefeuilles, surtout ceux des particuliers qui n’ont pas une connaissance
approfondie sur les différents marchés boursiers ;

o Décharger les épargnants des soucis liés a la complexité du suivi des valeurs mobiliéres ;

e Offrir des produits permettant de bénéficier d’avantages fiscaux.

Les O.P.C.V.M sont composés des:

e Sociétés d’Investissement a Capital Variable (S.1.C.A.V) ;
e Fonds Communs de Placement (F.C.P).

Les OPCVM se repartissent en quatre types :

e les OPCVM actions ;

e |les OPCVM obligations ;
e les OPCVM diversifiés ;
e |les OPCVM monétaires.

Notons que les OPCVM diversifiés ont pour but, I’acquisition d’un portefeuille, portant sur
différents types de valeurs mobilieres de maniere a diviser le risque.

I.1.6 Le Conseil Déontologique des Valeurs Mobilieres

Le Conseil Déontologique des Valeurs Mobiliéres (CDVM) est un établissement public
de surveillance et de contrble des opérateurs de bourse. 1l a pour missions principales de :

e protéger I'épargne investie en valeurs mobiliéres ou en autres placements suite a un
appel public a I'épargne ;

o veiller au respect de la loi par les intermédiaires financiers (sociétés de bourse, banques
et OPCVM) ;

e informer les investisseurs par la délivrance d'un visa aux notes d'information qui sont
mises a la disposition du public. Ces notes sont publiées lorsqu'il y a un appel public a
I'épargne, (introduction en bourse, émission de valeurs mobilieres, augmentation de
capital...);

e instruire les demandes d'agrément des SICAV et des fonds communs de placement
(FCP).

1.1.7 Bank Al Maghrib

La banque centrale du Royaume du Maroc, dénommée « Bank Al-Maghrib » est un
¢établissement public doté de la personnalité morale et de ’autonomie financicre. Elle a été créée
en 1959 en substitution a I’ancienne « Banque d’Etat du Maroc ».
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Missions fondamentales de la Banque :

Exercer le privilége de 1’émission des billets de banque et des piéces de monnaie ayant
cours légal sur le territoire du Royaume.

Mettre en ceuvre les instruments de la politique monétaire pour assurer la stabilité des
prix.

Veiller a la stabilité de la monnaie et & sa convertibilité.

Veiller au bon fonctionnement du marché monétaire et a assurer son controle.

Etablir et publier les statistiques sur la monnaie et le crédit.

Gérer les réserves publiques de change.

S’assurer du bon fonctionnement du systéme bancaire et veiller a I’application des
dispositions 1égislatives et réglementaires relatives a 1’exercice et au controle de
I’activité des établissements de crédit et organismes assimilés.

Veiller a la surveillance et a la sécurité des systemes et moyens de paiement et a la
pertinence des normes qui leur sont applicables.

Autres missions de la Banque :

Assurer le role d’agent financier du Trésor.

Conseiller le Gouvernement dans le domaine financier.

Représenter le Gouvernement auprés des institutions financieres et monétaires
internationales créées en vue de promouvoir la coopération dans les domaines monétaire
et financier.

Participer a la négociation des accords financiers internationaux et a leur exécution.

1.1.8 Office des Changes

Créeé par le Dahir du 22 Janvier 1958, I'Office des Changes est un établissement public

doté de la personnalité civile et de I'autonomie financiere. Il est placé sous la tutelle du Ministére
chargé des Finances, lequel détermine les modalités générales de sa gestion, de son contrdle et
arréte son budget annuel.

L'Office des Changes est chargé de deux missions essentielles :

Edicter les mesures relatives a la réglementation des changes. Dans le cadre des mesures de
libéralisation financiére prises par le Maroc et suite a I'adhésion en 1993 aux dispositions

de l'article V111 des statuts du Fonds Monétaire International relatives a la convertibilité des
opérations courantes, I'Office des Changes a délégué aux banques le pouvoir d'effectuer

librement la quasi-totalité des réglements financiers a destination de I'étranger portant sur
les opérations d'importation, d'exportation, de transport international, d'assurances et de
réassurance, d'assistance technique, de voyages, de scolarité... De par ce processus de
libéralisation, I'Office des Changes s'attache a assurer le contrdle a posteriori des opérations

deléguées aux banques pour détecter et sanctionner tout transfert irrégulier de fonds a
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I'étranger et de préserver, par-1a, les équilibres extérieurs de I'économie marocaine. L'Office
des Changes veille également au suivi des rapatriements des recettes d'exportation de biens
et services, et ce, en vue d'assurer la reconstitution des réserves en devises.

e Etablir les statistiques des échanges extérieurs et de la balance des paiements. Plusieurs
publications statistiques sont éditées dans ce cadre dont entre autres les indicateurs
mensuels des échanges extérieurs, la balance des paiements trimestrielle et annuelle,
I'annuaire du commerce extérieur, la balance des réglements, la Position Financiére
Extérieure Globale du Maroc. Ces statistiques qui revétent un caractere capital permettent
aux autorités monetaires et économiques nationales de disposer des informations
nécessaires en vue de piloter la conduite de la politique économique. L'Office des Changes
veille a cet égard au respect des normes internationales relatives a la production et a la
diffusion des statistiques des échanges extérieurs, notamment, les normes des Nations Unies
et du Fonds Monétaire International.

Parallelement a ses activités de réglementation des opérations de change et de
publication des statistiques des échanges extérieurs, I'Office des Changes participe activement
a toutes les actions tendant a promouvoir les exportations et le développement de I'économie
nationale.

[.1.9 Ministere de I'Economie et des Finances

Dans le cadre de ses attributions, le Ministére des Finances est en charge des questions
financicres et monétaires. Il représente 1’autorité¢ de tutelle supérieure disposant de pouvoirs
importants sur les principaux acteurs du marché, notamment le CDVM, la Bourse de
Casablanca et Maroclear.

.2 Typologies des transactions

Les marchés financiers sont a la fois des marchés de gros et de détail. Le plus gros
volume des échanges a maintenant lieu via des produits dérivés (forwards, futures, options,
swaps, etc.) qui sont en forte croissance depuis le début des années 1980. Les transactions ont
lieu :

e soit sur des marchés organisés : par exemple la bourse de Casablanca, ou les transactions
sont effectuées sur des actifs standardisés et ou cette derniere s'interpose, comme
contrepartie universelle, entre les acheteurs et les vendeurs,

e soit de gre a gré: entre participants ou entre un participant et une contrepartie centrale
(par exemple le marché secondaire des obligations).
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.3 Principaux marchés

Le marché des capitaux au Maroc est diversifié. 1l peut étre subdivisé en trois grandes
familles de marché : le marché a opérations a long terme, le marché des produits dérivés et le
marché monétaire (opérations a court terme).

Pour le marché a opérations a long terme, ou les placements dépassent une annee, il
s’agit du marché des actions, des obligations privées, des OPCVMs et du marché hypothécaire.

Le marché des produits dérivés, ou le marché a terme, est le marché qui traite les
opérations projetées dans le futur, mais en fixant les caractéristiques de 1’opération a la date de
conclusion du contrat. Il s’agit des produits swaps, options, futures et warrants.

Pour le marché monétaire ou marché a opérations a court terme, nous y trouvons le
marché interbancaire (ou les banques prétent et empruntent a court terme des actifs financiers),
marché du repo (ou pension livrée), marché des TCNs (Titre de créances négociables) et marché
de change.

1.3.1 Marché monétaire et obligataire

e Marché monétaire
Le marché monétaire correspond au marché des capitaux a court et moyen terme. Nous
exposons dans la suite les principales caractéristiques liées a son fonctionnement.

Les autorités de tutelle, représentées par le Ministere des Finances et Bank Al Maghrib
constituent le noyau autour duquel s’organisent les organes de consultation et de coordination
ainsi que les établissements de crédit. Le Ministere des Finances est chargé au niveau du marché
monétaire de la détermination de la politique monétaire a suivre, de la réglementation et du
controle des établissements de crédits. Bank Al Maghrib a pour mission selon ses statuts de
« réguler le cours de circulation monétaire afin de contribuer, en accord avec la politique
économique et financiére du gouvernement, a I’expansion économique du pays. Elle doit a cet
¢égard assurer la stabilité¢ de la monnaie et sauvegarder son pouvoir d’achat. »

Nous pouvons distinguer entre :

e Marché interbancaire : est le lieu privilégié des interventions de la banque centrale et
par conséquent de l'expression de la politique monétaire, et encore c'est le lieu ou les
banques placent leurs excédents de la monnaie centrale ou couvrent leurs besoin de la
monnaie centrale (la liquidité bancaire), donc la banque gere sa trésorerie pour ne pas
avoir , au terme d'une journée, un solde débiteur aupres de l'institut d'émission (BAM),
par conséquent, doit veiller en permanence a détenir un certain montant en monnaie
centrale.

e Marché des titres de créances négociables «TCNs» : au début de la décennie 80, le
marché monétaire ne contenait que le compartiment de l'interbancaire, et dans le cadre
du mouvement de libéralisation, de décloisonnement, de désintermédiation, et de
déréglementation, s'est progressivement élargi a un autre compartiment celui des TCNs,
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bien que le trésor marocain eut accés au marché monétaire des 1983 a travers I'émission
de bons du trésor a un mois.
En effet, ce n'est qu'a partir de la moitié de la décennie 90, qu'il est possible de parler de
marché des TCNs. La possibilité d'émettre des actifs a court terme a été ouverte
successivement :

- Aux banques : certificats de depéts ;

- Aux entreprises : billets de trésorerie ;

- Au trésor : bons du trésor négociables ;

- Aux institutions financiéres spécialisées : bons des IFS ;

- Aux sociétés financieres : bons des SF;

e Marché obligataire
Plus qu'un simple marché de capitaux, le marché obligataire occupe dans les économies

développées une position centrale dans la mesure ou il est appelé a remplir plusieurs fonctions
économiques prépondérantes. En effet, il constitue :

e Un circuit de financement de I'économie nationale ;
e Un instrument organisant la liquidité de I'épargne investie a long terme.

Nous distinguons principalement entre deux catégories d’obligations :

Certificats de dép6t (CD) : Un certificat de dépdt est un titre de créance négociable,
émis par un établissement de crédit pour une durée déterminée, en représentation d’un
droit de créance qui porte intérét. Le montant unitaire minimum est de 100 000 DH. La
durée est de 10 jours au moins a 7ans au plus. Le taux est librement déterminé ; il doit
cependant étre fixé pour une durée de moins d’un an. Les intéréts sont payables
annuellement a la date anniversaire du titre quand il est supérieur a un an, ou encore sur
la période restant a courir lorsqu’il est inférieur a une année.

Les certificats de dépbts permettent de placer vos excédents de trésorerie pour des
rendements avantageux, sur une durée pouvant aller jusqu'a 7 ans. Les intéréts sont
livrés a chaque date d’anniversaire de souscription. A 1’échéance, le client recevra le
montant nominal du titre placé a I’émission majoré des intéréts y afférents.

Bons du Trésor Négociables (BTNSs) : Les Bons du Trésor sont des titres représentatifs
d’une dette a court terme du trésor, donc de I’Etat. 1ls sont émis tout au long de I’année,
au gré de la demande des épargnants. La durée du BTN varie d’une semaine a 30 ans ;
le taux est soit fixe ou bien révisable et le mode d’amortissement est infine. Dans le cas
d’un bon de trésor dont la durée est supérieure a un an, les intéréts sont livrés a chaque
date d’anniversaire de souscription. A 1’échéance, le souscripteur recoit le montant
nominal du titre placé a I’émission majoré des intéréts y afférents.

Avantages :

Absence totale de risque sur I’émetteur.
Titres facilement négociables et appartenant a un marché d’intervenants étendus.
Titres disponibles sur plusieurs maturités, variant d’une semaine a 30 ans.
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Inconvénients :

Rémunération inférieure a celle des autres titres de créances négociables.

Risque li¢ a la variation des taux en cas de revente avant I’échéance.

Risque de perte d’opportunités de placement en cas de variation a la hausse des taux
d’intérét sur le marché.

1.3.2 Marché des changes (Forex)

Le marché de change au Maroc est le licu ou s’échangent les monnaies internationales

cotées par Bank Al Maghrib. Chaque fois qu’une opération commerciale ou financiere est
effectuée avec 1’étranger, son dénouement se traduit par une conversion de devises par rapport
a la monnaie nationale ou inversement sur le marché des changes. Cette conversion se nomme
opération de change. Le Marché de Change a démarré au Maroc le 3 Juin 1996. La demande
induite par I’activité des entreprises importatrices ou exportatrices y est relayée. C’est un
marché de gré a gré, animé principalement par les banques. C’est un marché virtuel (non
localisé physiquement) composé de tous les opérateurs économiques et financiers réalisant des
opérations de change.

Nous pouvons parler des opérations aux comptants et des opérations a termes.

Une opération de change au comptant (spot) consiste a acheter ou vendre
immédiatement une devise contre une autre, a un prix fixe, avec une date de livraison
ou d’échange, intervenant aprés deux jours ouvrés. La cotation qui est communiquée se
base sur le prix du marché, selon la loi de I’offre et de la demande. Par exemple, pour
le cas d’un importateur, la banque vend de la devise au comptant contre dirham le jour
J (qui est le jour de I’engagement avec le cours déterminé). L’échange se fera a J+2 qui
est le jour de la livraison. Concretement, la banque transmet au client la devise a J+2
par I’intermédiaire de son correspondant en faveur du bénéficiaire indiqué par le client
lui-méme. Cas d’exportateur : La banque achéte au comptant des devises contre dirham
le jour J (qui est le jour de ’engagement avec un cours déterminé). L’échange se fera
a J+2 qui est le jour de livraison. La banque recoit donc de la part de son client les
devises et livrera la contre-valeur en dirham. Ce type d’opération présente une multitude
d’avantages a savoir : souplesse des conditions de fonctionnement, passation d’ordres
limites afin d’optimiser le cours recherché, confirmation des opérations en temps réel,
dénouement intervenant deux jours ouvrés apres la conclusion de 1’opération et la
présence d’un indicateur direct et dédi¢. Cependant, I’inconvénient de 1’opération de
change au comptant, pour I’importateur ou 1’exportateur, est le risque de change depuis
le moment de la signature du contrat commercial ou du bon de commande jusqu’a
livraison.

Le contrat de change a terme est un engagement pris par deux opérateurs de livrer pour
celui qui est vendeur et de recevoir pour celui qui est acheteur une certaine quantité de
devises, a un cours fixé d’avance et pour une écheance future déterminée. Le contrat de
change a terme protege le client contre le risque de change qui pése sur ses contrats en
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devise, jusqu’au moment de leur dénouement financier. Pour le cas d’un importateur,
Cas d’un importateur : le client désire acheter a terme une devise contre dirhams car il
anticipe une hausse de devise. A 1’échéance du contrat a terme, les devises seront livrées
au cours négocie prealablement avec la banque, quel que soit le cours de change au
comptant. De méme, ce type d’opération présente des avantages, tel que : la fixation
d’un cours de la date de négociation du contrat a terme jusqu’a sa date d’échéance,
garantie d’achat ou de vente a une date donnee et la possibilité de repousser 1’échéance.

[.3.3 Marché des actions

Ils sont au nombre de trois. Le Marché Principal cible les grandes entreprises, la
consolidation des comptes est nécessaire pour les sociétés disposant de filiales ; le Marché
Développement s’adresse aux entreprises de taille moyenne présentant des perspectives
d’évolution attractives alors que le Marché Croissance est réservé aux sociétés en forte
croissance ayant un projet a financer. Pour pouvoir accéder a ces marchés et lever les fonds
nécessaires a leur développement, les entreprises doivent respecter au préalable certaines
conditions d’admission. Une fois admises a la cote, les sociétés doivent respecter, a tout
moment, en plus de la condition principale (un flottant minimum exprimé en nombre de
titres, identique au nombre minimum de titres a émettre mentionné dans le tableau), une
condition dite additionnelle : des capitaux propres minimums de 50 MDH pour les sociétés
cotées sur le marché principal et un chiffre d’affaires annuel minimum de 50 MDH pour
celles cotées sur le marché Développement. Le séjour dans I’un des trois marchés n’est pas
figé : une entreprise peut étre transférée d’un marché a ’autre. La Bourse de Casablanca
procéde annuellement au reclassement des sociétés sur la base de ces critéres de séjour. Au
31 décembre 2011, 45 sociétés étaient cotées sur le 1er compartiment, 18 sur le 2eme et 13
sur le 3éme.

.4 L'organisme d’accueil : Groupe Crédit Agricole du Maroc

l.4.1 Historique

e 1961-1967 : Création de la (CNCA) Caisse Nationale de Crédit Agricole :
- Entrée en fonction de la Caisse Nationale de Crédit Agricole.
- Implantation des caisses locales sous formes de succursales.

e 1970 -1987: Début de I’activité bancaire:
- Lancement de la collecte des dépéts et des activités bancaires.
- Financement de 1’agro-industrie en 1979.
- Réorientation de la CNCA et financement de nouveaux secteurs en 1987 dont la
péche cdtiere, I’artisanat, le tourisme, le commerce et les services...

e 1988 -1996 : Nouvelles dispositions pour la CNCA :
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- Impdt sur les sociétés.
- Dispositions de la nouvelle loi bancaire.
- Mise en place de la salle des marchés en 1996.

e 1997-2001 : Nouveau positionnement stratégique de la CNCA (banque rurale de
proximité avec une nouvelle identité visuelle) :

- Mise en place des directions de réseau décentralisées.

- Plan d’entreprise Oufok 2003 lancé en 1999 : une nouvelle stratégie visant
principalement a mettre a niveau |’institution et a engager les actions de
redressement de sa situation financicre et ce, dans le cadre d’un positionnement
rénové en tant que banque rurale généraliste de proximité, agissant en partenaire
actif de toute la filiere agricole et de I’ensemble du monde rural.

- Adoption de la nouvelle réforme institutionnelle du Crédit Agricole par le conseil
des ministres en avril 1999.

- Signature de la convention Etat-CNCA relative au traitement du surendettement des
agriculteurs en 2001.

e 2003-2004 : Extension du réseau du Groupe Crédit Agricole :

- Acquisition du Réseau BMAO.
- Acquisition du Réseau BNDE.

e 2004: Changement de statut : La CNCA devient Société Anonyme & Directoire et a
Conseil de Surveillance, dénommée « Crédit Agricole du Maroc » régie par la loi
relative aux sociétés anonymes ainsi que par la loi relative a ’exercice de 1’activité des
établissements de crédit et de leur controle.

e 2005: Achat du siege de la BNDE et Fusion/absorption de la BMAO.

Aujourd’hui le crédit agricole du Maroc est une société anonyme a directoire et a
conseil de surveillance au capital de 2.850.512.800 DH, siége social & Rabat ; dirigée par un
conseil de surveillance, avec une organisation ciblée par le marché, un large réseau, des produits
diversifiés et une force commerciale spécialisée. Il s’inscrit dans une logique de proximité pour
une clientele hétérogéne sans cesse renouvelée.

1.4.2 Missions et objectifs du Credit Agricole du Maroc

*Acteur majeur dans le développement de l'agriculture et la modernisation du monde rural

Le Crédit Agricole joue, depuis sa création en 1961, un rble essentiel dans le
financement de I'agriculture et dans la consolidation du secteur dans son ensemble. Le Crédit
Agricole pérennise ce réle de promotion du monde rural a travers son développement de Banque
Universelle. Par ailleurs, CAP 2008, le nouveau plan d'entreprise du Crédit Agricole du Maroc,
se propose d'afficher ses ambitions stratégiques pour lui permettre d'envisager l'avenir avec
sérénité et confiance.
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La mission du Crédit Agricole du Maroc est triple :

- Définir une stratégie de déploiement de l'activité de la banque afin de pérenniser et de
sécuriser sa croissance.

- Modifier en profondeur la culture de I'entreprise pour ancrer dans le quotidien le réflexe
de I'optimisation du rapport rendement / risque.

- Mettre en place des outils de gestion qui souscriront la banque au standard des normes
de la place.

e Par ailleurs, le crédit agricole du Maroc a pour objectifs notamment de :

- Faciliter I’accession des agriculteurs a des formes modernes et rentables d’exploitation ;

- Mobiliser I’épargne nationale au profit du développement rural ;

- Développer la bancarisation des agriculteurs et des ruraux par I’offre de services financiers
adaptés ;

- Appuyer la création d’entreprises agricoles en améliorant leur accessibilité au crédit ;

- Promouvoir le conseil et I’expertise au profit des exploitations agricoles en vue d’accroitre
leur production ;

- Valoriser la production agricole par I’intégration agro-industrielle et la commercialisation;

Par ailleurs, le crédit agricole du Maroc a pour objectifs notamment de soutenir
I’économie sociale de production et de services relatifs a I’économie rurale.

Il peut étre également chargé, par les pouvoirs publics, de toutes missions d’intérét
national ou régional relatif a I’agriculture et au développement rural.

1.4.3 La salle des marchés du Groupe Crédit Agricole du Maroc

Créée en juin 1996, la Salle des Marchés du CREDIT AGRICOLE DU MAROC s’est
rapidement imposée comme partenaire privilégié au service des entreprises lui confiant leurs
opérations a I’international, en matiere de financement et de change. La Salle des Marchés du
CAM occupe un réle de plus en plus prépondérant au sein du concert national des leaders en
marchés monétaires, de change et de titres de placement. Celle-ci propose a ses clients une
palette exhaustive de produits d’immunisation contre les risques de change et de taux ainsi que
des solutions de maximisation du rendement de leurs activités agricoles, industrielles, ou plus
généralement commerciales.

Le déploiement quotidien de cette expertise s’accompagne de publications quotidiennes,
hebdomadaires et mensuelles, de bulletins de veille retracant les évolutions macroéconomiques
et systémiques pouvant impacter les marchés précités, ainsi le CAM propose a tous les segments
de ses clients des prestations & haute valeur ajoutée, innovantes et sur mesure qui répondent aux
attentes de cette clientéle.
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e Composition

- Desk Trading Change :

Cette entité a pour mission d’accompagner les clients du CAM dans la gestion des risques
financiers et dans I’optimisation des leurs marges économiques, industrielles, commerciales ou
financieres.

- Desk Analyse & Recherche :

Elle fournit des études de marchés relatives au change, aux matiéres premiéres, au taux d’intérét
ainsi que des rétrospectives du marché Actions ; elle apporte également aux clients une aide
dans leurs processus de prise de décision. L’analyse & Recherche s’attéle a offrir une recherche
de grande qualité, opérationnelle, réactive, évolutive et adaptable aux besoins, et ce, dés
I’ouverture des marchés financiers concernés.

- Desk Trading Taux :

Elle offre des solutions optimales pour gérer la trésorerie des clients, ainsi qu’elle leur propose
une gestion rationnelle et adaptée du portefeuille titres tout en garantissant le maximum de
rendement et le minimum de risque.

- Desk Trading Actions :

Intervient pour le compte propre de la banque sur le marché actions national.
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Partie 11
Mode¢les de taux d’intérét

Dans cette partie, nous présentons les modeéles de taux d’intérét dans leurs versions
déterministes (construction de la courbe des taux, modele de Nelson-Siegel et modele de
Svensson) et stochastiques (modele de Vasicek et modéle de Cox-Ingersoll-Ross).
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Modeéles de taux d’intérét

1.1 Modeles déterministes de taux d’intérét

Nous allons nous intéresser dans cette partie a 1’étude de quelques modéles de taux
d’intérét en univers déterministe, c'est-a-dire en considérant I’absence du facteur aléatoire dans
I’évolution de ce dernier.

Nous considérons des actifs financiers caractérises par le versement de flux futurs
connus avec certitude a la date d’évaluation t. L’actif considéré dans la plupart des cas est
I’obligation a taux fixe.

[1.1.1 Structure par terme du taux d’intérét

La théorie économique met en avant un certain nombre de critéres permettant de classer
les taux d’intérét. Les critéres les plus souvent évoqués sont la durée du prét correspondant, la
liquidité du titre support, le risque de défaillance de I’emprunteur et les clauses de
remboursements.

Chacun des facteurs évoqués est explicatif de la dynamique des taux d’intérét.
Toutefois, le critere de durée a été largement privilégié, tout simplement parce qu’il fait
référence a ce qui fait « I’essence » du principe de ’intérét : le temps.

L’¢tude de I’influence du facteur temps doit étre menée sur la base de taux d’intérét
uniquement différenciés par la durée du titre support. L’actif idéal est un bon sans coupon, sans
risque de défaut, et a valeur faciale normée a 1’unité, c'est-a-dire un titre conférant a son
détenteur le droit de recevoir une unité monétaire au moment de son échéance. Ordonnant alors
les taux d’intérét portés par ces titres en fonction de leur échéance, nous obtenons une structure
par terme des taux d’intérét.

L’actif idéal n’existe pas en réalité. La structure des taux doit donc étre estimée a partir
des prix de marché des actifs réellement disponibles, et, en particulier, des actifs obligataires.
Dans notre cas, nous allons nous baser sur les taux de référence des Bons de Trésor publiés par
Bank al Maghrib.

I.1.1.1 Obligations zéro-coupon

Une obligation est un titre de dette, €émis par une société ou par 1’Etat (Bons de trésor),
avec les caractéristiques suivantes :

- Montant emprunté (nominal)

- Taux d’intérét (taux nominal)

- Echéance (ou maturité)

- Prix d’émission (qui peut différer du nominal)

- Valeur de remboursement (qui peut différer du nominal aussi)

- Modalités de paiement des intéréts (coupons) : une fois par an, in fine,...
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- Modalités de remboursement du capital : amortissement constant, annuités
constantes, in fine,...

Par contre une obligation zéro-coupon est une obligation qui ne verse qu’un seul cash-
flow, a I’échéance (la valeur de remboursement). Aucun coupon n’est versé pendant sa durée
de vie.

Notons P(t,T) le prix en t d’un zéro-coupon de maturité T, avec 7' > ¢. Nous définissons
le taux zéro-coupon correspondant R(t,T) comme étant le taux annuel de rentabilité interne d’un
zéro-coupon commencant en t et de maturité T.

En temps continu, nous avons la relation qui lie le prix P(t,T) au taux R(t,T) :
P(t,T) = e T*RD)

Qui revienta :
In(P(t,T))

R(tT) = =

En temps discret, la relation devient :

P(t,T) =
“n (1+RET))

Et:
-T

P(tl, T)) -1

R(&T) = (

Le taux court s’obtient en tendant la maturité T vers 0. Le taux court est le rendement
d’un placement sur un horizon infinitésimal, c'est-a-dire entre t et t+dt. Notons ce taux par r; ,
nous avons :

re = imR(t,T)

Qui revienta :

_dln(P(t,T))

re= o7 T =0

Par contre, le taux forward (ou le taux a terme) que nous notons F(t,s,T-s), calculé en t,
commencant en s, et de maturité T-s, est le taux d’un prét in fine consenti aujourd’hui et différé
a la date s. Ce taux est calculé a partir de la formule suivante :

(1+R(ET) = 1
(1 + R(t, s)H) -

F(t,s,T —s) = (

27



Partie Il - Modéles de taux d’intérét

Le taux forward instantané (taux court a terme), noté f(t,s) , déterminé en t et
commengant en s sur un horizon infinitésimal s+ds est défini comme étant la limite de F(t,s,T-
s) quand T-s tend vers 0, nous avons :

f(t,s) = lim F(t,s, T —s)
T—s—0

Qui revienta :

adln(P(t,s))

f(ts)=— s

Nous pouvons definir pour chaque taux d’intérét défini ci-dessus, une courbe des taux
équivalente. En effet, la structure par terme des taux d’intérét est la fonction qui a chaque
maturité fait correspondre un unique taux d’intérét. Ce taux peut étre le taux zéro-coupon, le
taux forward ou carrément le taux forward instantané. Ajoutons aussi, que les différentes
courbes sont équivalentes et se déduisent aisément les unes des autres.

11.1.1.2 Interpolation linéaire et méthode du Bootstrap

Pour la construction de la courbe des taux zéro-coupon, il est nécessaire de passer par
une des méthodes d’interpolation (linéaire, cubique,...) et la méthode du Bootstrap. En effet,
les données dont nous disposons portent sur des obligations couponnées (mis a part les
instruments négociés sur le court terme) et ne couvrent pas toutes les échéances désirées.

e Interpolation linéaire : Nous connaissons les taux zéro-coupon de maturité T, et T,, et
nous voulons calculer le taux pour une maturité T tel que T; < T < T,. Nous interpolons
le taux de maturité T en utilisant la formule suivante :

() = T2 = DRE Tle i ;Tl “TORETS) oy

Avec R(t, T) le taux zéro-coupon a la date de calcul t pour une maturité T.

e Meéthode du Bootstrap : Afin de pallier au probleme posé par les obligations couponnées,
c'est-a-dire le passage des taux de rendements proposés par ces obligations (instruments
cOtés) aux taux zéro-coupon, la méthode utilisée s’appelle bootstrap. Cette méthode est
basée sur I’hypothese, que le prix théorique d’une obligation soit la somme de ses flux
actualisés aux taux zéro-coupon de 1’échéance de chaque flux.

Exemple :
Prenons une obligation de durée de vie 4 ans, avec un coupon annuel de 3.5%, ainsi

que les taux zéro-coupon ci-dessous :
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Tableau 1 Exemple des flux générés par une obligation

Echéance Flux de I'obligation Taux ZC de la maturité VA du flux de I'obligation
1 35 2,19% 3,424992661
2 3,5 2,68% 3,319680783
3 35 3,20% 3,184409805
4 103,5 3,47% 90,29891946

Le prix théorigque de cette obligation est la somme de la valeur actuelle de ses flux. C'est-a-dire :

P =3,424992661 + 3,319680783 + 3,184409805 + 90,29891946
=> P =100,2280027

Pour la construction de la courbe des taux en utilisant la méthode du bootstrap, prenons les

obligations suivantes :

Tableau 2 Exemple des obligations pour la construction de la courbe des taux

Maturité (années) Coupon annuel Prix de I'obligation (Négocié)
0,5 0% 99,4
1 0% 97,85
2 3,50% 101,4
3 4% 102,5

Les deux premiers titres (deux premieres lignes) sont déja des obligations zéro-coupons
puisqu’ils ne génerent pas de flux intermédiaires entre la date d’acquisition du titre et la
maturité.

Donc pour ces deux titres, il est assez facile de calculer le taux zéro-coupon. En effet, nous
avons :

100
Tem = (

1) 12 _ 1 20724%
—_— * — —
99.4 6 0

( 100 1) 12 197249
= | —m—m—m— — * — =
Tan = \97 85 12~ 0

Cependant, pour les maturités supérieures a 1 an, la formule de calcul des taux zéro-
coupon différe de celle utilisée précédemment. Nous utiliserons le principe de base du bootstrap
qui affirme que 1’obligation peut étre considérée comme la somme de zéro-coupon. Son prix
(théorique) est donc, par conséquent, équivalent a la somme des valeurs actuelles de ces zéro-
coupons.

Pour I’obligation a maturité 2 ans :

29



Partie Il - Modéles de taux d’intérét

p= Cc C+N
14 Tian * (1 + T2ans)?
1/2
C+N
=> T2ans = C -1
P- (1 + 714n)

Avec :
-P : prix de I’obligation
-C : coupon de I’obligation (Il s’obtient en multipliant le taux de coupon par le nominal)
-N : nominal de I’obligation

Nous avons déja calculé le taux zéro-coupon pour une maturité d’une année, donc :

1/2

103.5
T2ans = o —1=2,78080%

101.4 - (1+2,19724%)

De méme, nous utilisons le taux zéro-coupon de maturité 1 an et 2 ans (ri1q, €t T2qns ) POUr
le calcul du taux zéro-coupon de maturité 3 ans, et la formule suivante :

1/3
C+N
T3ans = C C -1
P — —
(1 + rlan) (1 + r2ans)2
1/3
104
=> 3ans = ) 4 —-1= 3, 13571%

102,5 —

(1+2,19724%) (1+ 2,78080%)2

Ainsi, via la méthode du bootstrap, nous pouvons obtenir les taux zéro-coupon a partir des
taux in-fine, en utilisant la formule récursive utilisée ci-dessus.

e Application : Construction de la courbe des taux marocaine

Pour la construction de la courbe des taux marocaine, nous nous sommes basés sur les
publications journaliéres de la banque centrale marocaine des taux de référence journaliere du
marché secondaire des bons de trésor. Le tableau ci-dessous présente les données publiées le
19/03/2014 :
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Tableau 3 Taux de référence du marché des BDTs au 19/03/2014(Source : www.bkam.ma)

Echéance Transactions Taux moyen pondéré Date de valeur
05/04/2014 209.99 3,225% 14/03/2014
14/06/2014 83.25 3,220% 18/03/2014
28/06/2014 71.93 3,250% 17/03/2014
07/07/2014 2 019.06 3,256% 17/03/2014
14/07/2014 710.84 3,262% 17/03/2014
02/08/2014 24.88 3,260% 17/03/2014
15/12/2014 30.45 3,330% 19/03/2014
03/11/2015 273.66 3,614% 19/03/2014
14/03/2016 247.60 3,715% 14/03/2014
18/04/2016 280.74 3,747% 14/03/2014
19/11/2018 806.10 4,230% 19/03/2014
17/06/2024 52.05 5,110% 17/03/2014
19/04/2027 159.78 5,430% 19/03/2014
03/05/2030 45.58 5,255% 20/06/2013
04/12/2036 43.57 4,735% 09/12/2013
Total 5059.48

Les étapes suivies pour I’obtention de la structure par terme des taux d’intéréts, sont :

1) Calcul des maturités en jours des titres négociés sur le marché secondaire, en utilisant le
tableau 3 (Maturité = Echéance — Date de valeur), et de les ordonner par ordre
croissant.

2) Calcul du Taux moyen pondéré pour les maturités « standards » : 13 semaines, 26

semaines, 52 semaines, 2 ans, 5 ans, 10 ans, 15 ans, 20 ans. Le calcul se fait en utilisant
la formule d’interpolation linéaire expliquée quelques pages auparavant.
Par exemple, pour le calcul du TMP pour une maturité de 26 semaines, c'est-a-dire de
182 jours, nous cherchons les deux premiers titres qui ont une maturité supérieure et
inférieure a 182 jours. Il s’agit dans notre exemple des titres ayant comme échéance le
02/08/2014 (maturité=138 jours) et le 15/12/2014 (maturité= 271 jours). Et nous
appliquons la formule d’interpolation :

T, — T)R(t, T,) + (T — TR, T
R(t,T)=(2 R Tl) (T VR( z)avecT1<T<T2
2 11

(271 —-182) * 3.26% + (182 — 138) * 3.33%
271 —-138

=> R (2 6sem) =

=> R(264.m) = 3,2832%

Nous retrouvons le tableau ci-dessous :
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Tableau 4 Le TMP pour des maturités standards apres interpolation

Maturité Maturité en TMP .
Jours (Interpolé)
13 sem. 91 3,2260%
26 sem. 182 3,2832%
52 sem. 364 3,4118%
2 ans 730 3,7141%
5ans 1825 4,2814%
10 ans 3650 5,0690%
15 ans 5475 5,3419%
20 ans 7300 4,9900%

3) Calcul du taux in fine (ou TMP) par interpolation linéaire pour des maturités différentes
des maturités standards (1 semaine, 1 mois, 2 mois, 4 mois, etc.). Une fois calculé, nous
effectuons la conversion des taux in fine en taux zéro-coupon via la méthode du
bootstrap. Cependant, cette conversion ne concerne que les titres ayant une maturité
supérieure a 1 an. Pour les titres ayant une maturité inférieure a 1an, la conversion des
taux in fine en taux zéro-coupon se fait via la formule de conversion du taux monétaire
en taux actuariel, et qui est :

tm * 0\ /T
ta=(1+ ) ~1 (22

360

Avec: tm: le taux monétaire,
ta : le taux actuariel,
n : le nombre de jours du placement,
f : la fraction d'année du placement (base exact/exact).

Le code sous VBA de la fonction récursive qui calcule les taux zéro-coupon par la
méthode du bootstrap est fourni en annexe (Voir Annexe A).
La fonction Rzc(Tx,Ca,n) a comme argument trois 3 variables.
- Lavariable d’entrée Tx est le taux du coupon qui est fixe.
- Ca est le nominal de I’obligation (généralement nous considérons, pour des
raisons d’optimisation du temps de calcul, Ca = 1).
- nest la maturité du zéro-coupon pour lequel nous voulons calculer le taux.

Par exemple, pour le calcul du taux zéro-coupon d’une obligation de maturité 5 ans,
sachant que son taux in-fine est de 4,2814%, il suffit de faire appel a la fonction
Rzc(0.042814;1;5).

Nous obtenons les résultats suivants :
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Tableau 5 Les taux zéro-coupon pour les différents titres en fonction de leur maturité

Tenor In Fine ZC Maturité Date
MADBDT-ON 3,02% 0,031060358 1 15/03/2014
MADBDT-01W 0,030309333 0,031198012 7 22/03/2014
MADBDT-01M 0,030866667 0,031747383 31 15/04/2014
MADBDT-02M 0,031563333 0,032431232 61 15/05/2014
MADBDT-13W 3,23% 0,033111803 91 14/06/2014
MADBDT-15Y 5,34% 0,053486941 5479 15/03/2029
MADBDT-16Y 0,052715316 0,052776076 5844 15/03/2030
MADBDT-17Y 0,052011963 0,052066157 6209 15/03/2031
MADBDT-18Y 0,051306683 0,051355094 6575 15/03/2032
MADBDT-19Y 0,05060333 0,05064663 6940 15/03/2033
MADBDT-20Y 4,99% 0,049938731 7305 15/03/2034

- Les taux in-fine en rouge, sont les TMP des maturités standards (13 semaines, 52

semaines, 5ans,...). Pour calculer les taux in-fine des autres maturités du tableau, nous
utilisons la formule d’interpolation linéaire (2.1).

Pour le calcul du taux zéro-coupon de maturité inférieure a une année (MADBDT-ON a
MADBDT-01Y), nous utilisons la formule (2.2) de conversion du taux monétaire en taux
actuariel (le taux monétaire est le taux in-fine).

Pour le calcul du taux zéro-coupon de maturité supérieure a une année (MABDT-01Y a
MABDT-20Y) a partir des taux in-fine, nous utilisons la fonction
Rzc(Tx, Ca,n)programmée sous VBA.

Nous pouvons a présent tracer la courbe des taux zéro-coupon, qui attribue a chaque maturité
son taux zéro-coupon équivalent :

Taux zéro-coupon

Courbe des taux zéro-coupon

0,06

0,05

0,04

0,03

0,02

0,01

0205 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Maturité (en année)

Figure 1 Courbe des taux marocaine au 19/03/2014
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Derriére toute courbe des taux d’un pays, existe un ensemble d’interprétation
économique du pays en question. En principe, la courbe des taux est croissante, puisque les
obligations a longues durées doivent fournir un taux de rendement plus élevé que les obligations
qui ont une maturité plus courte. En effet, les investisseurs ont toujours une préférence pour le
court terme, car la vision du futur est assez claire. Et donc, pour qu’un investisseur s’engage a
placer son argent a long terme avec un taux défini aujourd’hui, il demandera une rémunération
plus €levée qu’a celle d’un placement a courte durée.

Cependant, la courbe des taux n’est pas toujours croissante. D’ailleurs, c’est le cas de la
courbe des taux marocaine tracée au 19/03/2014. Nous remarquons, en effet, un point de
changement de tendance a la maturité 15 ans. Ce phénoméne est constaté quand les
investisseurs, en analysant le marché, prévoient un ralentissement économique, et donc, une
baisse des taux obligataires.

[1.1.2 Modele de Nelson-Siegel

La reconstitution de la courbe des taux est une opération nécessaire car il n’existe pas
assez d’obligations zéro-coupon cotées sur le marché. Nous ne pouvons pas obtenir les taux
zéro-coupon pour un continuum de maturité. Il faut donc interpoler les points pour obtenir une
courbe continue.

Par la suite, cette courbe des taux zeéro-coupon devra étre extrapolée afin de pouvoir
obtenir des taux pour des maturités postérieures a celles observées aujourd’hui sur le marché
financier.

Le modele de Nelson-Siegel constitue une des différentes méthodes de reconstitution de
la courbe des taux. Il propose I’utilisation de la fonctionnelle suivante pour la modélisation des
taux zéro-coupon au temps (maturité) T :

RNS(t; T) = B * hl,t(T) + B * hz,t(T) + B3 * h3,t(T)

Avec
-T
2 -T

-T
1—e0 1—e
hie(T) =1, hpo(T) =——, hgo(T) = —7—
0 0

et
B : Facteur de niveau correspondant au taux long.
B2, : Facteur de rotation correspondant a I’écart entre le taux court et le taux long.
B3 : Facteur de courbure.

0 : Paramétre d’échelle (fixe dans le temps).
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Le nombre de parametres a estimer est de 4. La fonctionnelle est une combinaison
linéaire de trois fonctions dont les coefficients sont obtenus par minimisation de 1’écart
quadratique entre les prix obtenus a partir de celle-ci et les prix de marché.

La méthode de Nelson-Siegel permet d’obtenir les quatre formes de courbe classiques,
a savoir : ascendante, descendante, plate et inversée.

Nous nous sommes basés pour 1’estimation des paramétres sur les données du tableau
5, c'est-a-dire sur la courbe des taux zéro-coupon au 19/03/2014. Pour estimer les parametres
sous le logiciel R, nous avions besoin du package YieldCurve®. Le code utilisé pour
I’implémentation du modéle de Nelson-Siegel sous R est donné en annexe B.

Nous retrouvons via ce code les paramétres S;, B, B3 et 8 (1/lambda) :

If B1=0,01932446
B> =0,01174901
B3 =0,09016941

L179 = 0,09079789

Une fois les parameétres estimés, nous recalculons via le modéle de Nelson-Siegel les
taux d’intéréts pour les différentes maturités possibles. Nous obtenons la courbe en rouge :

Fitting Nelson-Siegel Moroccan yield curve

0.050
!

0.045
1

rate.Tresor$zC

0.040

0.035

—_— observed yield curve

- fitted yield curve (Nelson)

\ \ \ \ \
0 5 10 15 20

rate. Tresor$Maturité

Figure 2 Construction de la courbe des taux marocaine sous le modéle de Nelson-Siegel

3 Pour plus d’information : http://cran.r-project.org/web/packages/YieldCurve/YieldCurve.pdf
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Malgré que 1’ajustement de la courbe des taux marocaine via le modele de Nelson-Siegel
soit « assez bon », sauf que ce dernier est le modéle le moins flexible, il ne permet pas de
représenter toutes les courbes observées sur le marché, notamment celles avec une bosse et un
Creux.

Pour ce qui est des parametres estimés, f3;est le taux long, c'est-a-dire quand la maturité
T tend vers +oo le taux zéro-coupon R¥S(t, T) tend vers ;. Quand T = 0, le taux zéro-coupon
tend vers 8; + f3,. L’interprétation ici du taux RNS(¢t,0) peut étre assimilée au taux court au
comptant. Il s’agit du taux de placement sur le marché monétaire entre une t et t+dt.

[1.1.3 Modele de Svensson

Le modeéle de Svensson est une extension du modeéle de Nelson-Siegel qui permet de
donner plus de flexibilité a la courbe. La fonctionnelle utilisée dans ce modeéle est la suivante :

R5(t,T) = B * hyo(T) + Bos * hyo(T) + B3y * ha o (T) + By * hyo(T)

Avec
-T -T
1-—ef 1-e01 T
hl,t(T) - 1, hz’t(T) = T, h3,t(T) = T —_ 601,
0, 0,
-T
1—eb2 -T
et hy(T)= ————e%

I
0,

B4 et 0,: Parameétres supplémentaires qui ont une influence sur la partie courte de la courbe.

Le nombre de parametres a estimer est passé de 4 a 6. lls sont estimés par minimisation
de I’écart quadratique entre les prix obtenus a partir de cette fonctionnelle et les prix de marché
(prix issus de la courbe des taux déja tracée).

L’ajout de ces parametres supplémentaires permet a la courbe d’étre plus flexible a court
terme.

Le code utilisé pour I’implémentation du modele de Svensson sous R est fourni en
annexe B, et se base sur les fonctions du package YiedCurve (comme dans le modéle de Nelson-
Siegel).

Nous retrouvons via le code utilisé sous le logiciel R les parametres 1, B2, B3, Ba, 61 (taul) et
0, (tau?) :
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(B1 = —0,08593814
B, =0,1183185
B3 = 0,0488286
B, =0,3887738

0, = 2,369957

\ 6, =11,15275

Une fois les parametres estimés, nous recalculons via le modéle de Svensson les taux
d’intéréts pour les différentes maturités possibles. Nous obtenons la courbe en vert :

Fitting Svensson Moroccan yield curve

0.050
|

0.045

rate.Tresor$zC

0.040

——  observed yield curve
fitted yield curve (Nelson)
fitted yield curve(Svensson)

0.035
1

I I I I I
0 5 10 15 20

rate. Tresor§Maturité

Figure 3 Construction de la courbe des taux marocaine sous le modele de Svensson

Nous remarquons que la courbe du modele de Svensson ajuste presque parfaitement la
courbe des taux zéro-coupon marocaine (mieux que la courbe du modeéle de Nelson-Siegel).
Cette méthode de calibration a été adoptée par les banques centrales des pays avanceés, telles
que la Bangue de France et la Banque d’Angleterre (Bank of England). Le modéle de Svensson
nous sera utile dans le calcul des taux zéro-coupon pour des maturités dont nous ne disposons
pas, a I’aide des parametres estimés.
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1.2 Modeles stochastiques de taux d’'intérét

Il existe plusieurs familles de classification des modéles stochastiques d'évolution de la
structure temporelle des taux d'intérét, selon la méthodologie utilisée. Nous citons :

- Les modeéles d'arbitrage standard: ces modéles conduisent a I'élaboration d'équations de
structure des taux, construites a partir d'une ou plusieurs variables, appelées variables
d'état, et d'un raisonnement dit d'arbitrage. Nous citons, dans ce contexte, le modele de
Vasicek (1977) a une variable que nous allons développer dans ce rapport, et le modéle
de Brennan et Schwartz (1979) a deux variables.

- Les modeles d'équilibre intertemporel: plus ambitieux que les modeles d'arbitrage, les
modeles d'équilibre tentent a partir d'une description d'ensemble de I'économie, sous-
jacente et de considérations sur les préférences des investisseurs, d'obtenir également
des équations de structure des taux. Le modele le plus célébre en la matiére est le modéle
de Cox, Ingersoll et Ross (1985). Ce dernier sera traité de facon plus détaillée dans les
chapitres suivants.

- Les modeles de déformation: plutdt que de se baser sur des variables censées dicter
I'évolution des taux, les modeles de déformation partent de la structure initiale des taux
telle qu'elle peut étre observée, et lui font ensuite subir des déformations consistantes.
Le modele de base, construit selon un schéma binomial, est le modele de Ho et Lee
(1986); ce modele a été généralisé par Heath, Jarrow et Morton (1987, 1990).

[1.2.1 Modele de Vasicek

11.2.1.1 Présentation du modéle

Le modele de Vasicek (1977) est fondé sur 1’idée que le taux court est le seul parametre
qui régit les prix des titres obligataires, que celui-ci est censé suivre un processus d’Ornstein -
Uhlenbeck dont 1’évolution stochastique obéit a 1’équation difféerentielle de type :

dr(t) = a(b—r(t))dt + odB,
r(0) =1,
Avec :
- r(t): Taux court en t (assimilable au taux JJ).
- b: Moyenne sur le long terme du taux court.

- a: Désigne la vitesse d’ajustement du taux court actuel vers sa moyenne de long terme

b.
- o Ecart-type du changement instantané de r(t).

- B;: Mouvement brownien standard.
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La solution de I’équation différentielle stochastique ci-dessus, est donnée par :
t

r(t) = r(s)e—a(t—s) + b(l _ e—a(t—s)) + a..l- e—a(t—u)dBu
S

Nous obtenons la solution en appliquant le lemme d’Itd a X, = r(t)e® .

Cette modélisation permet de prendre en compte I’effet de retour a la moyenne constatée
sur les taux d’intéréts, d’ou I’utilisation d’un processus d 'Ornstein - Uhlenbeck. En effet, des
valeurs élevées des taux ont tendance a étre suivies plus fréguemment par des baisses que par
des hausses. L’effet inverse est également constaté pour des niveaux de taux inhabituellement
bas.

Ce processus induit un prix a I’instant t des obligations zéro-coupon de maturité T, prix
qui se calcule selon la formule suivante® :

1-— e 20D a2 T-0\2
PT) = exp((Roy — 1) [ ——— ) = (T = ORo — — (1 — €2~
(01) = exp(e = 1) (F— ) = (T = ORe o (1= €570

Ou R représente le taux a long terme asymptotique qui se définit par :

R,=b+22_ 7
® a 2ad?

A représente la prime de risque liée a I’incertitude de 1’évolution des taux :

r—»>b
1=

o

Ainsi, nous pouvons déduire I’expression du taux zéro-coupon, a partir de la formule des prix
présentée ci-dessus :

2

1—e oD o X
4a3(T —t) (1-e

a(T—t))Z
a(T—-1t)

R(t,T)=(rt—Roo)< >+Roo+

L’espérance et la variance conditionnelle du modele de Vasicek sont données par les formules
suivantes :

E(r(®)) = b + (r(s) — b)e 2t~

o2
Vi(r@®) = 2a (1 — e2a(t=9))

4 Pour plus de détails, voir : LONDON,Justin. Vasicek Model. In Modeling derivatives in C++ : Wiley Finance,
2004, p. 404-411.
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11.2.1.2  Calibration du modéle de Vasicek par la méthode des MCO

Pour estimer les parametres du modéle de Vasicek, nous allons utiliser la discrétisation
exacte proposée par Gouriéroux, Montfort et Renault (1993) qui est donnée sous la forme
suivante :

Tt = rt_l + b(l - e_a) + (e_a - 1)1"t_1 + Et

re=b(1l—e ) +e ry_q+e
Avec
2

o
€t~N(0’E (1—e29))

La normalité de I’erreur découle du Lemme disant si H est une fonction déterministe
t . . . t
alors [ H.dBg suit une loi normale de moyenne 0 et de variance [, Hs*ds. Dans notre cas,

H, = ge~(t=9)

Nous pouvons & présent en utilisant les données discrétes du taux court, estimer les
paramétres du modele de Vasicek via 1’équation simplifiée suivante :

rr=a+pPry,+e¢€

2
Avec a=b(1—e®) , B=e" et €t~N(0,:—a(1 — e2%))
L’équation ci-dessus indique que le taux court s’ajuste suivant un processus autorégressif
d’ordre 1 (AR(1)).

- Présentation des données

Pour estimer les paramétres a et g (donc a ,b et %), nous avons choisi comme taux
court terme, le taux moyen pondéré du marché monétaire interbancaire. Il s’agit d’un marché
de gré a gré ou ont lieu les placements et refinancements a trés court terme.

La base de données sur laquelle nous nous sommes basés contient des taux au jour le
jour du 01/01/2004 au 15/04/2014 publié par la banque centrale du Maroc, soit 3758
observations :
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Tableau 6 Historique du taux moyen pondéré du marché monétaire interbancaire

A B C D E F
v oumaon s o |
2
3 Importer les données ) ,
A Supprimer les zeros
e WP vohme
& |15/04/2014 0,03068 1618 1131
7 |14/04/2014 0,03002 943
8 13/04/2014 0,03004 0
9 |12/04/2014 0,03004 0
10 |11/04/2014 0,02004 1924
11 | 10/04/2014 0,03 1445
12 |09/04/2014 0,03013 1961
13 08/04/2014 0,03028 2234
14 |07/04/2014 0,03063 2540
15 | 06/04/2014 0,03037 0
16 |05/04/2014 0,03037 0
17 04/04/2014 0,03037 2073

Le graphe des données figurantes dans le tableau ci-dessus est le suivant :

|
|‘ || p“ﬂT

]
|‘ | | l” .“H‘hlrm mmilll"iflw M tadibriong

WP
0035 0040

0.030

008
: _
“

T
| -.J L e

000

] 1000 2000 3000

Time

Figure 4 Evolution du TMP du 01/01/2004 au 15/04/2014

D’apres la courbe ci-dessus, nous remarquons ’absence d’une tendance de la série du
TMP, ce qui indique la stationnarité de cette série. Cependant, un test statistique est nécessaire
pour le justifier.
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- Test de stationnarité (Dickey Fuller)

Dickey et Fuller proposent un test qui détecte la stationnarité d’une série temporelle. Le
test de Dickey-Fuller est un test de racine unitaire qui estime I’hypothése nulle de racine unitaire
(ou de non-stationnarité). Nous effectuons ce test avec le logiciel R (voir Annexe C)

Lap —value = 0,01, donc on rejette I’hypotheése nulle du test (Hy: Il y’a non-
stationnarité). D’ou la stationnarité de la série du taux moyen pondéré.

- Test d’autocorrélation des erreurs

Lap — value < 2,2 * 1071, on rejette I’hypothése nulle du test (Hy: 11 y’a absence
d’autocorrélation des erreurs), d’ou I’autocorrélation des erreurs (Voir Annexe C pour les
sorties sous R).

- Test d’homoscédasticité

Le test ARCH permet de détecter s’il y’a homoscedasticité ou hétéroscedasticité. Les
modeles AutoRegressifs Conditionnellement Hétéroscédastique ont été introduits pour
modéliser la volatilité des actifs financiers qui change avec le temps.

Lap — value < 2,2 x 1071, on rejette I’hypothése nulle du test (Hy: Il n’y a pas
d’effet ARCH), d’ou I’hétéroscédasticité des erreurs (voir Annexe C pour les sorties sous R).

- Test de Normalité

Lap — value < 2,2 * 10716, on rejette I’hypothése nulle du test (Hy: les erreurs
suivent une loi normale), d’ou la non-normalité des erreurs (voir Annexe C pour les sorties
sous R).

Remarque

Malgré le rejet de la plupart des hypothéses d’application du modéle autorégressif
d’ordre 1, sauf que la discrétisation de 1’équation différentielle stochastique du modele de
Vasicek, nous impose la normalité des erreurs et ’homoscédasticité, qui vient de 1’utilisation
du mouvement brownien dans le modele. Donc pour nous, ces hypotheses que nous avons
testées sont plutdt des contraintes du modeéle plus que des suppositions. Pour I’estimation des
paramétres du modele de Vasicek, nous allons travailler en supposant que les hypotheses de
base sont vérifiées.

- Estimation des parametres

Toujours a I’aide du logiciel R, nous obtenons :
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Tableau 6 Estimation des paramétres du modéle AR(1)

Coefficient AR(1) | Constante
Estimation 0,9609 0,0305
Ecart-type 0,0045 0,0005
Variance AIC BIC Log Vraisemblance
1,659*10" (-6) -39342,48 -39323,78 19674,24

Donc:
a=0.0305x*(1-0.9609)

B =0.9609
02, =1.66+107°

Ce qui nous permet d’estimer les paramétres d’origine du modéle de Vasicek (via la

méthode des moindres carrés) :
a= 0.03988493
b =0.0305
6=131419%103

11.2.1.3 Calibration du modéle de Vasicek par la méthode du maximum

de vraisemblance

Pour appliquer la méthode du maximum de vraisemblance, il est nécessaire de connaitre

la distribution du taux court sous le modéle de Vasicek.
L’équation de la densité de la probabilité conditionnelle du taux court r;,,Sachant une

ancienne observation r; est donnée par :

r:.+1—1r;e*—p(1—e ¢ 2

f@rinlri;ab,6") = —eXp(—( e 2 ( ) )
21 o*? 20

Avec
1— eZa
2a
Pour des observations du taux court (ry, 74,72, ... ,7;, .. ,1,), la fonction de log-
vraisemblance peut étre déduite de la fonction de densité conditionnelle. Nous avons :

o2 =02

n-1
In(L(a,b,6)) = ) In(f(runlriia,b,a")
i=1

B 20
Les conditions de premier ordre permettent d’aboutir aux équations suivantes :
(dL(a,b,o0™) 0

da
dL(a,b,o0") B

ab
dL(a,b,a*)

\  do*
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( X (g — e
n-1)(1—-e9
Y (rier — b)(ri — b)
Siie - b)’

a=-In(

1 n-1
0'2 = ——= (@i — b~ e, — b))’
L n—-1 =

Le probléme avec ces solutions, est que chaque paramétre dépend d’un autre.
Cependant, a et b sont tous les deux indépendants de ¢* , et en trouvant la valeur d’un des deux
parameétres a et b va nous permettre de trouver la valeur de 1’autre. La valeur de ¢* pourra étre
déterminée une fois les valeurs des deux parametres a et b ont été trouvés. Donc, pour résoudre
ces equations, il suffit de trouver seulement un des deux parametres a ou b.

Pour trouver b, il suffit de remplacer 1’équation de a par celle de b.

Posons les notations suivantes :

i=1
n
— 2
)\ Tyx = Z ri1
i=1
n
2
ryy= z r;
i=1
n
Txy = z ririy
k i=1

En utilisant ces notations, nous trouvons :

3 TyTex — TxTxy
W Ty) — (1%~ 17,
r..—br,—br, + nb?
a=—-In| X2 ad 4 5
Tyx — 2br, + nb

b
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- Estimation des parametres

La base de données utilisee est la méme que celle utilisée précédemment dans
I’estimation des paramétres du modeéle de Vasicek par la méthode des MCO.

L’implémention des estimateurs du maximum de vraisemblance est faite manuellement
sous R. Il n’existe pas de procédure d’estimation directe des parametres. Le code
d’implémentation des estimateurs de maximum de vraisemblance sous le logiciel R est fourni
en Annexe D.

Nous retrouvons donc les estimations des parametres du modele de Vasicek, en utilisant la
méthode du maximum de vraisemblance :

a=0.03997892

b =10.03047177

6 =0.001313707

11.2.1.4 Simulation de trajectoire du modéle de Vasicek (Taux court)

Cette partie vient pour illustrer la méthode de génération des trajectoires du modéle du
taux court de Vasicek. Elle est d’une grande utilité pour le pricing des produits dérivés de taux
d’intérét dans le cadre du modele de Vasicek.

L’estimation des paramétres, qui a été traitée dans les parties précédentes, soit par la
méthode du maximum de vraisemblance soit par la méthode des moindres carrés a pour objectif
de déterminer les paramétres du modéle pour générer aprées des trajectoires du taux court (ou
carrément la courbe zéro-coupon), et obtenir ainsi une dynamique des taux.

0,06
0,05
—e— Sériel
—m— Série2
0,04 —&— Série3
Séried
h —te— Série5
t 0,03 —e— Sérieb
i —t— Seérie7
: Série8
0,02 Série9
Sériel0
0,01
D T T T T 1
0 1000 2000 3000 4000

temps (jour)

Figure 5 Simulation de 10 trajectoires du taux court sous le modele de Vasicek
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Dans I’application sous Excel, que nous avons développée, I’utilisateur a libre choix de
choisir entre 1’utilisation des parameétres issus de 1’estimation par maximum de vraisemblance
ou par moindre carrés (deux boutons « Générer (MV) » et « Générer (MC) »). Le parametre n
fait référence au nombre de simulations désirées. Par exemple si n=10, nous obtenons un tableau
a 11 colonnes et 10 trajectoires du taux court dans un méme graphique (Voir figure 4). Le
parametre dt est le pas de la marche aléatoire.

Les paramétres a, b, sigma sont les paramétres spécifiques au modéle de Vasicek et
dont les méthodes d’estimation ont été expliquées ci-dessus. Le parameétre rO est la premiére
observation de notre base de données et qui servira de point de départ pour 1’algorithme de
calcul.

Nous fournissons en annexe E le code VBA pour générer le tableau des données du
taux court ainsi que les graphiques, et une capture d’écran de ’application développée.

11.2.1.5 Limites du modéle de Vasicek

Le modéle de Vasicek présente de nombreux éléments intéressants : distributions
connues et faciles a manipuler (gaussiennes), formules explicites pour les obligations et taux
zéro-coupon, simulation aisee, etc. Cette simplicité ne va pas sans inconvénients.

Le premier inconvénient du modéle de Vasicek est dli a son caractere gaussien, qui ne
garantit pas la positivité du taux court r(t) (Voir figure 5 ci-dessous).

En outre, la courbe des taux zéro-coupon obtenue n’est pas assez souple pour reproduire
toutes les formes de courbes observées sur les marchés.

Enfin, le modéle de Vasicek est un modéle dit endogene, puisque la courbe de taux zéro-
coupon est entierement définie par le modele. On ne peut donc pas passer les observations de
marché en entrée du modele.
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: ' , ,
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-0,01

temps (jour)

Figure 6 Trajectoire du taux court de Vasicek, avec des taux négatifs.

Le modeéle CIR presenté dans le paragraphe suivant cherche a répondre au probleme de
la positivité du taux court.
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11.2.2 Modele de Cox, Ingersoll and Ross (CIR)
11.2.2.1 Présentation du modéle

Le modéle de Cox, Ingersoll et Ross occupe depuis les années 80, une position
privilégiée au sein du champ théorique de I’évaluation des actifs financiers. La raison essentielle
du succés des travaux de Cox, Ingersoll et Ross tient au fait qu’ils parviennent a nous fournir
un modele parfaitement compatible avec les hypothéses de la théorie standard.

L’un des problémes rencontré dans I’utilisation du modé¢le de Vasicek est la non-
positivité du taux court. Le modele CIR a répondu a ce probleme en proposant un modeéle
« racine carré », dont la variance instantanée est proportionnelle a la racine carrée du niveau
atteint.

La dynamique de taux proposée par le modele est donnée par :

dr(t) = a(b —r(t))dt + o\/r(t)dB,

aveca>0,b>0etoc>0.

La solution explicite de I’équation différentielle stochastique ci-dessus, est donnée par :

r(t) = (r(0) —b)e ™ + ge™™ jteau./r(u) dB,
0

Il est possible de montrer que si 2ab > 2, alors, la solution n’atteint pas 0, dans ce cas,
le drift de 1I’équation (le terme multiplié par dt) est suffisamment important pour contraindre la
diffusion (le terme multiplié par dB;) d’atteindre 0. Nous supposons cette hypothése qui assure
la non négativité du taux court.

Le processus « racine carrée » est un processus décrivant I’attirance élastique du taux
court autour de la valeur centrale b avec une vitesse d’ajustement a.

Cependant, lorsque r(t) devient nul, la dynamique du taux court est ici décrite par
I’équation déterministe dr(t) = a * b = dt > 0 (car a, b > 0). Ceci montre, d’une part, le taux
court ne peut jamais €tre négatif, et, d’autre part, qu’il redevient immédiatement positif juste
apres avoir atteint la valeur zéro. Zéro est une « barriére réfléchissante » pour le taux d’intérét.

Nous remarquons également que o%r(t), la variance instantanée du changement du taux
court, croit avec son niveau. Ceci concorde avec les constatations empiriques, qui montrent que
les taux sont d’autant plus volatiles que leur niveau est élevé.

Lorsque le parametre a tend vers I’infini (1’ajustement se fait de plus en plus
rapidement), 1’espérance de r(t) tend vers b, et sa variance vers zéro. A I’inverse, lorsque
a tend vers zéro (1’attraction vers b est de plus en plus faible), I’espérance du taux futur tend
VErs son niveau courant, et sa variance vers a?r(t)T, ce qui, dans ce cas, témoigne de I’absence
de toute force de rappel. Nous remarquons également que la variance de r(s) tend vers la
constante finie ba? (2a)~1, lorsque s tend vers 1’infini.

La variance conditionnelle du modele CIR est donnée par :
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—as

1o e + b(1— %))

V(r(t+s)|r@®) = o a

La valeur d’un zéro-coupon se calcule via la formule suivante® :

P(t,T) =A(T —t) * eBT-Or®)

Avec :
( 2
28exp(% (a+8)(T—-1) ’
AT —t) =
(a+8)(exp(6(T—1)—1)+26
< 2(exp(8(T - ©) - 1)
B exp(6(T—1t)) —
BT -1 = (a+8)(exp(6(T—1t))—1)+26
\ 8§ =a*+ 202

Donc le taux zéro-coupon dérivé du modeéle CIR est égal a :

1
R(t,T) = 7— (B(t,T).7) — log(A(t, 1))

11.2.2.2  Calibration du modele CIR par la méthode des MCO

La discrétisation de 1’équation différentielle stochastique du modéle CIR nous donne :

Ty —re=alb—ry) +o\r €
Avec e, suit une loi normale de moyenne O et de variance 1 (At =t +1—-t =1).

Pour I'utilisation de la méthode des moindres carrés ordinaires, nous transformons
1’équation ci-dessus en :

Tev1 — Tt
—a\r;+oe€
SRR 'f

Pour des observations données du taux court (ry, 74,72, ... , i, ... , ), NOUS retrouvons
les paramétres via la minimisation de la fonction objective :

(@,b) = argmin,, (Z r”\}_ \/_ +a/r,)

5 Pour plus de détails, voir : LONDON,Justin. Cox-Ingersoll-Ross model. In Modeling derivatives in C++ :
Wiley Finance, 2004, p. 431-436.

48



Partie Il - Modéles de taux d’intérét

Sous le logiciel R, pour réaliser une régression des séries temporelles, il serait mieux
d’utiliser la procédure dynlm du package « dynlm », au lieu d’utiliser la procédure standard de

la régression linéaire Im. En posant x1 = N et x2 = \/r, , nous retrouvons les estimations
t
suivantes :

Tableau 7 Estimation des paramétres du modéle de CIR par la méthode des MCO

Coefficients Estimation Ecart-type t-value p-value
x1 0.0011398 0.0001322 8.619 <2e-16
X2 -0.0374005 0.0043946 -8.511 <2e-16

Ecart-type des erreurs

0.007449

Nous avons donc:

—da =-0.0374005
{ ab = 0.0011398

6 = 0.007449
@ = 0.0374005
=> b = 0.03047553
G = 0.007449

11.2.2.3  Calibration du modéle CIR par la méthode du maximum de
vraisemblance

Une autre alternative pour estimer les parametres est de trouver les valeurs de ces
derniers qui maximisent la fonction de vraisemblance. Pour les N+1 observations du taux court
(ro,11, 72, - , 17, -, T), la foNnction de vraisemblance est :

n-1
Labo) =| [f(realr;ab,o
i=0

n-1
=> In(L(a,b,0)) = ) In(f(rylre; ab,0))
i=0

L’équation de la densité de la probabilité conditionnelle du taux court r;,,sachant une
ancienne observation r; est donnée par :

u
f(riqlre; a,b,0) = cexp(—uvw) (;)q/z I,(2vVuv)
Avec:
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o)

X
x (3
qu(x) - (i)q Z nr(q+n+1)

n=0

)Zn

Donc :
= 1 v
In(L(a,b,0)) = (n—1)In(c) + Z(—u —v+2q In (ﬂ) +In (Iq(Z\/uv)))
i=0

Pour trouver les estimateurs des paramétres du modéle de Cox-Ingersoll-Ross, la
fonction de vraisemblance doit étre maximisée, en dérivant cette derniere par rapport aux trois
parametres du modeéle :

(dL(a, b, o)

— -0

da

) dL(a,b, o) B
ab B

dL(a,b, o) _o

\' do B

Toujours sous le logiciel R, I’estimation des paramétres par maximum de vraisemblance
se fera en trois étapes. Nous allons tout d’abord programmer la fonction expBes, qui est la
fonction exponentielle de Bessel. En effet, pour éviter 1’explosion de la fonction de
Bessel I,(x), il est préférable d’utiliser la version exponentielle en exploitant la

relation log(e ™*I,(x)) = log (Iq (x)) — x . Ensuite, nous allons programmer la fonction de

vraisemblance CIRLikehood, et utiliser enfin la procédure mle pour trouver les estimations de
a, b et o (Voir le code R en Annexe D) :

D’apres les sorties du logiciel R, nous avons :

da=0.023802649
b = 0.030943860
6=0.007611121

11.2.2.4 Simulation des trajectoires du modéle de CIR

Dans cette partie, la procédure de simulation est la méme que celle utilisée dans le cadre
du modele de Vasicek. L’algorithme du calcul des taux courts est le seul a changer.
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Le modele de Cox-Ingersoll-Ross est une extension du modéle de Vasicek, dans la
mesure ou il apporte une amélioration a ce dernier. Le premier inconvénient du modele de
Vasicek est dl a son caractére gaussien qui ne garantit pas la positivité du taux court. En effet,
aprés la simulation de plusieurs trajectoires du taux court, nous remarquons parfois que la
courbe franchit I’axe des abscisses, et donc le taux court prend des valeurs négatives. Par contre,
dans le modéle CIR, il est impossible d’obtenir des valeurs négatives de taux d’intéréts (voir
figure 6).

0,06
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0,04
——Sériel
—a— Série3

0,02

0,01

0 T T T T T T T
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000

temps (jour)

Figure 7 Simulation de 3 trajectoires du taux court sous le modele de Cox-Ingersoll-Ross

Nous fournissons en annexe E le code VBA pour la génération des trajectoires du taux
court du modéle de Cox-Ingersoll-Ross et une capture d’écran de I’application développée.
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Partie 111
Valorisation des produits de

couverture du risque de taux
d’intérét

Dans cette partie, nous présentons trois produits de couverture du risque de taux d’intérét :
["option sur zéro-coupon, les caps/floors et les swaps de taux d’intérét. Pour les deux premiers
produits, nous allons effectuer le pricing sous le modéle de Vasicek et le modele de Cox-
Ingersoll-Ross. Pour les swaps, nous les valorisons sous le modele classique du marché.
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Valorisation des produits de couverture du risque de taux
d’intérét

[1l.1 Option européenne sur un zéro-coupon

Dans cette partie, I’évaluation de ce type de produit dérivé reposera sur des méthodes
stochastiques, c'est-a-dire en supposant une équation différentielle stochastique d’évolution des
taux d’intéréts.

Selon Bisiére (1997), une option est un contrat passé entre deux parties : [’acheteur de
["option et le vendeur (appelé aussi émetteur) de [’option. Par ce contrat, I’acheteur acquiert
temporairement le droit d effectuer une certaine transaction (dans les conditions précisées sur
le contrat) dont la contrepartie sera le vendeur de [’option. Le prix de [’option, appelé la prime,
est versé par [’acheteur au moment de la signature du contrat. Si l’acheteur décide d’effectuer
la transaction (ce qu’il n’est jamais obligé de faire), on dit qu’il exerce son option.

Le contrat de I’option précise toujours :

e La date d’expiration de 1’option : qui est la date aprés laquelle 1’option ne peut étre exercée
(appelée aussi date d’échéance).

e L’actif sous-jacent : c’est I’actif qui fera I’objet de la transaction en cas d’exercice.

e Le prix d’exercice (Strike) : prix auquel se fera la transaction, généralement exprimé par
unité du sous-jacent.

e Laquantité du sous-jacent sur laquelle portera la transaction.

Une distinction doit étre faite concernant la période d’exercice. Pour une option
européenne, elle ne peut étre exercée qu’a I’échéance (qui est précisée dans le contrat d’option).
Par contre, pour une option américaine, elle peut étre exercée a n’importe quel moment entre
la conclusion du contrat et son échéance. Nous distinguons aussi entre un call et un put. Un call
donne le droit d’achat du sous-jacent au prix d’exercice (Strike), et un put donne le droit de le
vendre.

Pour le cas d’un call sur zéro-coupon conclu a la date t donne le droit a son détenteur
d’acheter a la date d’échéance de 1’option (notée s), une obligation zéro-coupon (supposée de
nominal égal a 1, d’échéance T > s et dont prix a chaque date t est noté P(t,T)). Notons le prix
d’exercice du call par K.

En notons C; le prix du call a la date t, nous avons :

P(s,T)—K Si P(s,T) > KW

Datet: C, < —  Aladates
0 Si P(s,T) SK/‘
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Donc le payoff (pertes ou profits réalises par le porteur le porteur de 1’option) a la date
sdu call égal a:

[P(s,T) — K]t = max[(P(s,T) — K); 0]

[11.1.1 Calcul des prix analytiques

En notant Q la probabilité risque-neutre, sous lequel les prix actualisés sont des
martingales par rapport a la filtration brownienne F;, le prix du call a la date s’écrit :

C,=C(t,s T K)=E?exp(— f sr(u). duw)[P(s,T) — K] | F,)
t

Les modeles stochastiques de taux d’intérét vus dans le chapitre 2 du présent rapport
permettent de donner des solutions explicites a la formule d’espérance. Pour chaque modéle
dynamique de taux, nous avons une formule du prix zéro-coupon et du taux zéro-coupon qui
est différente. Nous avons traité deux modeles de taux : le modéle de Vasicek et le modele de
Cox-Ingersoll-Ross. Donc pour chacun des deux modéles, nous trouverons des formules
différentes du prix de 1’option sur un zéro-coupon.

e Pour le modéle de Vasicek, rappelons 1’équation différentielle stochastique du taux court :
dr(t) = a(b—r(t))dt + odB,

Avec a>0,b>0¢etoc>0.

Le prix a la date t d’une option d’achat européenne d’échéance s et de prix d’exercice
K sur une obligation zéro-coupon d’échéance T s’obtient & 1’aide de la formule ci-dessous ©:

C,=C(ts T,K)=P(tT)*¢p(h)—K=+P(t,s)«p(h—o,)

( _ g ( PED \ 1 o
h_ln<K*P(t,s) ‘.2

Avec

o 1
.=—(1—e aT-5)) | (1 — e—2als-t)
=2 ) 5o

Et ¢ est la fonction cumulative (fonction de répartition) de la loi normale de moyenne 0 et
d’écart-type égal a 1.

¢ Démonstration de la formule sur le site (Voir page 4) :
http://shanyang.public.iastate.edu/FS/pricing%200f%20the%20bond.pdf
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De méme, en utilisant les mémes notations, nous donnons le prix a la date t d’une option
de vente européenne(Put) d’échéance s et de prix d’exercice K sur une obligation zéro-coupon
d’échéance T "

P, =P(t,s,T,K) =K+ P(t,s) *¢p(—h+0.) — P(t,T) * p(—h)

e Dans le cas du modele de Cox-Ingersoll-Ross, le processus des taux court est régi par
I’équation différentielle ci-dessus :

dr(t) = a(b —r(t))dt + o/r(t)dB,
Avec: a>0,b>0etc>0

Le prix d’un call a la date t, d’échéance s et de prix d’exercice K sur une obligation zéro-
coupon d’échéance T, par le mod¢le de Cox-Ingersoll-Ross est :

4ab 2 2 5(s—t)
C, = P(t,T)X? <2b(p +¢ +B(T —s)); :2 'p f:prgf);(s - t)>

4ab 2p*r(t)edt¢—
o2’ p+yY

— KP(t,s)X? (27‘(p + P);

AVec :
( 26

p= o2(exp(8(s—t))—1)
a+é
. Y=

o2
A(T — s)
In(———=
G

\ B(T — s)

X2(.; p, q) désigne la fonction de répartition de la loi de Khi-deux décentrée a p degrés
de liberté et de parameétre de décentrage q. Cette loi ne posséde pas de formule analytique pour
le calcul de sa fonction de répartition et n’est pas en général disponible sur les logiciels de
programmation. Il s’est avéré nécessaire de la programmer en VBA.

Rappelons aussi que A(T — t), B(T — t) et §, dans le cas du modéle de Cox-Ingersoll-
Ross, sont définies par les relations suivantes :

" Démonstration de la formule sur le site (Voir page 6) :
http://shanyang.public.iastate.edu/FS/pricing%200f%20the%20bond.pdf
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( 2ab
28exp(% (a+6)(T—-1) ’
AT —t) =
(a+8)(exp(6(T—1)—1)+26
< 2 o(T—-t 1
b 2T —0) 1)

(a+8)(exp(6(T—1t))—1)+26
\ 8 =+va’+ 202

Pour le calcul du prix a la date t d’un put sur un zéro-coupon dans le cas du modele de
Cox-Ingersoll-Ross, nous procéderons a I’utilisation de la parité put-call, au lieu de reprendre
les mémes formules assez longues qui ont été utilisées pour le calcul du prix du call.

Le principe de la parité put-call est simple et efficace, dans la mesure ou elle permet de
lier entre le prix du call a celui du put. Pour expliquer cette relation, nous considérons deux
portefeuilles A et B :

- Portefeuille A : Un call européen + Un montant en cash égal a K*exp(-r(s-t)).
- Portefeuille B : Un put européen + Le sous-jacent S; (Dans notre cas le sous-jacent est
I’obligation zéro-coupon S; = P(t,T)).

Le put et call portent sur le méme sous-jacent qui est 1’obligation zéro-coupon de
maturité T, ont la méme échéance s et le méme strike K.

A I’échéance s :

- Portefeuille A= max(P(s,T) — K ,0) + K = max(P(s,T),K)
- Portefeuille B=max(K — P(s,T),0) + P(s,T) = max(K, P(s,T))

Les deux portefeuilles A et B ont la méme valeur a 1’échéance, et puisque nous
supposons qu’il n’existe pas d’opportunité d’arbitrage, alors les deux portefeuilles doivent avoir
la méme valeur a n’importe quelle date t <s. Nous avons :

C,+K+e ™D =pP(t,T) + P,

=>P,=C,+K+e "0 —P(t,T)

[11.1.2 Simulation de Monte-Carlo

En finance, le payoff des produits dérivés est donné par une fonction de 1’actif sous-
jacent a une (ou des) date(s) future(s). Le prix du produit dérivé, dans un modéle complet, est
alors I’espérance sous 1’'unique probabilité risque neutre du payoff actualisé. Donc, 1’objectif
des méthodes numériques en général est de calculer cette espérance de la maniere la plus
efficace et la plus rapide possible.

Parmi ces méthodes, nous citons les méthodes de Monte-Carlo, qui nécessitent de savoir
simuler 1’équation différentielle stochastique du sous-jacent. Souvent, il faut recourir a des
schémas numériques. De plus, méme cette discrétisation effectuée, il peut s’avérer que la
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méthode ne soit pas efficace, par exemple lorsque la variance est trop élevée. Les méthodes de
réduction de la variance permettent d’éviter ce genre de difficulté.

Les formules de pricing des options sur zéro-coupon expliquées précédemment ne
nécessitent aucune simulation. Ce sont des formules analytiques qui permettent de donner un
prix & ces produits dérivés. D’ou I’avantage de I’utilisation des modéles de Vasicek et de Cox-
Ingersoll-Ross.

Pour utiliser les méthodes de Monte-Carlo pour les options, nous aurons besoin de deux
théoremes : la loi forte des grands nombres et le théoreme central limite.

Théoreme 1 : Loi forte des grands nombres
Soit (X;,i = 1) une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement
distribuées (idd) telles que E(|X;]) < +oo, alors :

(1N
EAOXIRR

i=1

Ce théoréeme permet d’utiliser des algorithmes probabilistes pour calculer n’importe
quelle espérance. Considérons le cas ou les variables aléatoires suivent une loi normale N(0,1).
Alors un générateur aléatoire permet de simuler cette loi. Pour approcher son espérance, il suffit
donc de simuler n fois cette loi et de faire la moyenne des simulations. C’est aussi pour cela
que le terme de gauche est souvent appelé moyenne arithmétique noté X,,.

Il faut remarquer également que cette méthode permet de calculer un certain nombre
d’intégrales. Soit I = folf(u)du ou f est une fonction intégrable. Nous remarquons

immédiatement que I se réécrit comme I = E(f(U)) ot U est une variable aléatoire de loi
Upo,1]- En appliquant I’algorithme précédant a X; = f(U;) nous calculons .

Pour évaluer théoriquement I’efficacité de cette méthode, il existe des théorémes qui
permettent de calculer la vitesse de convergence.

Théoréme 2 : Théoreme central limite

Soit (X;,i = 1) une suite de variables aléatoires, indépendantes et identiquement
distribuées telles que E(X?) < 4. Notons a2 = Var(X;), alors :

Vn

1 L
?<E(X1) —;(Xl + .- +Xn)> - GouG~N(0,1)

Donc si nous notons par Xy 1’estimateur Monte-Carlo de E(X) et oy? I’estimateur

standard de la variance, avec :
N
( 1
XN = Nz Xi
i=1
N

., 1 _
U’N =m2(xi_XN)
i1
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Alors avec une probabilité de 0.95, E (X) appartient a I’intervalle (aléatoire) donné par :

[_ 1.96 ___ X_+1.96_
oy, o
N s AN N N

Xy TN

Donc, avec un peu de calcul additionnel, (calcul de oy ) nous pouvons donner une
estimation raisonnable de I’erreur d’approximation de E (X) par Xy. La possibilité d’avoir une
erreur d’estimation avec un colt numérique faible est une propriété trés utile des méthodes
Monte-Carlo.

I11.1.3 Application (Sous Excel et VBA)

A I’aide d’Excel et VBA, nous avons réussi a créer des macros de pricing des options
de vente et d’achat sur zéro-coupon sous le modéle de Vasicek et Cox-Ingersoll-Ross. Nous
avons fourni en annexe le code de programmation du pricer sous VBA et un tableau expliquant
les différentes variables utilisées dans le code (Annexe F).

e Sous le modéle de Vasicek

Pour le calcul du prix d’un zéro-coupon a la date t; , de maturité t; ,avec pour taux
courtr et en utilisant les paramétres calculés par la méthode du maximum de
vraisemblance (l = 0), nous utilisons la fonction ZeroCoupon(r,t;, t;,0) et
ZeroCoupon(r, t;, t;, 1) pour la méthode des moindres carrés.

Pour calculer le prix du put/call en utilisant la simulation de Monte-Carlo, nous avons
besoin d’un générateur de variable aléatoire d’une loi gaussienne. Pour générer un tableau de
N variable de loi normale de moyenne 0 et de variance 1, et remédier au probleme posé par le
générateur de variable aléatoire inclus dans Excel, nous utilisons la fonction NRandVars(N).

Maintenant que nous avons défini les fonctions qui nous seront utiles dans la
programmation, le code fourni en annexe G permet de calculer le prix du put et du call, sous
le modele de Vasicek, en utilisant la formule analytique déja définie, et aussi de les calculer en
utilisant la simulation de Monte-Carlo. Dans ce code, les calculs sont effectués en utilisant les
estimations du maximum de vraisemblance. Pour effectuer le calcul en utilisant les estimations
de la méthode des moindres carrés, il suffit de remplacer la variable [ = 0 par 1. Rappelons que
I’objet de notre étude est de pricer les options sur zéro-coupon, c'est-a-dire de donner un prix
du put et du call selon une dynamique de taux. Nous fournissons une capture d’écran du pricer
des options (put et call) sous le modéle de Vasicek en annexe G.

Remarque
11 faut souligner I’impact du nombre de simulations sur les prix Monte-Carlo du call et

du put. En effet, plus le nombre N est grand, plus les prix Monte Carlo convergent vers les prix
analytiques (par application de la loi forte des grands nombres). Le tableau ci-dessous permet
d’illustrer cet impact :
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Tableau 8 Evolution du prix du Call/Put en changeant le nombre de simulations

1 0 0,0688465

10 0 0,07057594

100 0 0,07227328

10000 0 0,07126655
100000 0 0,07118481
analla\x)i(que 3I72§6E 0,07123372

Les prix sont calculés en utilisant les valeurs des parametres suivants :

Tableau 9 Parametres utilisés pour le calcul des prix du put/call

3 0,03997892 Maturité du. Zéro-coupon(en 10
jours)
b 0,03047177| Maturité de I'option(en jours) 6
sigma |0,00131371 Prix d'exercice (Strike) 0,8
ro 0,03043

e Sous le modele de Cox-Ingersoll-Ross

Pour obtenir les prix du put et du call sur zéro-coupon sous le modele de Cox-Ingersoll-
Ross, il s’est avéré nécessaire de programmer une fonction qui calcule la fonction de répartition
de loi de Khi-deux décentrée, car cette loi ne figure pas dans Excel. Le code de la fonction de
répartition est fourni dans la premiere partie de 1’annexe H.

Les fonctions A(T —t) et B(T — t) qui sont nécessaires pour le calcul du prix d’un
zéro-coupon dans le modele de Cox-Ingersoll-Ross, sont calculées grace aux fonctions VBA de
I’annexe H.

Une fois que nous avons défini les fonctions qui nous seront utiles dans la
programmation, le code de la derniére partie de I’annexe H permet de calculer le prix du put
et du call, sous le modele CIR en utilisant les formules analytiques déja définies. Dans ce code,
les calculs sont effectués en utilisant les estimations du maximum de vraisemblance. Pour
effectuer le calcul en utilisant les estimations de la méthode des moindres carrés, il suffit de
remplacer la variable [ = 0 par 1. Nous donnons dans le méme annexe une capture d’écran du
pricer développé.
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e Comparaison des prix du put/call des deux modeéles

Supposons que nous voulons calculer le prix d’une option d’achat et de vente sur un
zéro-coupon de maturité 100 jours, avec une date d’exercice de I’option de 80 jours et comme
prix d’exercice K=0,9.

En utilisant les estimations du maximum de la vraisemblance, par exemple, nous trouvons :

Tableau 10 Prix du put/call sous les modéles de Vasicek et CIR

0,031417878 0,031176756
2,79029E-18 1,22474E-14

Malgré la différence entre les équations différentielles stochastiques des modeéles de
Vasicek et de Cox-Ingersoll-Ross, 1’écart entre les primes du put/call des deux modeles est assez
petit.

[11.2 Caps et floors

Un cap est un contrat ou le vendeur promet de rétribuer son porteur si le taux d’intérét
de référence vient a dépasser un niveau prédéterminé (le taux d’exercice du cap) a certaines
dates dans le futur. L’acheteur d’un cap utilise ce produit pour se couvrir contre une hausse des
taux d’intérét, par exemple, pour couvrir un prét a taux variable consenti par une banque.
Inversement, le vendeur d’un floor promet de rétribuer son porteur si le taux de référence vient
a passer sous le taux d’exercice du floor.

A chaque constat, si le niveau du taux variable constaté est supérieur au prix d'exercice,
I'acheteur du cap recoit du vendeur le différentiel de taux, appliqué au montant nominal et
rapporté au nombre de jours de la période d'intérét. De méme, si le niveau du taux variable
constaté est inférieur au taux d'exercice, le vendeur du floor verse a I'acheteur la différence entre
les deux taux. Ce différentiel de taux est appliqué au montant nominal et rapporté au nombre
de jours exact de la période d'intérét.

L'intérét des caps et des floors est évidemment d'offrir une couverture contre un sens de
variation particulier des taux d'intérét. A [l'inverse, les FRA (Forward Rate
Agreement), Futures et Swaps permettent de se couvrir contre toute variation des taux, que cette
variation soit a la hausse soit a la baisse, alors que généralement seul I'un des deux sens est
défavorable pour un intervenant donné (I'autre étant favorable).

Pour mieux comprendre le mode de fonctionnement de ces deux produits dérivés, nous
considérons I’exemple suivant :

Supposons un bon a taux variable (Une obligation a taux variable) pour lequel I’intérét
verseé est réajusté au niveau du taux des BDT de maniére périodique. Considerons que ce taux
est ainsi réajuste tous les 13 semaines au niveau du taux des bons du Tresor. Le taux d’intérét
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payé par le bon est celui qui prévaut au debut de la période. Ainsi le taux pour les 13 premieres
semaines est le taux initial, le taux des BDT dans 13 semaines sera le taux effectif du bon pour
les 13 semaines suivantes, etc.... Nous considérerons le taux initial a 5%.

13 semaines 13 semaines 13 semaines
au taux des au taux des au taux des
BDT de T1 BDT de T3 BDT de T5

L’investisseur ou 1’organisme qui a émis le bon sur le marché, est soucieux de verser
des intéréts trop élevés, il va donc chercher a se couvrir contre une hausse des taux. La premiére
solution possible est d’acheter plusieurs calls (option d’achat sur zéro-coupon) avec comme
échéance les dates Ty, T,, ..., T . Le cap sur taux n’est rien d’autre qu’un ensemble de calls
regroupés. En souscrivant a un cap de 1,75 ans (13 semaines * 7 = 91 semaines =
1.75 ans) a 5%, I’émetteur va plafonner son taux d’intérét a 5% pendant une période de 91
semaines. Si par exemple a date T, le taux est de 7%, alors 1’émetteur va exercer le cap, et il ne
versera pendant les 13 semaines suivant cette date que 5%, puisqu’il va recevoir de la part de
I’émetteur du cap, un différentiel de 7% — 5% = 2% multiplié fois par le nominal qui figure
dans le contrat du cap.

Avant d’entamer la partie du pricing des caps/floors, nous citerons les caractéristiques
de ces contrats :

e Ladevise;

o Le montant nominal sur lequel portent les intéréts ;

o L'acheteur et le vendeur de I'option ;

o Laréférence variable ;

e Ladurée (de 1 mois a 10 ans et plus) ;

o Letaux d'exercice ;

o La périodicité des flux (date de conclusion, date de départ, date de constatation du taux
variable et date de paiement du différentiel de taux) ;

e Laprime.

111.2.1 Pricing du Cap/floor sous le modele de Vasicek et de Cox-
Ingersoll-Ross

Considérons un cap de nominal 1 DH, de taux d’exercice 1 , dont le taux de référence
E

est le taux du marché des bons du Trésor de maturité s qui est noté R(t,s) ent. Ce cap est
caractérisé par I’échéancier suivant :
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t T, T, T, T,
¢y C; Cn

Pourj=1,..,n nousavonsT; — T;_4 = s.
La relation qui relie les prix zéro-coupon avec les taux R(t, s) est donnée par :

1
1+ s*R(ts)

P(t,s) =

Cette relation est fausse, car les taux d’intéréts de référence sont des taux inférieurs a 1
an. Dans I’exemple du paragraphe précédent, le taux de référence était le taux des bons de trésor

de 13 semaines.

A chaque date T; (pour j = 1, ...,n) le détenteur du cap touche un flux C;, avec :
+
C;=[s(R(Tj-1,s) —rg)] =max(s(R(Tj_1,s) —1E),0)

Puisque
1

- 1
P(T]'_l, S)

S * R(T]'_l,S) =

Et si nous notons € le domaine d’exercice associé au flux C;, nous avons :

1
=y 1>
K {P(Tj—b s) =37 rE}
1
=> &= {P(T08) < 7o)

Donc €; est le domaine d’exercice d’un put européen d’échéance T;_;, sur un zero
coupon d’¢chéance Tj_; + s = T; et de prix d’exercice :
1
14 s*Tg
Ainsi le cap est égal a la somme de n puts européens de méme prix d’exercice K.

Donc pour le cas du modele de Vasicek, nous retrouvons le prix du cap qui est égal a :
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n

1

V _
cart=) p(t 71 Tf'm)
j=1

n
1
|4
car’ =) T PE Tpa) » 9(-h+ 00 = P(2, T)) = $(=h)
=1

Avec
P(t, T;) 1 o,
P(t, Tj,)) % 2

h=1In 1

J 1+s*1rg

O- 1 . —
\ o=~ 1- ea(S))\/E (1— e—2a(Tj-1-t)

Et dans le cas ou le taux court suit I’équation différentielle stochastique du modéle de
Cox-Ingersoll-Ross, le prix du cap est égal & :

n
1
cAP,“'R = ZP(t, Ti_4, T-,—)
t IV s xrg
j=1
Comme nous ’avons déja vu dans la partie du pricing du put sur un zéro-coupon, nous
utilisons la parité put-call pour trouver le prix du put en fonction du call, donc :

n

1 1
CIR _ . . —r(Tj-1-t) _ .
CAP, ZC(t, T T"1+s*r5>+1+s*r5*e l P(t, T])

j=1

Avec la fonction C est le prix du call sous le modéle CIR.

De méme pour le floor, nous trouvons qu’il est égal a la somme de n calls européens

de méme prix d’exercice K avec :
1

14 s*Tg

Nous avons donc le prix du floor sous le modéle de Vasicek égal a :

n

1
FLOORY =) (6 Tya ey
j=1

n

1
FLOOR," = Z P(t, T;) = ¢p(h) — T P(t, Tj_1) * ¢(h—o,)

j=1
Les expressions de h et o, sont définis ci-dessus (Prix du CAP,").
Et sous le modéle de Cox-Ingersoll-Ross :
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n

FLOOR,“'® = z P(t, T;)X? <2b(p +
j=1

4ab  2p*r(t)ed(Ti-17t) 1
+B(T; = Tj-1)) —5
o2 'p+y+B(Tj_1—t)

4ab 2p2r(t)el( Ti-l‘t)>

_1+s*rE

x« P(t, Tj_1)X? (27"(1) +9);

o’ pty
Avec :
( 1 a
AT, — 1) = 28exp (3 (a + (T —t)
(a+6) (exp (6( T;— t)) - 1) + 28
B(T, 1) = Z(exp(é‘( Tj—t))—l)
(a+98) (exp (8( T, — t)) — 1) +26
) 8 =+a? +20?
p= 26
o2 (exp (8( Ti_1— t)) - 1)
_a+é
=—
) ln(A( T — T}'—l))
\ " B(T;— Tj-4)

[11.2.2 Application (Sous Excel et VBA)

Pour évaluer les Caps/Floors, nous avons utilisé Excel et VBA pour programmer les
différentes formules présentées dans le paragraphe précédent. La problématique d’évaluation
des produits dérivés présente toujours un obstacle et une contrainte assez difficile a surpasser,
surtout quand il s’agit d’implémenter des modéles stochastiques complexes. L’avantage des
modeles Vasicek et Cox-Ingersoll-Ross est qu’ils nous donne la possibilité de retrouver des
formules assez simples et bien définies des prix des différents produits dérivés. L’ utilisation
des méthodes de simulation (Monte-Carlo) est jugé non nécessaire. Dans ces deux pricers (sous
Vasicek et CIR), nous avons laissé le choix a I’utilisateur de choisir les différents paramétres du
modele stochastique. Il a la possibilité de choisir entre 1’utilisation des parameétres estimés a
partir de la méthode du maximum de vraisemblance, ou bien la méthode des moindres carres
(séries temporelles). Malgre que la différence entre les deux estimations soit tres petite, mais
avec l’utilisation des grands montants, cette différence peut causer de grandes pertes a la
banque. De méme, pour les paramétres (Durée du contrat, taux d’exercice, ...) du Cap/Floor,
nous avons laissé libre choix a I’utilisateur de choisir les différentes caractéristiques du produit
dérivé.
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Nous avons fourni en annexe | les codes VBA utilisés pour les pricers du Cap/Floor
sous le modele de Vasicek et Cox-Ingersoll-Ross, et les captures d’écrans des pricers sous les

deux modeles.
e Comparaison des prix du Cap/Floor sous les deux modéles

Pour un contrat Cap/Floor, présentant les caractéristiques suivantes :

Tableau 11 Paramétres utilisés pour le calcul des prix Cap/Floor

Taux d’exercice (r_e) 0,045
Maturité du Taux de référence(en jours) 90
Durée du contrat 720
Date de prise d'effet du Cap/floor 60
Nominal 1

Nous retrouvons les prix suivants :

- Sous le modele de Vasicek :

Tableau 12 Prix du Cap/Floor sous le modéle de Vasicek

Maximum de vraisemblance Moindre carrés
Cap 0,161246106 0,16108548
Floor 2,049E-129 9,9822E-129

- Sous le modele de Cox-Ingersoll-Ross :

Tableau 13Prix du Cap/Floor sous le modele CIR

Maximum de vraisemblance Moindre carrés
Cap 0,160757013 0,161327817
Floor 1,3902E-10 4,3176E-29

Nous remarquons qu’il n’existe pas une grande différence entre les prix du Cap ou Floor
sous les deux méthodes d’estimations. Par contre, en comparant les deux mode¢les sous une
méthode d’estimation, nous pouvons remarquer qu’il existe un écart a partir du troisieme chiffre
aprés la virgule. Cela peut étre expliqué par la distinction de la dynamique des taux courts

considérés par chacun des deux modeles.
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[11.3 Swaps de taux d’intérét

Dans cette partie, nous présenterons une introduction sur les swaps de taux d’intéréts,
et les modeles de pricing de ces produits. Nous commencerons par présenter les concepts
importants du marché des swaps. Aprées nous donnerons les différents principes d’évaluation
des swaps de taux d’intéréts, qui différent de ceux utilisées dans le pricing des options sur zéro-
coupon ou dans le pricing des caps et floors.

[11.3.1 Introduction aux contrats des swaps de taux d’intérét

Les contrats Swaps (ou contrats d’échanges financiers) tels qu’ils sont pratiqués
aujourd’hui étaient encore inexistants avant 1980. Ils représentent actuellement un encours
mondial de 20 trillions de dollars (20 milles milliards). Congus a 1’origine pour contourner la
réglementation en vigueur en Grande-Bretagne jugée trop contraignante en matiére de change,
leur développement a été fulgurant depuis que le premier swap de taux a été initié entre la
Bangque Mondiale et la société IBM et qui a porté sur un emprunt obligataire de 290 millions
de dollars échangé contre des francs suisses et des marks allemands.

Le principe d'un swap de taux d'intérét est de comparer un taux variable et un taux
garanti et de se verser mutuellement les différentiels de taux d'intérét sans échange en capital.
Le swap de taux est particulierement adapté a la gestion du risque de taux a long terme en
entreprise. Le marché des swaps a connu un essor considérable et les banques occupent un role
déterminant dans I'animation de ce marché. Les trésoriers d'entreprise apprécient la souplesse
du swap qui leur permet de choisir la durée, le taux variable de référence et le notionnel. Le
swap conclu entre une banque et une entreprise peut étre liquidé a tout moment en calculant
la valeur actuelle des flux fixes prévus au taux du marché en la comparant au notionnel initial.
L'utilisation du swap est également fréquente pour gérer le risque de taux sur des actifs a taux

variable ou a taux fixe.8

Nous distinguons en général deux familles de swaps de taux d’intéréts : d’abord pour
les emprunts dans une méme monnaie ou nous pouvons envisager des swaps taux fixe contre
taux variable ou encore variable contre variable ; ensuite, pour les emprunts dans deux
monnaies différentes, s’ajoutent aux premiers la possibilité d’un swap de taux fixe contre taux
fixe.

Rappelons aussi, que le contrat swap est un contrat de gré a gré, donc tout est négociable
et se négocie sur un marché OTC (Over The Counter).

Sinous considérons une entreprise anticipant une baisse des taux d’intérét sur le marché,
en envisageant un swap de taux, elle pourra transformer un endettement a taux fixe (crédit par
exemple) en un endettement a taux variable. I lui suffit de trouver la banque ou I’entreprise qui
accepterait de lui payer le taux fixe en échange du taux variable. 1l est nécessaire de savoir que
les deux parties engagées dans le swap, peuvent en tirer bénefice. En effet, le principe exploité
ici est le principe de [’avantage comparatif, de David Ricardo, puisque 1’environnement
économique change d’un pays a un autre. Le fait que nous ayons des politiques économiques
différentes, permet d’avoir une diversification et de multitude cotations des taux d’intéréts, et

8 Source : www.lesechos.fr
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donc chaque entreprise aura a emprunter sur le marché qui lui est favorable. Un autre facteur
qui peut expliquer la différence des taux d’emprunts entre entreprises, est la solvabilité. En effet
si une entreprise A est plus solvable qu’une entreprise B (et donc a une meilleure notation), le
taux d’emprunt de A est plus petit que celui de B.

Pour mieux comprendre, nous donnons 1’exemple suivant :

Deux entreprises A et B souhaitent emprunter 20 Millions d’euros sur 10 ans. Nous
supposons qu’elles ont le choix entre un emprunt a taux fixe ou a un taux variable. Les taux
proposes pour cet emprunt sont résumés dans le tableau suivant :

Tableau 14 Taux des emprunts des deux entreprises A et B

Fixe Variable
A 8% Libor 6 mois+40 pts
B 9,20% Libor 6 mois+110 pts

Le LIBOR, ou London Interbank Offered Rate, est le taux du marché monétaire observé
a Londres. Il est égal a la moyenne arithmétique des taux offerts sur le marché bancaire a
Londres pour une échéance déterminée (entre 1 et 12 mois) et une devise donnée (euro, livre,
dollar)®.

Le fait qu’il y’a une différence entre les taux auxquels les deux entreprises A et B
peuvent emprunter a créé la possibilité de 1’utilisation d’un swap de taux de d’intérét. En effet,
cette différence vaut 1,2% sur le taux fixe et 0,7% sur le taux variable. Donc, I’entreprise B a
un avantage comparatif sur le taux variable et ’entreprise A a cet avantage sur le taux fixe. B
empruntera a un taux variable LIBOR +1,1% et A empruntera a un taux fixe de 8%. Les deux
entreprises peuvent conclure un swap ou I’entreprise A paiera le LIBOR 6 mois sur un principal
de 20 Millions d’euros (montant de I’emprunt) et I’entreprise B paiera un taux fixe de 7,95%
sur le méme principal. Nous utiliserons le graphique suivant pour expliquer le cheminement de
I’opération :

9 Source : www.lesechos.fr
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BOR
Entreprise A Entreprise B
7, 95/6

Figure 8 Swap entre Entreprise A et Entreprise B sur la base du tableau

LIBOR+1,1%

Du point de vue de I’entreprise A, cette opération de swap revient a un emprunt a un
taux variable LIBOR +5pts qui est inférieur au LIBOR +40pts (LIBOR+5pts = LIBOR + 8% -
7,95%). Et pour I’entreprise B, il revient a un emprunt a un taux fixe de 9,05% qui est inférieur
au taux 9,20% qui lui est proposé (9,05% = 7,95% + LIBOR +1,1% - LIBOR). De ce fait, nous
pouvons affirmer que cette opération de swap est bénéfique pour les deux entreprises et permet
d’optimiser leurs taux d’emprunts.

Le fait que les emprunts des différentes entreprises soient généralement différents, en
termes d’échéance et montants, les entreprises ont recours a un intermédiaire financier
(généralement une banque) pour pouvoir contracter un swap de taux d’intérét. L’implication
d’un intermédiaire financier changera les résultats précédents. Par exemple le taux regu par
I’entreprise A sera 7,93% au lieu de 7,95%, et I’entreprise B aura a payer un taux de 7,97% au
lieu de 7,95%.

Les swaps permettent aussi aux intervenants sur le marché financier de mieux gérer leur
exposition au risque de leur bilan sans toutefois y apporter des changements. De ce fait, les
swaps permettent de séparer entre la gestion des risques et la gestion de la liquidité.

La cotation des swaps se fait grace au taux fixe, qui joue le rble de variable de cotation.
Les teneurs de marché cotent un taux préteur (prix bid), auquel il est prét a payer la patte fixe
et un taux emprunteur (prix ask), auquel il est prét a payer la patte variable, pour chaque
maturité. Naturellement, les taux préteurs sont supérieurs aux taux emprunteurs. Nous pouvons
voir, a titre d’illustration, les cotations du marché swaps US Dollar contre LIBOR dans la
capture d’écran Ci-dessous :
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GRAB

United States ™99 Settings 09 Excel 07) Feedback Interest Rate Swap Rates
Jate Range: 25-May-2013 | B 251 ug-2013 |5 Months B
40 Semi Swaps o Gov. 43 Ann Swaps 43 Ann Sprds 4 0Is 5 48 Mum Swaps

Figure 9 Capture d'écran des cotations des swaps US Dollar contre LIBOR 3mois (Source : Bloomberg Terminal)

Par exemple, pour un swap de taux de maturité 4 ans, la patte fixe du swap est de
1,477%. Le LIBOR 3 mois est de 0,5%. A la date de reglement, le payeur du fixe recevra
1,477%-0,5%=0,977% multiplié par le principal.

I11.3.2 Méthodes d’évaluation des Swaps de taux d’intérét

Nous abordons dans cette partie 1’évaluation des swaps. Notons qu’au moment ot un
swap de taux d’intérét est conclu sa valeur est nulle, c'est-a-dire qu’il n’y a pas de versement
d’une prime a la date de conclusion du contrat contrairement aux options. Cependant, la valeur
du swap peut devenir positive ou négative au cours du temps. Les deux méthodes d’évaluation
qui existent consistent soit a considérer le swap comme un portefeuille d’obligations soit a
utiliser I’approche classique du marché.

e | e Swap comme portefeuille obligataire

En considérant un swap sans échange du principal, la valeur du swap est égale a :

Pszap = Bfixe — Byariable

pour un swap payeur, c'est-a-dire lorsqu’on est la contrepartie dans un swap vanille qui paie le
taux variable et recoit le taux fixe. A I’inverse, pour un swap receveur ou la contrepartie paye
le taux fixe et recoit le taux variable :

Pszap = Byariable — Bfixe
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Pour le calcul de By;y, , nous utilisons le principe classique d’évaluation des obligations.
Elle est égale a la somme des valeurs actuelles des flux qu’elle génére, c'est-a-dire a la somme
des coupons actualisés sans prendre en considération le montant du principal. Les coupons dans
notre cas est le principal multiplié par le taux fixe du contrat swap. Et pour le calcul de B, griapie.
elle est égale a la somme des valeurs actuelles des coupons variables.

Nous présentons les formules de calcul :

mxn £
B, ZZE_ﬂL_
fixe T
Avec :
- m : nombre de payements par an.
- n:maturité du swap.
- 130 taux d’actualisation a la date t.
- C: coupon fixe (taux fixe du swap multiplié par le principal).
Et
B N N
variable = IV — Tmen \men
(1+ e )
Car

mxn

rt t rm*n *
{ (1+25) (1+1n)mn

Ou V;, est le coupon variable qui est inconnu.

Nous pouvons simplifier les relations en incluant les facteurs d’actualisation (Prix
Z€ro-coupon sur une unité monétaire) :

{ mx*n

C
Buee(ta) = v ) Plto,0

LBvariable(tO) =N-—-N=x P(tO:m * M)
C=N=xR

m+n
Cc
=> PVgsyap(to) = o z P(ty,t) —N+ N * P(tg,m*n) (pour unswap payeur)
t=1

Ou R est le taux fixe du swap.

Nous appelons taux de swap, le taux R qui rend le PV;,,q, €gal a zéro. En utilisant les
différentes formules présentées ci-dessus, nous obtenons a t=0 :

Pszap 0)=0
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=> Bfixe(o) — Bygriabte(0) = 0

=>R

e Approche classique du marché

L’approche classique du marché consiste a ce que les taux futurs de la patte

_1—1*P(0,m*n)

T o
—x NI P(0,1)

variable sont égaux aux taux forwards calculés a la date ou nous souhaitons évaluer le

swap.

En utilisant les notations de 1’approche précédente, nous avons :

Pszap (to) =

Avec

m+n

C
— %
m

[11.3.3 Application

Ve = F(ty, t, t + m)

m+n

Z P(ty, t) — z V;* P(ty, t) (pour un swap payeur)
t=1 t=1

Dans cette partie, nous considérons un exemple de swap de taux 4 mois (Taux zéro-
coupon de maturité 4 mois) de maturité 5 ans caractérisé par I’échéancier suivant :

'F1 ‘F2 ‘F3 “F4 'F5
t |TO |TL (T2 [T3 (T4 |T5 |T6 |T7 |18 |T9 |T10 | T4l |T12 |T13 [T14 |T15
VI [V2 [V3 |[V4 [V5 [V6 [V7 | V8 [V9 |VI0|VIil|V12|VIi3|V14|Vi5

Avec : T;., — T; = 4 mois pour tout i = {0, ... 15}.

11 est clair d’apres le tableau qu’il s’agit d’un swap payeur. Donc, aprés chaque 4 mois,

nous recevons la jambe variable et nous payons au bout de chaque année la jambe fixe.

Nous souhaitons connaitre a la date t de ce swap qui commence en T,.Elle est donnée
par la formule suivante :

15 5
1
i=1 j=1

Avec N est le principal ou nominal du swap.

Dans cette application, nous utiliserons 1’approche d’évaluation classique du marché qui
repose sur le fait que le taux zéro-coupon 4 mois qui vont se réaliser dans le futur sont egaux
aux taux zéro-coupon 4 mois forwards. Cela implique de connaitre :

- la courbe zéro-coupon au comptant (c'est-a-dire a la date t) ;
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- les taux zéro-coupon 4 mois forwards.

Nous allons a présent émettre les hypothéses de calcul :

- la date de calcul est le 26/05/2014 ;
- ladatetestégalealadateT, ;
- le principal du swap est fixé a 100 millions de dirhams ;
- le taux fixe du swap est égal a 4%.

La courbe des taux zéro-coupon au 26/05/2014 est reconstituée a partir de la méthode
du Bootstrap décrite dans la partie « Modéles déterministes de taux d’intéréts » du deuxiéme
chapitre du présent rapport.

Les taux zéro-coupon 4 mois forwards sont déduits de la courbe des taux zéro-coupon par la

formule

Ou F(t,T;, T;44) est le taux zéro-coupon 4mois forward calculé en t, démarrant en T; et

F(t,T;Tiq1) = (

N
d’échéance T 1.

P(t,T;)

P(t,Tiy1)

360

)22y
Tiy1—T;

Ces deux courbes sont résumées dans le tableau suivant :

Tableau 15 Evaluation du swap de taux zéro-coupon 4 mois de maturité 5 ans

Echéance | Ti en jours Til::“z)z;o P(t, Ti) F(t,Ti, Ti+1) F(t,Ti,Tiillg; *p(tTi) | Fixe.j*P(t,T4j)
TO
T1 120 0,031718447| 0,98948288|0,031718447 0,01046162
T2 240 0,032081621|0,978839349|0,032620874| 0,010643532
T3 360 0,03250876 | 0,96801397|0,033549243| 0,010825379 |-0,038720559
T4 480 0,033178887|0,956725735| 0,03539646 0,011288235
T5 600 0,033849015 | 0,945146795|0,036752831 0,01157894
T6 720 0,034519142 |0,933290949|0,038109808 | 0,011855846 |[-0,037331638
T7 840 0,03508092 |0,921405111 |0,038699061| 0,011885837
T8 960 0,035642697 | 0,90933002|0,039837322| 0,012075091
T9 1080 |0,036204474| 0,89707714 | 0,04097601 0,012252881 |-0,035883086
T10 1200 |0,036765068 |0,884661471(0,042103119| 0,012415669
T11 1320 |0,037325661 |0,872091649 [0,043240254| 0,012569821
T12 1440 |0,037886255(0,859379193(0,044377813| 0,012712457 |-0,034375168
T13 1560 |0,038446377|0,846537342(0,045509574| 0,012841851
T14 1680  [0,039006498 |0,833576061 [0,046647024| 0,012961281
T15 1800 0,03956662 |0,820506783|0,047784899 | 0,013069278 |-0,032820271
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Partie lll : Valorisation des produits de couverture du risque de taux d’intérét

La valeur du swap s’établit alors a
1 15 5
SWAP, = 100000000 + | = » Z F(t, T, T )Pt T — 2 F;P(tTs;)
i=1 =1

=> SWAP, = 30699,5788 Dhs
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Conclusion

La convergence de notre pays vers la modernisation de son marché financier via
I’instauration d’un marché a terme et la création de Casa Finance City(CFC), aura un impact
sur la nature des opérations traitées dans les salles des marchés des banques marocaines.
L’objectif majeur de notre étude étant de pricer des produits de couverture du risque de taux
d’intérét. Cette problématique aura plus d’importance quand la loi sur les marchés a termes sera
opérationnelle.

Cependant, avant d’attaquer la partie pricing des trois produits dérivés de base de taux
d’intéréts, nous avons €té amenés a lire les rapports d’activités des cinq premicres banques
marocaines et a lire aussi les circulaires des différents organismes étatiques intervenants sur le
marché financier, a savoir : Bank-Al-Maghrib, le Conseil Déontologique des Valeurs
Mobilieres, 1’Office des Changes. L’objectif étant de comprendre le fonctionnement et la
réglementation du marché financier, chose qui est indispensable pour une personne exercant un
métier de marché tel qu’un Trader, un Structureur, un Quant ou un Analyste Financier.

Apres, nous avons traité les modeles de taux d’intérét dans leurs versions déterministes
et stochastiques. Dans les modeéles déterministes, nous avons construit la courbe des taux zéro-
coupon marocaine, et étudié des méthodes de calibration avancée tels que le modeéle de Nelson-
Siegel et le modéle de Svensson. Ces deux modeles de calibration sont utilisés par les banques
centrales des pays avancés. Dans les modéles stochastiques, nous avons étudié les deux modeéles
classiques de I’évolution du taux court, a savoir le modele de Vasicek et le modele de Cox-
Ingersoll-Ross. Apres estimation des paramétres de ces deux modéles stochastiques, sur la base
des taux moyens pondeérés du marché interbancaire publié par la banque centrale marocaine,
nous avons construit un générateur des trajectoires du taux court via les deux modeles.

Dans la troisieme et derniére partie du rapport, nous avons présenté trois produits de
couverture du risque de taux d’intérét, a savoir I’option d’achat ou de vente sur une obligation
zéro-coupon, les caps/floors et les swaps de taux d’intéréts. Le pricing des deux premiers
produits s’est effectué sur la base des deux modeles stochastiques présentés dans la deuxieme
partie (Vasicek et Cox-Ingersoll-Ross) et des estimations trouvees a I’aide de la méthode des
moindres carrés et la méthode du maximum de vraisemblance. Donc pour chaque produit, nous
nous retrouvons avec quatre prix (2 modeéles + 2 méthodes d’estimations des paramétres).

Tout compte fait, notre projet présente une importance relativement haute pour la salle
des marchés, étant donné ’essor du marché financier marocain. Ainsi, ce sujet sort du cadre
classique du réle du Trader dans une salle de marché marocaine a savoir : la gestion des risques
et le traitement des ordres.

Limite de la modelisation et ouverture Tout bon travail engendre de petites
« limites » qu’il faudra surpasser dans d’éventuelles études. Pour le cas de notre projet, les
limites se manifestent dans le fait que les modé¢les stochastiques de taux d’intérét utilisés sont
anciens. Ainsi, nous proposons au cher lecteur, désireux d’approfondir notre travail, de se baser
sur des modeles stochastiques d’actualité tel que le modele Heath-Jarrow-Morton (HIM).
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Annexes

Annexe A

- Code VBA de la fonction Rzc qui calcule le taux zéro-coupon avec la méthode du
bootstrap :

Public Function Rzc(Tx As Double, Ca As Double, n As Integer) As
Double

Dim A As Double, B As Double, i As Integer

Ifn=1Then

Rzc = Sheets(*"TauxZC"").Range(**C16"").Value
End If

Ifn>1Then

A=Ca

Fori=1Ton-1
A=A-(Tx*Ca/(1+Rzc(Tx, Ca, i)) i)
Next

B=(Ca*(1+Tx)/A)~(1/n)-1
Rzc=B

End If

End Function
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Annexe B

-Code R pour estimer les paramétres et pour tracer la courbe du modele de Nelson-Siegel :

library(YieldCurve)

rate. Tresor=read.csv("'C:/Users/user/Desktop/Credit Agricole Maroc/Courbe des taux/Données
Nelson Siegel.csv'’, header=TRUE, sep="";"", dec="","")

X <- xts(t(rate.Tresor$ZC), Sys.Date(), maturity=rate.Tresor$Maturité, dimnames=list(NULL,
paste(** X", rate.Tresor$Maturite, sep=""")))

NSParameters <- Nelson.Siegel(rate=x, maturity=attr(x,"'maturity"))

Nelson.rate <- NSrates(NSParameters, attr(x,'maturity"))

plot(rate. Tresor$Maturité, rate. Tresor$ZC, main=""Fitting Nelson-Siegel Moroccan yield
curve, type=""0"")

lines(rate. Tresor$Maturité,Nelson.rate, col=2)

legend("*bottomright™, legend=c(*'observed yield curve', fitted yield curve (Nelson)™,""fitted
yield curve(Svensson)™),col=c(1,2,3), Ity=1)

> NSParameters
beta 0 beta 1 beta 2 lambda
2014-04-10 0.01932446 0.01174901 0.09016941 0.09079789

-Code R pour estimer les parametres et pour tracer la courbe du modéle de Svensson :

library(YieldCurve)

rate. Tresor=read.csv(*"'C:/Users/user/Desktop/Credit Agricole Maroc/Courbe des taux/Données
Nelson Siegel.csv', header=TRUE, sep="";"", dec="","")

X <- xts(t(rate.Tresor$ZC), Sys.Date(), maturity=rate. Tresor$Maturité, dimnames=list(NULL,
paste(*'X", rate. Tresor$Maturité, sep=""")))

SvenssonParameters <- Svensson(x, attr(x,"'maturity’))

Svensson.rate <- Srates( SvenssonParameters ,attr(x,'maturity"),""Spot"")

lines(rate. Tresor$Maturité,Svensson.rate, col=3)

> SvenssonParameters
beta 0 beta 1 beta 2 beta 3 taul tau?2
2014-04-10 -0.08593814 0.1183185 0.0488286 0.3887738  2.369957  11.15275
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Annexe C

-Sorties R des différents tests de stationnarité, de 1’autocorrélation, d’hétéroscédasticité et de
normalité de la série TMP :

> adf.test(data$TMP)
Augmented Dickey-Fuller Test
data: data$TMP
Dickey-Fuller = -6.2163, Lag order = 15, p-value = 0.01
alternative hypothesis: stationary
> AutocorTest(residuals(arima(data$TMP,order=c(1,0,0))))
Box-Ljung test

data: residuals(arima(data$TMP, order = c(1, 0, 0)))
X-squared = 103.2895, df = 9, p-value < 2.2e-16

> ArchTest(residuals(arima(data$TMP,order=c(1,0,0))))
ARCH LM-test; Null hypothesis: no ARCH effects

data: residuals(arima(data$TMP, order = c(1, 0, 0)))
Chi-squared = 145.9426, df = 12, p-value < 2.2e-16

> ks.test(residuals(arima(data$TMP,order=c(1,0,0))),"pnorm")
One-sample Kolmogorov-Smirnov test
data: residuals(arima(data$TMP, order = c(1, 0, 0)))

D = 0.4952, p-value < 2.2e-16
alternative hypothesis: two-sided
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Annexe D

-Code R des estimateurs du maximum de vraisemblance du modéle de Vasicek :

>n<-3758

> rx <- sum(r[1:length(r)-1])

> ry <- sum(r[2:length(r)])

> rxx <- crossprod(r[1:length(r)-1], r[1:length(r)-1])

> rxy <- crossprod(r[1:length(r)-1], r[2:length(r)])

> ryy <- crossprod(r[2:length(r)], r[2:length(r)])

>

> b <-(ry * rxx - rx * rxy) / (n* (rxx - rxy) - (rx"2 - rx*ry) )
>a<--log((rxy-b*rx-b*ry+n*b"2)/ (rxx-2*b*rx+n=*Db"2))
> alpha <- exp(-a)

> sigmaetoile2 <- (ryy - 2 * alpha * rxy + alpha2 * rxx - 2 * b * (1-alpha) * (ry - alpha *
rx) + n* b2 * (1 - alpha)*2)/n

> sigma <- sqrt(sigmaetoile2 * 2 * a/ (1 - alpha"2))

-Code R de la fonction de vraisemblance et des estimateurs du MV du modele de Cox-
Ingersoll-Ross :

>expBes <- function (x,nu ){

+ mu <- 4*nu "2

+Al<-1

+A2<-Al*(mu-1)/(1* (8*x))

+ A3 <-A2*(mu-9)/(2*(8*x))

+ A4 <- A3 * (mu - 25) / (3 * (8*X))

+ A5 <- A4 * (mu - 49) / (4 * (8*X))

+ A6 <- A5 * (mu - 81) / (5 * (8*x))

+ A7 <- A6 * (mu -121) / (6 * (8*x))

+ 1/ sqrt (2*pi*x) * (Al - A2 + A3- A4+ A5- A6 + A7)

+}

> dcCIR <- function (x, X0, a, b, sigma, log = FALSE ){

+c<-2*a/((1 - exp (-a))* sigma”"2)

+ U <- ¢*x0* exp (-a)

+ Vv <-Cc*X

+q <-2* a*b/sigma™2 -1

+ likehood <- (log (c) - (u+v) + g/2 * log (v/u) + log (expBes ( 2* sqrt (u*v),
q))+2*sqrt(u*v))

+if(! log)

+ likehood <- exp ( likehood )

+ likehood

+}

> CIRLikehood<- function (al, bl, sigmal) {

+n <- length (data$TMP)

+-sum ( dcCIR (x=data$TMP[2: n], x0=data$TMP[1:(n -1)] , a=al , b=b1, sigma=sigmal,
+log = TRUE)) }

> fit <- mle ( CIRLikehood , start=list( a1=0.02 , b1=0.02 , sigmal1=0.001) ,method="L-
BFGS-B",lower=c(0.01,0.01,0.0001) , upper=c(0.04 ,0.04,0.04))
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Annexe E

- Pour générer des trajectoires du taux court sous le modele de Vasicek :
Sub Boutonl Cliguer()

Dim r0 &s Double
Dim a &A= Double
Dim b As Double
Dim sigma As Double
Dim n A= Integer
Dim dt &s Double
Dim dr &s Doukle
Dim i A= Integer
Dim j As Integer

a = Range ("C2")

b = Range ("C3™
zigma = Range ("C4")
r{) = Range ("C5™)

dt = Range ("F3")

n = Range ("F2")

Range ("A10") = "Temps"

For j =0 Ton -1

For 1 = 0 To 3757

Randomize

eps = Application.WorksheetFunction.NormSInv (Rnd)
rt = rt +a * (b - rt) # dt + sigma * eps * Sgr(dt)

Range ("B11"™) .Cff=ec (i, Jj) = rt

Next i

Worksheets ("Vasicek"™) .Cells ({10, j + 2) = "Trajectoire™ & j + 1
HNext J

Dim nb graphe Az Long

nb_graphe = Worksheets("Vasicek").ChartObjects.Count

If nk graphe = 0 Then
Dim plage A= Range
Set plage = Worksheets ("Vasicek") .Range (Worksheets ("Vasicek™) .Cells (11, 1),

Worksheets ("Vasicek").Cells (11 + 3757, 2 + n - 1))

Dim graphe in As ChartObject
Dim graphe &s Chart
Set graphe_in = Worksheets("Vasicek").ChartObjects.Add (100, 30, 400, 250)
Set graphe = graphe_in.Chart
graphe.ChartType = x1¥Y¥ScatterLines
graphe.SetSourceData plage, x1Columns

graphe .HasTitle = True

graphe.ChartTitle.Text = "Trajectoire du taux court (Vasicek MC)"
graphe.fxes (x1Value, x1Primary) .HasTitle = True

graphe.hxes (x1Value, xX1Primary) .AxisTitle.Text = "rt"™

graphe.hxes (x1Category, X1Primary).HasTitle = True

graphe.hxes (x1Category, X1Primary).RAxisTitle.Text = "temps (jour)"
Dim serie Lz Series

For i = 1 Ton

Set serie = graphe.SeriesCollection.NewSeries

gerie.XValuezs = Worksheets ("Vasicek") .Range (Worksheets ("Vasicek™) .Cells (11, 1),
Worksheets ("Vasicek™) .Cells (11 + 3758, 1))

serie.Values = Worksheets("Vasicek") .Range (Worksheets ("Vasicek") .Cells(11l, 1 + i),
Worksheets ("Vasicek"™) .Cells (11 + 3758, 1 + 1))

serie.Name = "Trajectoire™ & i
serie.Border.Color = RGE(T * i, 5 * i, 35 * i)
serie.MarkerStyle = x1lMarkerStyleNone

Hext i

End If
S5et graphe = Nothing
S5et graphe = Nothing

End Sub
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B C D E F G H 1 J K L
Ma.xlmum i Mom'dre Parametres de |a simulation
1 vraisemblance Carrés
2 0,03997892 0,03988493 n 1
3 0,03047177 0,0305 dt 1
4 sigma 0,001313707 0,00131419
5 0 0,03043 003043 Trajectoire du taux court (Vasicek_MC)
j Générer (MV) | Générer (MC) 005
0,045
: 004 " { i
9 )
10 |Temps Trajectoirel 0,035 7
11 1 0,00171962 0,03 +
12 2 0,003282689 £ 0,025 +
13 3 0,004615416
14 4 0,005506249 on ’ ' M ' N
15 5 0,007653682 0015 v
16 6 0,009459168 0,01
17 7 0009144301 0,005
18 8 0,011513674 0
19 9 0,010450602 0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000
2 0 0001792 temps Gour]
21 11 0,009407656
22 12 0,009728796

Figure 10 Générateur de trajectoires du taux court sous le modele de Vasicek

——Sériel

—Trajectoirel

Pour générer les trajectoires du taux court du modele de Cox-Ingersoll-Ross, il suffit de
remplacer la boucle qui figure dans le code précédent du modéle de Vasicek par la boucle

4000

sulvante :
For § =0Ton -1
For i = 0 To 3757
Randomize
eps = Application.WorksheetFunction.NormSInwv (Rnd)
rt = rt +a * (b - rt) * dt + sigma * Sgr(rt) * eps * Sgr(dt)
Range ("B11") .Cff=set (1, Jj) = rt
Hext 1
Worksheets ("CIR"™) .Cells (10, j + 2) = "Trajectoire”™ & j + 1
Hext 3
A B C D E F G H 1 J K L
Maximum de . .
) Moindre carrés
1 vraisemblance
2 0,023802643 0,0374005 n 1
3 b 0,03094386 0,03047553 dt 1
4 sigma 0,007611121 0,007443
5 T 0,03043 0,03043
6 Trajectoire du taux court (CIR_MV)
Générer (MV) ‘ Générer (MC)
7 0,08
8
9 0,05
10 (Temps Trajectoirel
11 1 0,000736546 0.04 l
12 2 0,00164153 A I
13 3 0,002329265 o0z HFH
14 4 0,003899431
15 5 0,004395584 0.02
16 6 0,004742347
17 7 0,005086142 0.0
18 8 0,005360142 .
19 9 0,005770506 0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500
20 10 0,005526539 temps [jour)
21 11 0,00699586
2 an n nncesnaca
ar ©) [

Figure 11 Générateur de trajectoires du taux court sous le modele de Cox-Ingersoll-Ross
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Annexe F

Tableau 16 Tableau des variables utilisés dans le code VBA pour le calcul des prix du put/call

Taux court a la date de calcul (dans

ro 7(0) notre cas c'est le taux moyen
pondéré du marché interbancaire)
La vitesse d’ajustement du taux
a a court actuel vers sa moyenne de
long terme b
b b Moyenne sur le long terme du taux
court
. Ecart type du changement
sigma o . .
instantané de r(t)
N Nombre de simulation pour le
calcul de Monte-Carlo
MaturityO S Maturité de I'option (Put ou call)
MaturityB T Maturité du zéro-coupon
K K Prix d'exercice de I'option (Strike)
OptionP P(t,s,T,K) Prix calculé du .put al'aide dela
formule analytique
OptionC C(t,s,T,K) Prix calculé du 'caII al'aide de la
formule analytique
. Volatilité du zéro-coupon sous le
simgac o, . .
modele de Vasicek
rt r(t) Taux court a la date t
payoffcall Act P.ayofftfl un seul scenarlc? dle la
simulation du call actualisé
payoffput_Act P.ayoffq un seul scenarlg d,e la
simulation du put actualisé
MC_Call CcMC(t,s, T, K) Prix Monte-Carlo (simulé) du call
MC_Put PMC(t,s, T, K) Prix Monte-Carlo (simulé) du put
PtT P(t, T) Prix d'un zéro coupon de maturité T
Pts P(t,s) Prix d'un zéro coupon de maturité s
PeT P(s,T) I\DFIX d'un zéro coupon de maturité T
aladates
Ert E(r () Espérance de r(t) sous le modele de

Vasicek
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Var_rt

V(r()

Variance de r(t) sous le modele de
Vasicek

std_rt

a(r(t))

Ecart type de r(t) sous le modéle de
Vasicek

NRandVars(N)

Fonction qui génére N nombres de
la loi normal de moyenne 0 et
variance 1

BtT

B(T —t)

AtT

AT -t

Ce sont deux fonctions qui
simplifient le calcul du prix d'une
obligation zéro-coupon (en
adoptant I'écriture affine du prix)

Variable binaire qui prend la valeur
1 ou 0. Si| =1 dans une fonction,
cela veut dire que les parameétres
utilisés pour le calcul sont issus des
estimations par la méthode des
moindres carrés. Sinon (| = 0), les
estimations utilisées sont celles du
maximum de vraisemblance.

Cumchn(x,df,pnonc)

X2(5pq)

Est la fonction de répartition de la
loi Khi-deux décentrée a p degrés
de liberté et de paramétre de
décentrage q.

h, psi, rho

h,Y,p

Parameétres intermédiaires de
calcul des prix des options dans les
deux modeles
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Annexe G

- Code de la fonction qui calcule le prix zéro-coupon sous le modéle de Vasicek :

Public Function ZeroCoupon(r As Double, ti As Double, tj As Double, 1 As Byte) As Double
If 1 = 0 Then
a = Range ("B2")
b = Range ("B3")
s2igma = Range ("B4"™)
Else
a = Range ("C2")
b = Range ("C3")
sigma = Range ("C4")

End If
BtT = (1 - Exp(-a * (tj - ti))) / a
LtT = Exp(ib - 0.5 # =igma * =igma / (a2 * a)) # (BtT - (tj - ti)) - 0.25 * =sigma * =sigma * BtT # BtT / a)

ZeroCoupon = AtT * Exp(-BtT * r)
End Function

- Code pour simuler N nombres de loi N(0,1) :

Public Function NRandVars (N As Long) As Variant
ReDim randfrr(l To N} &= Variant
Dim i, n2, counter &= Single
n2 = Application.Floor(N / 2, 1)
Dim w1, w2, tmp, fac &= Double

counter = 0
For i = 1 To n2
Do
vl =2 * End - 1
ve = 2 % Bnd - 1

thpr = vl * vl + w2 * w2
Loop Until tmp <= 1
fac = Sqgr(-2 * Log(tmp) / tmp)
counter = counter + 1
randdrr (counter) = vl * fac
counter = counter + 1
randfrr (counter) = v2 * fac
Next i
If (N > (n2 *# 2)) Then
Do
vl =2 % Bnd - 1
v2 =2 * End - 1
tnp = vl * vl + w2 * w2
Loop Until tmp <= 1
fac = Sgr(-2 * Log(tmp) / tmp)
counter = counter + 1
randdrr (counter) = v2 * fac
End If
NRandVars = randArr
End Function

- Code pour le calcul des prix analytique et Monte Carlo du put/call sous le modéle de
Vasicek :

B
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Bn:t:n;_tl;q:erll

B R R
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Ma
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b
B B
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=
2 E
o
[
[1]
]
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29g"E
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Dim
Dim
Dam
Dim
Dam
Dam
Ddm
Dam

T A8 Double
% As Double
payeifcall Aot Aa Double
:pny\a-ffn::t_il:t. A= Double
MC_call As Double

MC_put As Double
Sum_payoffcall Act As Double
Sum_payoffpuc_Act As Double
a = Range (=B2%)

b = Range("B3")

=igma = Range|~B4%)

0 = Range["BE")

W = Range(“Fl1")

Maturity® = Range ("Bl10")
MaturityB® = Range ("B3")

E = Range(~Bii=)
FrT = ZezoCoupon (0,
Pra = ZeroCoupon (0,

0, HaturityB,
0, Maturityd,

ap
ap

sigmac = (sigma / &) * (L - Exp(-a& * (Matoricy® - MaturityOlh) = Sgr((l F (2 * a)) = (L - Exp(=-2 = a * MacuricyQ)))
B = Leg(PeT / (K = Pxa)) = (1 / sigmas) + (sigmac [/ 2)

OptionC

= PtT * Application.WorksheetFunction.Norm Dist(h, 0, 1, True)

- K * Pts * Bpplication.WorksheetFunction.Norm Dist(h - sigmac, 0, 1, True)

CptionP

Range ("B14™) .Value = OptionP
Range ("B15") .Value = OptionC

= K * Pts * Application.WorksheetFunction.Norm Dist(-h + sigmac, 0, 1, True) _
— PtT * Application.WorksheetFunction.Norm Dist (-h, 0, 1, True)

Mt = (b - sigma ~ (2) /f a "~ (2)) * (1 - Exp(-a * (Maturity0))) + (sigma ~ (2) / (2 * a ™~ (2))) * (1 - Exp(-a *
Ert = r0 * Exp(-a * (Maturity0)) + Mt
Var_rt = (sigma ~ (2) / (2 * a)) * (1 - Exp(-2 * a * (Maturity0)))
std_rt = Var_rt " 0.5
normal = NRandVars (H)
For i =1 To N
eps = normal (i)
rt = Ert + std rt * eps
PsT = ZeroCoupon (rt, Maturity(®, MaturityB, 0)
payoffcall Aot = Pts * WorksheetFunction.Max(PsT - K, 0)
payoffput Act = Pts * WorksheetFunction.Max (K - PsT, 0)
Sum _payoffcall Act = 5Sum payoffcall Act + payoffcall Act
Sum payoffput Ret = Sum payoffput Ret + payoffput Act
Hext i
MC call = Sum payoffcall Rct / N
MC put = Sum pavoffput_Act / N
Range ("F14") = MC put
Range ("F15") = MC_call
End Sub
B C E F G
JEGEEEE Maximum de

] Moindre carrés Pricing sous le modéle de Vasicek
g Parameétres vraisemblance
2 a 0,03997892 0,03988493
3 b 0,03047177 0,0305
4 sigma 0,001313707 0,00131419
5 | r0(01/05/2014) 0,03043 0,03043
6
7 Calculer (MV) | Calculer (MC) |
8

Maturité du Zéro- 1
9 | coupon(en jours)
Maturité de Parametres

. . 6 -

10 _l'option(en jours) de I'option
Prix d'exercice 08 P N Configuration de Monte
11 (strike) ' 00000 Carlo
12
13
14 Put 3,75556E- 25| . Put Of e
Prix analytique Prix Monte Carlo

15 Call 0,071233721 Call 0,071193447
16

Figure 12 Pricer des options sur zéro-coupon sous le modéle de Vasicek
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Annexe H

Le code ci-dessous permet de calculer la fonction de répartition de la loi Khi-deux
décentrée?? :

Function necdchi (chi2f1l &= Double, df &= Double, nsX As Double)
ncdehi = cumchn (chiz2’l, df, nsX)
End Function

Priwvate Function gsmall (x As Double, sum &s Double) As Boolean
Dim eps As Double
eps = 0.000001
gemall = (sum < 1E-20) Or (x < eps * sum)
End Function

Function cumchn(x As Double, df As Double, pnonc As Double)
Dim adj As Double, centaj As Double, centwt As Double, chid2 As Double, dfd2 As Double, eps As Double, leontaj As Double,
lentwt As Double, lfact A= Double, pecent As Double, pterm As Double, sum As Double, sumadj As Double, term As Double,
Wwt &=z Double, xnonc As Double, xx As Double
Dim i As Long, icent As Long
Dim cum As Double
If (x <= 0#) Then
cumchn = 0%
Exit Function
End If
If (pnonc <= 0.0000000001) Then
cumchn = 1 - Application.ChiDist(x, df)
Exit Function
End If
xnonc = pnonc / 2%
icent = xnonc
If (icent = 0) Then icent = 1

chid2 = x / 2%
1fact = Application.Gammaln (CDEbl (icent + 1))
lentwt = -xnonc + icent * Log(=nonc) - lfact

centwt = Exp(lcntwt)

pcent = 1 - Application.ChiDist (X, dg(icent, df))
dfd? = dg(icent, df) / 2%

lfact = Application.Gammaln(1# + dfd2?)

lcntaj = dfd2 * Log(chid2) - chid2 - lfact
centaj = Exp(lcntaj)
sum = centwt * pcent

sumad]j = 0%

adj = centaj

Wt = CEentwt

i = icent

Do
dfd? = dg(i, df) / 2%
adj = adj * dfd2 / chid2
sumadj = sumadj + adj
prterm = pcent + sumadj

wt = wt * (i / xnonc)

term = wt * pterm

2um = sum + term

i=i-1
Loop Until (gsmall({term, sum) Or (i = 0))
sumadj = centaj

adj = centaj
Wt = CEentwt
i = icent
Do
Wt = wt * (xXnonc f (1 + 1))
prterm = pcent - sumadj
term = wt * pterm
Sum = sum + term
i=i+1
dfd2? = dgi{i, df) / 2%
adj = adj * chidz / dfdz2
sumadj = sumadj + adj
Loop Until (gsmall(term, sum))
cumchn = sum

End Function

Function dg({i A= Long, df)
dg = df + 2% * CDbl (i)
End Function

10 Ce code est disponible sur le site : http://www.ec.kagawa-u.ac.jp/~hori/delphistat/noncentralchi.bas

86



Annexes

- Code VBA des fonctions B(T — t) et A(T — t) du modele CIR :

Public Function Bt(ti As Double, tj As Double, 1 As Byte) As Double
Dim delta As Double
Dim a A= Double
Dim b Az Double
Dim sigma As Double
If 1 = 0 Then
a = Range ("B2")
b = Range ("B3")
sigma = Range ("B4")
Else
a = Range ("C2")
b = Range ("C3")
s2igma = Range ("C4")
End If
delta = S5gr(2 * sigma ™~ (2) + a ~ (2)}
Bt = (2 * (Exp(delta * (tj — ti)) - 1)) / ((a + delta) * (Exp(delta * (tj - ti)) - 1) + 2 = delta)
End Function

Public Function At (ti A= Double, tj As Double, 1 &= Byte) &A= Double
Dim delta As Double
Dim a As Double
Dim b As Double
Dim sigma As Double
If 1 = 0 Then
a = Range ("B2")
b = Range ("B3"™)
sigma = Range ("B4")
Else
a = Range ("C2"™)
b = Range ("C3")
2igma = Range ("C4")
End If
delta = Sgr(2 * sigma ™~ (2) + a ™ (2))
At = (2 * delta * Exp(0.5 * (a + delta) * (ti - ti}) / ((a + delta) * (Expldelta * (ti - ti}) - 1} + 2 * delta)}
~ (2 % (a * b) / (sigma "~ (2)))
End Function

- Code VBA de la fonction du prix zéro-coupon P(t, T) du modéle CIR :

Puklic Function ZeroCoupon (r &As Double, ti As Double, tj As Double, 1 &s Byte) As Double
Dim a A= Double

Dim b A= Double

Dim delta &s Double

Dim sigma As Double

If 1 = 0 Then

a = Range ("B2")

b = Range ("B3")
sigma = Range ("B4")
Else

a = Range ("C2")

b = Range ("C3")
sigma = Range ("C4")
End If

delta = Sgr(2 * sigma ~ (2) + a ~ (2))

BtT = (2 * (Exp(delta * (£j - ti)) - 1)) / ({a + delta) * (Exp(delta * (tj - ti}}) - 1) + 2 * delta)

BtT = (2 * delta * Exp(0.5 * (a + delta) * (tj - ti)) / ((a + delta) * (Exp(delta * (tj - ti)) - 1) + 2 * delca))
~ (2 % (a *b) /S (sigma " (2)))

ZeroCoupon = AtT * Exp(-BtT * r)
End Function
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- Code VBA pour le calcul des prix analytiques du Put/Call sous le modele CIR :

Sub Boutonl Cliguer()
Dim r0 &A= Double

Dim a A= Double

Dim b As Double

Dim =sigma As Double
Dim n As Long

Dim i As Long

Dim Maturity0 As Double
Dim MaturityB As Double
Dim ¥ As Double

Dim CptionC As Double
Dim CptionP As Double
Dim rho As Double

Dim psi As Double

Dim r bar As Double

Dim delta As Double

Dim rt &= Double

= Range ("B2")

Range ("B3")

zigma = Range ("B4")

r0 = Range ("B5")

n = Range ("F11")
Maturityl = Range ("B10™)
MaturityB = Range ("B3")
Range ("B11")

PtT = ZeroCoupon(rd, 0, MaturityB, 0)

Pts = ZeroCoupon(rd, 0, MaturicyC, 0)

delta = S5grija ™~ 2 + 2 * sigma "~ 2)

rho = 2 * delta / (sigma ~ 2 * (Exp(delta * Maturity0Q) - 1))
psi = (a + delta) / sigma ™~ 2

r bar = Log(At (Maturity0, MaturityB, 0) / K) / Bt(Maturity0l, MaturityB, 0)
CptionC = PtT * cumchn(2z * b * (rho + psy + Bt (MaturityC®, MaturityB, 0)),
(2 * rho ~ 2 * r0 * Exp(delta * MaturityC)) / (rho + psi + Bt(0, MaturityC,
- K * Pts * cumchn(2 * r bar * (rho + psi), ¢ * a * b / sigma ~ 2,
CptionP = OptionC + K * Pts - PtT

Range ("B15") .Value = OptionC

Range ("B14") .Value = CptionP

End Sub

4 % a* b/ sigma ~ 2, _
oy
(2 * rho ~

2 * r0 * Exp(delta * MaturicyC)) /

(rho + psi))

B C D E F G H 1
Méthode Maximum de ) . . x N
. } Moindre carrés Pricing sous le modéle de Cox-Ingersoll-Ross
Paramétres vraisemblance
1
2 a 0,023802649 0,0374005
3 b 0,03094386 0,03047553
4 sigma 0,007611121 0,007449
5 10 (01/05/2014) 0,03043 0,03043
[
7 Calculer (MV) Calculer (MC)
8

Maturité du Zéro-

9 | coupon(en jours) 10
M-atunte-de 6 Paramétres de l'option

10 I'option{en jours)

Prix d'exercice 08
11 {5trike) !
12
13
14 Put 0,034573125-

Prix analytique
15 Call 0,022285803
18
17
18
| Fewill | Feulz | @ I

Figure 13 Pricer des options sur zéro-coupon sous le modele de Cox-Ingersoll-Ross
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Annexe |

- Code VBA des différentes fonctions utilisées pour le calcul des prix Caps/Floors sous

Vasicek :

Public Function ZeroCoupon(r &s Double, ti As Double, Tj &s Double, a As Double, b As Double, sigma &s Double) As Double
BtT = (1 - Exp(-a * (T3 - ti))) / a
AtT = EXp((b - 0.5 * =igma * =igma / (a * a)) * (BtT - (Tj - ti)) - 0.25 * =igma * =igma =~ BtT * BtT / a)
ZeroCoupon = AtT * Exp(-BtT * r)

End Function

Function BondCall Vasicek(t ZAs Double, MaturityE As Double, Maturity0O As Double, K As Double, r0 &s Double, a As Double,
b As Double, sigma As Double)

Dim sigmac As Double
Dim h As Double

Dim PtT As Double

Dim Pts Ls Double

Dim CptionC &s Double

PtT = ZeroCoupon(rd, 0, MaturityB, a, b, sigma)
Prs = ZeroCoupon(rQd, 0, Maturicyl, a, b, sigma)

zigmac = (sigma / a) * (1 - ExXp(-a * (MaturicyB - MaturicyQ))) = Sgri((l / (2 * a)) * (1 - Exp(-2 * a * Maturicy0))
h = Log(PtT / (K * Pts)) * (1 / sigmac) + (sigmac / 2)

CptionC = PtT * Application.WorksheetFunction.Norm Dist(h, 0, 1, True) - _
K ® Pts * Application.WorksheetFunction.Norm Dist(h - sigmac, 0, 1, True

BondCall Vasicek = OptionC

End Function

Function BondPut Vasicek(t As Double, MaturityE As Double, MaturityD &As Double, K As Double, r0 As Double, a As Double,
b As Double, =sigma As Double)

Dim sigmac As Double
Dim h As Double

Dim PtT A= Double

Dim Fts As Double

Dim CptionP A= Double

PtT = ZeroCoupon (xrD, 0, MaturityB, a, b, sigma)

Pts = ZeroCoupon (r0, 0, Maturity0l, a, b, sigma)

sigmac = (sigma / a) * (1 - Exp(-a * (MaturityB - Maturity0)))} * Sqgr((l / (2 * a)) * (1 - Exp(-2 * a * Maturity0))
h = Log(BtT / (K * Pts=)) * (1 / =igmac) + (=sigmac / 2)

OptionP = K * Pts * Application.WorksheetFunction.Norm Dist(-h + sigmac, 0, 1, True) - _
PtT * Application.WorksheetFunction.Norm Dist(-h, 0, 1, True

BondPut_Vasicek = OptionP

End Function

Function Cap Vasicek(t As Double, TO As Double, MaturityRef As Double, MaturityCap As Double, r0 As Double,
Taux_exercice As Double, a Rs Double, b Rs Double, sigma As Double)

Dim n As Integer

Dim j As Integer

Dim Tj As Double

n = Int (MaturityCap / MaturityRef)
Cap_Vasicek = 0

For 3 =1Ton

T3 = T0 + (j - 1) * MaturityRef

Cap Vasicek = Cap_Vasicek + BondPut_Vasicek(t, Tj + MaturityRef, Tj, 1 / (1 + MaturityRef * Taux_sxercice / 360), 0, a, b, sigma)
Next j

End Function

Function Floor_Vasicek(t As Double, TO As Double, MaturityRef A= Double, MaturityCap As Double, r0 As Double,
Taux exercice As Double, a Rs Double, b Rz Double, sigma As Double

Dim n As Integer
Dim j As Integer
Dim Tj A= Double

n = Int(MaturityCap / MaturityRef)
Floor_Vasicek = 0

For 3 = 1Ton
Tj =T0 + (j - 1) * MaturityRef

Floor_Vasicek = Floor_ Vasicek + BondCall_Vasicek(t, Tj + MaturityRef, Tj, 1 / (1 + MaturityRef * Taux_exercice / 360), r0, a, b, sigma)

Next j
End Function
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- Code VBA des différentes fonctions utilisées pour le calcul des prix Caps/Floors sous
CIR:

Public Function ZeroCoupon(r As Double, ti &s Double, tj As Double, a As Double, b As Double, sigma As Double) As Double
delta = Sgr(2 * sigma ™ (2) + a ™~ (2))
BLT = (2 * (Expidelta * (t3 - ti}} - 1)) / ({a + delta) * (Exp(delta * (tj — ti})} - 1) + 2 * delta)
AtT = (2 * delta * Exp(0.5 * (a + delta) * (tj - ti)) / ((a + delta) * (Exp(delta * (tj - ti)) - 1) + 2 * delta)) ™ (2 * (a * b)
/ (sigma " (2)))
ZeroCoupon = AtT * Exp(-BtT * r)

End Function

Public Function Bt (ti As Double, tj As Double, a As Double, b As Double, =sigma As Double) As Double
Dim delta As Double

delta = 3gr(2 * =igma "~ (2) + a " (2))
Bt = (2 % (Exp(delta * (tj - ti)) - 1)) / ({a + delta) * (Exp(delta * (tj - ti)) - 1) + 2 * delta)

End Function

Public Function At (ti As Double, tj &s Double, a &s Double, b As Double, sigma As Double) As Double

Dim delta As Double

delta = Sgri2 * sigma ™ (2) + a ™ (2))

At = (2 * delta * Exp(0.5 * (a + delta) * (tj - ti)) / ((a + delta) * (Exp(delta * (tj - ti)) - 1) + 2 * delta)) "~ (2 * (a * b)
/ (sigma " (2)))

End Function

Function BondCall CIR(t ZAs Double, MaturitvB As Double, MaturitvQ As Double, K As Double, r0 As Double, a As Double, b As Double,
sigma A= Double)

Dim delta A= Double
Dim rho As Double
Dim psi As Double
Dim r_bar Rz Double
Dim PtT As Double
Dim Pts As Double
Dim OptionC As Double

PtT = ZeroCoupon(r0, 0, MaturityB, a, b, =igma)
Pts = ZeroCoupon (r0, 0, Maturityl, a, b, sigma)

delta = S5gr(a ~ 2 + 2 * =sigma ~ 2)

rho = 2 * delta / (sigma ~ 2 * (Exp(delta * Maturity0) - 1))

psi = (a + delta) / sigma ™ 2

r_bar = Log(At (MaturicyQ, MaturicyB, a, b, sigma) / K) / Bt (Maturity0Q, MacturicyB, a, b, sigma)

OptionC = PtT * cumchn(2 * b * (rho + psy + Bt (MaturityQ, MaturityB, a, b, sigma)), 4 * a * b / =igma "~ 2,

(2 * rho ~ 2 * r0 * Exp(delta * Maturicy0)) / (rho + psi + Bt (0, Maturity0, a, b, sigma))) - _

K * Pts * cumchn(2 * r bar * (rho + psi), ¢ * a * b f =igma "~ 2, (2 % rho ™~ 2 # r0 * Exp(delta * Maturityl)) / (rho + psi))
OptionP = OptionC + K * Pts - PtT

BondCall CIR = OptionC

End Function

Function BondPut_ CIR(t Rs Double, MaturityB Rs Double, Maturity0 As Double, ¥ Rs Double, r0 As Double, a BRs Double, b As Double,
zigma A= Double)

Dim delta As Double
Dim rho As Double
Dim psi As Double
Dim r bar As Double
Dim PtT As Double
Dim Pts A= Double
Dim CptionC As Double

PtT = ZeroCoupon(r0, 0, MaturityB, a, b, sigma)
Pts = ZeroCoupon(rd, 0, Maturity0, a, b, sigma)

delta = Sgria ™~ 2 + 2 * sigma "~ 2)

rho = 2 * delta / (sigma ~ 2 * (Exp(delta * Maturity0) - 1))

p3i = (a + delta) / sigma ~ 2

r bar = Log (At (Maturity0, MaturityB, a, b, sigma) / K) / Bt (Maturity®, MaturityB, a, b, sigma)
COptionP = CptionC + K #*# Pts - PtT

BondPut_CIR = OptionF

End Function
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Function Cap_CIR(t As Double, T0 As Double, MaturicyRef As Double, MaturicyCap Rs Double, r0 Rs Double, Taux exercice Rz Double, _
a As Doubkle, b As Double, =sigma As Double

Dim n As Integer
Dim j A= Integer
Dim tj A= Double

n = Int(MaturityCap / MaturityRef
Cap_Vasicek = 0

For 3 = 1Ton

ti = T0 + (J - 1) * MaturityRef

Cap_CIR = Cap_CIR + BondPut_CIR(t, tj + MaturityRef, t3j, 1 f (1 + MaturityRef * Taux_exercice / 360), r0, a, b, sigma
Next 3

End Function

Function Floor CIR(t Az Double, TO As Double, MaturityRef Rz Double, MaturictyCap As Double, r0 Rz Double, Taux_exercice Rs Double, _

a As Double, b As Double, sigma As Double)

Dim n As Integer
Dim j As Integer
Dim tj As Double

n = Int (MaturityCap / MaturityRef)
Floor Vasicek = 0

For 3 =1Ton

ti = T0 + (3 - 1) * MaturicyRef

Floor CIR = Floor CIR + BondCall CIR(t, tj + MaturityRef, tj, 1 / (1 + MaturityRef = Taux exercice / 360), r0, a, b, sigma)
Next j

Fnd Function

B C D E F G H
Méthode Maximum de ’ Pricing sous le modéle de Vasicek des
Mo .

Paramétres vraisemblance OINGIE Caltes CﬂpS/FfOOFS
1
2 a 0,03997892 0,03988493
3 b 0,03047177 0,0305
4 sigma 0,001313707 0,00131419
5 | r0(01/05/2014) 0,03043 0,03043 Calculer{MV) Calculer{MC)
6

Taux d'exercice(r_e) 0,5 Cap 0,053042225
7
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Figure 14 Pricer du Cap/Floor sous le modéle de Vasicek
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A B C E F G H
Sthode Maximum de o . Pricing sous le modéle de CIR des

Paramétres vraisemblance pincre cares CﬂpS/HGOFS
2 a 0,023802649 0,0374005
3 b 0,03094386 0,03047553
4 sigma 0,007611121 0,007449
5 | r0(01/05/2014) 0,03043 0,03043 Calculer(MV) Calculer(MCc)
3]

Taux d'exercice(r_g) 0,5 Cap 0,053113695

Prix analytique
Maturité du Taux de
o " 180 Floor 6,41088E-42

g | référence(en jours) .

— ] Parametres

Durée du contrat 720
du Cap/floor

Date de prise d'effet| %0
10 du Cap/floor
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12
13

Feuill ®

Figure 15 Pricer du Cap/Floor sous le modele de Cox-Ingersoll-Ross

92




