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Resumé

Dans le contexte de la gestion des risques �nanciers, il est devenu essentiel, selon les recom-

mandations du Comité Bâle, d'allouer des fonds propres pour se prémunir contre les pertes dé-

coulant des variations des prix des instruments �nanciers qui constituent le portefeuille de négo-

ciation ou des positions. A�n de calculer cette allocation de fonds propres, il est indispensable

de mesurer le risque des marchés en utilisant l'approche des modèles internes, couramment dé-

signée sous l'appellation de VaR ( Value at Risk ou Valeur à Risque). Ce rapport présentera les

différentes méthodes de cette approche pour évaluer le risque d'un portefeuille diversi�é de l'en-

treprise Banque Populaire. Nous débuterons par décrire la démarche à suivre après avoir véri�é

les différentes hypothèses. Ensuite, nous appliquerons ces méthodes à chaque type d'actifs avant

d'évaluer le risque du portefeuille dans son ensemble. En�n, les résultats obtenus feront l'objet de

backtestings et d'analyses critiques pour améliorer la gestion du risque.
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Chapitre 1

Organisme d'accueil

La Banque Centrale Populaire est une institution marocaine fondée en 1965, regroupant 11

banques régionales. Son réseau couvre l'ensemble du territoire marocain et se spécialise dans

divers domaines tels que les crédits à la consommation, la micro�nance, les banques offshore,

les banques d'affaires, les sociétés de �nancement, ainsi que des �liales bancaires réparties sur

trois continents : Afrique, Europe et Amérique.

1.1 Historique

La Banque Centrale Populaire (BCP) est une société de crédit cotée en bourse depuis 2004.

Son cours de bourse est passé de 39,20 DHS le 21 juillet 2004 à 255 DHS aujourd'hui.

Initialement créée en 1961 en tant que société coopérative à capital variable, la banque a pris

son essor en 1974 en récoltant plus d'un milliard de dirhams en dépôts au Maroc. En 1976, la BCP

ouvre une succursale à Bruxelles et crée la Maroc Assistance Internationale, équivalent marocain

de l'Europ Assistance. En 1980, la BCP comptait 500 000 clients et 5 milliards de dirhams en

dépôts. Au cours des années 1980, elle a ouvert des �liales en République centrafricaine et en

Guinée.

En 2000, la Banque Centrale Populaire est devenue une société anonyme avec un conseil d'ad-

ministration. La BCP est cotée à la Bourse de Casablanca depuis 2004. En 2014, un protocole

d'accord a été signé avec la Société Financière Internationale pour investir 2,5 millions de dirhams

dans le �nancement des petites et moyennes entreprises en Afrique subsaharienne.

Le groupe BPCE détient une participation de 5% dans le capital de la Banque Centrale Populaire

du Maroc (BCP) depuis mai 2012. En 2015, alors qu'il détenait déjà des participations dans les

Banques Régionales Populaires, il est devenu l'actionnaire majoritaire, portant ses participations

à 52%.

Au cours de l'exercice 2015, la banque a annoncé une augmentation de 14,4% de son béné�ce
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net à 2,5 milliards de dirhams et comptait 5,2 millions de clients. En juin 2017, la Banque Centrale

Populaire du Maroc a émis sa première obligation verte en euros. Il s'agit d'une première dans le

secteur bancaire sur le continent africain.

1.2 Métier

� Services Financiers

� Services bancaires et d'investissements

� Banques commerciales

La Banque Centrale Populaire est un établissement de crédit organisé autour de trois pôles

d'activités :

� Activités bancaires

� Centralisation des opérations des Banques Populaires Régionales (BPR). Le groupe agit no-

tamment en qualité de compensateur central du groupe Banques Populaires, coordonne la

politique �nancière des BPR, gère leurs liquidités, assure leur re�nancement et gère les ser-

vices d'intérêt commun pour le compte des organismes du groupe.

� Activités pour le compte du Comité Directeur du Crédit Populaire du Maroc. À �n 2018, le

groupe gérait 283,3 Mds MAD d'encours de dépôts et 244,2 Mds MAD d'encours de crédits.



1.3 Organigramme de la BCP 13

1.3 Organigramme de la BCP

Mon stage s'est déroulé au niveau de la Direction de marché. L'organigramme de la banque se

présente comme suit :

Figure 1.1 � Organigramme de la Banque Central Populaire



Chapitre 2

Réglementation bancaire en matière

de la gestion des risques

2.1 Introduction

A�n de s'adapter à la libéralisation de la sphère �nancière entamée dans les années 80, mar-

quée notamment par la �n de l'encadrement du crédit, la modernisation bancaire, la disparition

des différentes formes de protection de l'Etat dont béné�ciaient les banques, et la privatisation

de la quasi-totalité des établissements au monde, la réglementation bancaire a évoluée vers une

approche prudentielle, perçue comme le seul moyen de régulation n'entrant pas en contradiction

avec les règles du marché. La réglementation bancaire actuelle s'appuie sur trois principes à sa-

voir : la supervision, la discipline du marché et le respect des ratios des fonds propres minimaux.

Par ailleurs, la nouvelle dimension de l'activité bancaire s'est traduite par une prise de risques

excessive, engendrant, in �ne, une succession de séries de crises. Ceci-dit, le souci majeur du

régulateur est d'envisager un dispositif prudentiel qui est à la fois souple pour booster l'activité

économique et contraignant a�n d'éviter des krachs �nanciers. Ainsi, la question qui se pose est

de déterminer le degré de souplesse à intégrer dans tout dispositif prudentiel.

Conscient de ces enjeux et tenant compte de l'évolution de la typologie des risques, le comité

de Bâle s'est engagé à réviser les recommandations en matière de contrôle et de gestion des

risques. D'où le passage de l'accord de Bâle I, à Bâle II, à Bâle III et par la suite à Bâle IV. L'objet

de la première section de ce chapitre est la présentation de l'architecture des accords de Bâle.

Ainsi, nous ferons un survol sur l'accord de Bâle I. Ensuite nous nous intéresserons aux apports

en matière de gestion des risques des accords de Bâle II, Bâle III ainsi qu'une perspective pour

Bâle IV.

A l'instar de toute autre autorité réglementaire nationale, BAM s'est inspirée des recommanda-
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tions du comité de Bâle pour instituer des textes de loi relatifs aux exigences en fonds propres.

Ainsi, il serait instructif de présenter, dans une deuxième section, les deux approches préconisées

par le régulateur, en matière de quanti�cation des risques à savoir : l'approche standard et l'ap-

proche avancée. Nous y ferons recours dans un autre chapitre pour quanti�er le risque marché

encouru par la Banque Centrale Populaire.

2.2 Aperçu sur la réglementation bancaire internationale

2.2.1 Accord de Bâle I

En 1988, le comité de Bâle sur le Contrôle Bancaire met en place le premier accord de Bâle,

appelé également ratio de Cooke. Ce ratio a comme objectif de renforcer la solidité et la stabilité du

système bancaire international, d'atténuer les inégalités concurrentielles entre les banques ainsi

que de lier plus étroitement les normes des fonds propres au risque effectif.

Imposée par la loi dans le Groupe des Dix (G10) en 1992, cet accord est fondé sur le concept

d'un ratio de fonds propres (Ratio de Cooke) avec, au numérateur, le montant des fonds propres

réglementaires dont un établissement de crédit dispose et, au dénominateur, l'ensemble des en-

gagements de crédit pondérés. Le ratio de fonds propres obtenu ne peut être inférieur à 8%.

Ratio de Cooke =
Total des fonds propres

Risque de crédit
� 8%

En effet, quand une banque prête 1000 DH à un client, elle doit disposer d'un minimum de 80

DH de fonds propres et utiliser au maximum 920 DH de ses autres sources de �nancements tels

que les dépôts, les emprunts et le �nancement interbancaire, etc.

Perfectionnant cette base, � l'amendement à l'accord sur les fonds propres pour son exten-

sion au risque marché � complétait le ratio de Cooke en 1996 en introduisant une partie du risque

marché à l'assiette du risque. Ainsi, la formule du ratio de Cooke devient :

Ratio de Cooke =
Total des fonds propres

Risque de crédit + Capital requis pour couverture du risque marché
� 8%

2.2.2 Passage de Bâle I à Bâle II

Il est rapidement apparu que Bâle I n'était qu'une étape sur le chemin de la régulation bancaire.

En effet, le ratio de Cooke a montré ses limites. Tout d'abord, la pondération des engagements

de crédit était insuf�samment différenciée pour rendre compte des différents niveaux effectifs du
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risque de crédit. Plus précisément, les pondérations des établissements ne dépendaient pas des

ratings externes et internes.

On peut citer également la sous-estimation des risques souverains et la non prise en considé-

ration du risque opérationnel qui est le risque des pertes directes ou indirectes d'une défaillance

inhérente aux procédures, au personnel et aux systèmes internes ou à des événements extérieurs.

Par ailleurs, la multiplication des krachs �nanciers, l'explosion du marché des produits dérivés,

ainsi que le développement par les banques de nouvelles pratiques d'évaluation et de maîtrise de

leurs risques ont rendu nécessaire la mise en place d'un nouveau dispositif plus adapté à la réalité

du marché international.

Une dernière limite de Bâle I réside dans la non prise en compte du capital économique qui est

plus adapté pour mesurer les risques réels que le simple capital réglementaire.

Dans ce contexte, l'amendement du ratio de Cooke en 1996 permettait aux institutions �nan-

cières d'opter soit pour l'approche standard, qui attribue pour chaque catégorie d'exposition au

risque un pourcentage forfaitaire de fonds propres, ou pour l'approche interne qui vise à pallier

au problème de la rigidité de la méthode standard en développant un modèle propre à chaque

institution �nancière. Cependant, une refonte de l'accord devient inévitable a�n d'appréhender de

manière plus exhaustive l'ensemble des risques encourus. Ainsi, le comité Bâle a publié en 2004,

une version du nouvel accord de Bâle.

Connu sous le nom de Bâle II, ce dispositif repose sur trois piliers complémentaires :

� L'exigence de fonds propres

� La procédure de surveillance prudentielle

� La discipline du marché

Pilier 1 Pilier 2 Pilier 3
Exigences minimales de

fonds propres
Surveillance par les autorités

prudentielles
Transparence et discipline de

marché
Risque de crédit (nouvelles

approches de calcul)
Évaluation des risques et

dotation en capital
spéci�ques à chaque banque

Obligation de publication des
méthodes d'évaluation des

risques
Risque de marché (inchangé) Communication plus

soutenue et régulière avec les
banques

Obligation accrue de
publication de la dotation en

fonds propres
Risque opérationnel

(nouveau)

Table 2.1 � Les piliers réglementés dans l'accord de Bâle II.

Pilier 1 : Exigence minimale en fonds propres

Le premier pilier concerne l'exigence minimale en fonds propres. Le traitement du risque de

marché reste inchangé. Le traitement du risque de crédit est revu en profondeur. Cette exigence
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fait passer le ratio de Cooke à un ratio nommé ratio de McDonough. Ce ratio maintient inchangé

à 8% le niveau des fonds propres réglementaires couvrant les risques encourus. En revanche, un

calibrage du risque en fonction de sa qualité est exigé. À cet effet, on introduit la prise en compte

des risques opérationnels en complément du risque de crédit ou de contrepartie et des risques de

marché. Le Nouvel Accord af�ne donc l'accord de 1988 et impose aux établissements �nanciers

de détenir un niveau de fonds propres adéquat avec les risques encourus.

Ratio McDonough =
Fonds propres réglementaires

Risques de crédits + risques de marché + risques opérationnels

Où :

� Risque de crédit = Crédits pondérés par leur risque (RWA)

� Risque de marché = capital exigé pour la couverture du risque de marché � 12,5

� Risque opérationnel = capital exigé au titre du risque opérationnel � 12,5

Il existe différentes méthodes pour calculer les fonds propres requis au titre de chacun de ces

risques. Le tableau suivant présente ces dites méthodes :

Pilier 1

Exigence minimale de fonds propres

Risques de Crédit Risques de marché
Risques

opérationnels

La méthode standard
(SA)

La méthode standard
Approche indicateur

de base

La méthode notation
interne fondation

La méthode modèle
interne

Approche standard

La méthode notation
interne avancée

Approche mesure
avancée

Table 2.2 � Exigence minimale en fonds propres

Pilier 2 : Processus de surveillance prudentielle

Ce second pilier repose sur quatre principes :

� Principe 1 : La banque doit disposer d'un processus d'adéquation des fonds propres. En effet,

les banques sont amenées à développer une procédure permettant d'évaluer l'adéquation

entre le couple fonds propres/pro�l de risque et de veiller sur le maintien du niveau espéré

des fonds propres.
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� Principe 2 : Les autorités de contrôle apprécient qualitativement le processus d'adéquation

des fonds propres. Cela se fait concrètement par l'évaluation des mécanismes internes d'ap-

préciation du niveau de fonds propres au moyen des examens par des inspecteurs externes.

� Principe 3 : Les exigences en fonds propres peuvent être supérieures à celles dé�nies par

le pilier 1. Ainsi, les banques sont maintenues à détenir des fonds propres au-delà des ratios

réglementaire.

� Principe 4 : Des mesures rapides de correction doivent être entreprises. Plus précisément,

les autorités de contrôle s'engagent à intervenir rapidement a�n d'empêcher que les fonds

propres ne soient inférieurs au minimum réglementaire.

Ceci-dit, le pilier 2 a un double objectif : d'une part, inciter les banques à développer des modèles

internes de gestion de leurs risques et de leur niveau de fonds propres et, d'autre part, permettre

aux autorités de régulation de majorer les exigences de capital réglementaire en cas de nécessité.

Cette nécessité doit s'appliquer de deux façons :

� Le Backtesting : la banque doit prouver la validité de ses méthodes statistiques sur des

périodes assez longues (5 à 7 ans).

� Le Stresstesting : La banque doit prouver, lors de simulations de situations extrêmes, la

validité de ses fonds propres en cas de crise économique. Le régulateur pourra en fonction

de ces résultats imposer la nécessité de fonds propres supplémentaires.

Pilier 3 : La discipline du marché

Ce pilier a pour objectif de standardiser les pratiques, de les rendre transparentes, ainsi que

d'améliorer la communication �nancière en insistant sur la publication, par les banques, d'infor-

mations quantitatives et qualitatives. Ceci vise à l'amélioration de la gouvernance en matière de

gestion des risques ainsi que l'émulation entre les établissements quant à la qualité de leur pro-

cessus et leur outil de pilotage interne.

2.3 Passage de Bâle II à Bâle III

La crise a mis en exergue les failles du dispositif Bâle II. Nous pouvons citer, à titre d'exemple,

les problèmes de liquidité, la non prise en compte du caractère systémique, la prise de risque

excessive notamment par les "too big to fail", les erreurs de jugement des agences de notation et

le manque de transparence.

Pour remédier à ces limites, le comité de Bâle a mis en avant, dans le cadre de l'accord de Bâle

III, cinq mesures qu'on présente ci-dessous :
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Bâle III
Exigence minimale de fonds propres

Capital Liquidité
Risques

systémique

Renforcer la
qualité et le
niveau des

fonds propres
de base

Introduire un
ratio de liquidité

à court terme

Inciter à
l'utilisation de
chambres de

compensation
pour les

produits dérivés

Faire face à
l'ensemble des

risques

Introduire un
ratio de liquidité

à long terme

Renforcer les
exigences en
fonds propres

pour les
expositions

entre

Introduction
d'un ratio levier
indépendant du

risque

Envisager une
surcharge en

capital pour les
institutions

systématique

Table 2.3 � Schéma des exigences de Bâle III

1. Renforcement des qualités des fonds propres

2. Introduction d'un "coussin contra-cyclique"

3. Instauration des ratios de liquidité

4. Maîtrise de l'effet de levier

5. Réduction du risque systémique

2.4 Perspective Bâle IV(FRTB)

Quant aux risques de marché, une réglementation prochaine Bâle IV ne serait une alternative

que dans l'objectif de mieux cerner ce type de risque �nancier. En effet, on s'attend à ce que la

réglementation prudentielle imposée par l'organisation bancaire internationale nous serre la main

en imposant l'utilisation d'autres mesures de risque pour quanti�er le risque de marché.

Dans ce sens, selon la publication par Yasuhiro Yamai et Toshinao Yoshiba de la banque cen-

trale japonaise au sujet des analyses comparatives de l'Expected Shortfall et la valeur en risque

sous les périodes de Stress du marché, il est nécessaire que le prochain accord de Bâle impose

le passage à une autre mesure de risque, l'Expected Shortfall, dans l'objectif de tenir compte des

queues de la distribution des pertes ainsi que les dépendances entre ces queues. En effet, le pas-

sage à cette nouvelle mesure, jugée être plus signi�ante que la valeur en risque, impliquerait des

études plus rigoureuses pour modéliser les queues de la distribution des pertes.
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L'adoption de l'Expected Shortfall pour quanti�er les risques �nanciers, impliquera le recours

à la théorie des valeurs extrêmes ainsi que la modélisation des dépendances entre les queues

de distribution. Or, dans le cadre de la réglementation bancaire marocaine, l'intégration de cette

optique et son imposition aux acteurs du secteur bancaire ne sera pas facile, et prendra un temps

considérable pour sa mise en place vu sa complexité théorique.

2. Réglementation marocaine relative aux exigences en fonds propres

La circulaire n°14/G/2013 �xe les fonds propres devant être retenus pour le calcul du coef�cient

minimum de solvabilité des établissements de crédit. En effet, l'article 1 précise que les fonds

propres sont composés de fonds propres de catégorie 1 et de fonds propres de catégorie 2. Sont

de catégorie 1 les fonds propres de base et les fonds propres additionnels. Les fonds propres

de base sont calculés conformément aux dispositions de la même circulaire par déduction des

éléments énumérés dans l'article 8 de ceux énumérés dans l'article 9, tandis que les fonds propres

additionnels comportent les éléments de l'article 18 après déductions de ceux de l'article 19.

Par ailleurs les établissements de crédit communiquent chaque semestre à Bank AL-Maghreb

les états de calcul des fonds propres selon une périodicité déterminée par la BAM.

Ils doivent s'assurer que les fonds propres ne sont à aucun moment inférieurs au montant du

capital minimum auquel ils sont assujettis 12.

Ces capitaux minimums sont précisés par l'article premier des deux circulaires n °12/G/2013 et

13/G/2013 comme suit : � Les établissements sont tenus de respecter en permanence sur base

individuelle et/ou consolidé :

� Un coef�cient minimum de solvabilité dé�ni comme étant un rapport minimum de 12% entre

d'une part, le total de leurs fonds propres et d'autre part, le total de leurs risques de crédit,

opérationnels et de marché pondérés.

� Un rapport minimum de 9% entre d'une part, le total de leurs fonds propres de catégorie 1 et

d'autre part, le total de leurs risques de crédit, opérationnels et de marché pondérés. �

De surcroît, la circulaire n°14/G/2013 précise explicitement les capitaux minimums à constituer.

Plus précisément, elle exige la constitution en permanence, sur base individuelle ou consolidée

d'un coussin de conservation composé de fonds propres de base et équivalent à 2,5% des risques

pondérés. Ceci dit, les établissements de crédit sont également tenus de respecter les exigences

suivantes :

� � Le montant des fonds propres de base doit, à tout moment, être au moins égal à 5,5% des

risques pondérés.
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� Le montant des fonds propres de catégorie 1 doit, à tout moment, être au moins égal à 6,5%

des risques pondérés ;

� Le montant des fonds propres de catégories 1 et 2 doit, à tout moment, être au moins égal à

9,5% des risques pondérés �.

Le dénominateur du coef�cient de solvabilité est constitué de la somme des risques pondé-

rés. Il s'agit du risque de crédit, de marché et du risque opérationnel. Ce coef�cient de solvabilité

peut être calculé selon deux modèles : le modèle standard (cf. circulaire 26/G/2006) et le modèle

interne (cf. circulaire 8/G/2010).

2.1. Modèle standard

Les dispositifs de la circulaire n ° 26/G/2006 relative à l'approche standard prévoient l'adoption

de mesures et méthodes spéci�ques à chaque type de risque.

2.1.1. Risque de crédit

Le risque de crédit se dé�nit comme étant la défaillance de l'emprunteur à rembourser une

partie ou la totalité du prêt. Le montant de ce risque pondéré est calculé en multipliant les éléments

d'actifs et du hors bilan pris en considération par les coef�cients de pondération 13.

Ainsi, l'approche standard préconise l'utilisation des notations attribuées par des organismes

externes d'évaluation du crédit (OEEC) pour déterminer les pondérations au titre du risque de cré-

dit. La liste des organismes habilités à octroyer les notations est établie par BAM.

Une liste exhaustive des actifs et pondérations pris en compte dans le calcul du montant du

risque de crédit est édictée par les dispositions des articles 11 à 18 de la circulaire n°26/G/2006

et complétée par celles de l'article 11 de la circulaire n°13/G/2013.

2.1.2. Risque de marché

Le risque de marché comprend les six catégories de risques suivantes :

� Risque de taux d'intérêt ;

� Risque de positions sur titres de propriété (risque actions) ;

� Risque de change;

� Risque sur produits de base ;

� Risque sur options ;

� Risque sur dérivés de crédit.
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Sont distingués le risque général et le risque spéci�que relativement au risque de taux et au

risque de positions sur titres de propriété. Le risque général désigne le risque lié aux variations

générales de marché (�uctuation du niveau des taux d'intérêt ou mouvement général du marché

des actions). Le risque spéci�que dépend quant à lui de l'établissement lui-même.

Par ailleurs, selon l'article 5 de la circulaire n°26/G/2006, le montant des risques de marché

pondérés est obtenu en multipliant par 12,5 l'exigence en fonds propres relatifs à ces risques.

En effet, le calcul des fonds propres relatifs au risque de marché est précisé dans les articles 48

à 55 de la circulaire n° 26/G/2006, selon chaque type de risque faisant partie du risque de marché.

2.1.3. Risque opérationnel

L'article 56 de la circulaire n°26/G/2006 dé�nit le risque opérationnel par : � le risque de pertes

résultant de carences ou de défaillances inhérentes aux procédures, au personnel et aux systèmes

internes ou à des événements extérieurs. Cette dé�nition inclut le risque juridique, mais exclut les

risques stratégiques et de réputation. �

Ainsi, en se référant à l'article 5 de la circulaire n° 26/G/2006, le montant des risques opéra-

tionnels pondérés est déterminé en multipliant l'exigence en fonds propres au titre des risques en

question par 12,5.

En effet, l'approche standard préconise d'utiliser une des trois méthodes ci-dessous pour cal-

culer les fonds propres au titre du risque opérationnel :

� Approche indicateur de base ;

� Approche standard ;

� Approche standard alternative.

Ces trois méthodes sont explicitées dans les articles 58, 59 et 62 de la même circulaire.

2.2. Modèle interne

Les dispositifs de la circulaire n ° 8/G/2010 relative à l'approche interne prévoient l'adoption

de l'approche notation interne pour le risque crédit, l'approche modèle interne pour le risque de

marché et l'approche mesure avancée pour le risque opérationnel.

2.2.1. Risque de crédit

Dans le cas de risque de crédit, l'approche interne se base sur l'estimation et le calcul des

paramètres de risque suivants : la probabilité de défaut, la perte en cas de défaut, le facteur de

conversion et la maturité. Deux variantes sont possibles : une approche dite � fondation � où seule
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la probabilité de défaut est estimée par l'établissement de crédit et une approche dite � Avancée

� où tous les paramètres sont estimés par l'établissement.

Les expositions du portefeuille au risque crédit sont classées selon six catégories :

� Emprunteurs souverains, établissement de crédit, entreprises, clientèle de détail, actions,

autres actifs ne correspondant pas à des créances.

La catégorie entreprises est répartie par taille et par �nancements spécialisés, tandis que la

catégorie � clientèle de détail � comprend trois sous-catégories énumérées par l'article 17. Seule

l'approche dite-fondation est utilisée pour cette dernière catégorie, tandis que les deux approches :

approche � fondation � et approche � avancée � peuvent être adoptées pour les catégories d'ex-

position � entreprise �, � emprunteurs souverains � et � établissement de crédit �.

Tous les établissements appliquant l'approche notations internes sont tenus de calculer les

pertes inattendues selon les dispositions des articles 24-40. En effet, Les établissements de crédit

calculent les actifs pondérés relatifs au risque crédit sur les catégories : emprunteurs souverains,

établissements de crédit, entreprises et sur la catégorie clientèle de détail selon les dispositions

de la même circulaire.

Quant aux actifs pondérés relatifs aux expositions sous forme d'actions, l'une des trois mé-

thodes précisées dans l'article 29 peut être utilisée.

De même, les établissements appliquant l'approche notations internes sont tenus de calculer

les pertes attendues selon les dispositions des articles 41-49. L'article 41 réglemente le traitement

de pertes attendues pour les expositions sur les emprunteurs souverains, les établissements de

crédit, les entreprises et la clientèle de détail, le traitement pour les expositions en défaut ainsi que

le traitement pour les expositions qui font objet d'un traitement du double défaut.

Les établissements qui utilisent les approches notations internes sont tenus de respecter les

exigences qualitatives et quantitatives visées aux articles 58-94. En effet, les dispositifs de la cir-

culaire exigent la révision du système de notation interne, la constitution d'une documentation

et les conditions nécessaires pour le passage aux approches internes fondation ou le passage à

l'approche internes avancée.

Pour les exigences quantitatives, les établissements procèdent aux estimations de leurs pa-

ramètres de risque, à savoir la probabilité de défaut, la perte en cas de défaut et le facteur de

conversion, par échelon ou catégorie de notation majorée par une marge de prudence en se ba-

sant, soit sur l'historique des défauts observés en interne, soit aux données externes, d'un OEEC

éligible.
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2.2.2. Risque de marché

Les établissements de crédit peuvent être autorisés à utiliser l'approche modèle interne pour

calculer les exigences en fonds propres au titre du risque général de marché, s'ils pratiquent l'ap-

proche modèle interne avant la demande d'autorisation et s'ils satisfont les exigences minimales

visées aux articles 101 à 106.

Les établissements qui utilisent l'approche modèle interne au titre du risque général de marché

sont tenus de calculer leurs exigences en fonds propres en considérant la valeur la plus élevée des

valeurs de risque déterminée quotidiennement et la moyenne arithmétique des valeurs de risque

déterminées durant les soixante derniers jours de négociation.

plus élevée entre la VaR totale du jour ouvrable précédent et la moyenne des VaR totales quo-

tidiennes sur les soixante jours ouvrables précédents, à laquelle il est appliqué un facteur de mul-

tiplication majoré par un facteur complémentaire.

FPt = max

0

@VaRt; (3 + � ) �
1

60

t{1X

i=t{60

VaRi

1

A

où : � est un complément qu'on ajoute à 3.

Bank Al Maghreb peut demander aux établissements de calculer une Stressed-VaR ainsi que

des exigences supplémentaires en fonds propres au titre de cette mesure.



Chapitre 3

FRTB

Dé�nition :

La revue fondamentale du portefeuille de négociation ( Fundamental Review of the Trading

Book � FRTB ) est un ensemble de normes porté par la réglementation bancaire internationale

Bâle IV.

Tandis que Bâle III revoyait essentiellement le niveau minimal de fonds propres exigé pour

une institution �nancière, les évolutions impactent principalement le dénominateur du ratio de

solvabilité et donc plus particulièrement le risque de crédit, le risque de marché ainsi que le risque

opérationnel. Il y a donc un accent particulier sur les actifs à risque pondéré ( RWA: Risk Weighted

Assets).

Les principaux points de révision incluent :

- La redé�nition de la frontière entre le portefeuille de négociation et le portefeuille bancaire.

- La modi�cation de l'approche des modèles internes via le remplacement de la Valeur à

Risque (en anglais Value at Riskou VaR) par la perte attendue (plus communément appe-

lée en anglais Expected Shortfallou ES), jugée plus représentative.

- La révision de l'approche standard pour être plus sensible aux risques, notamment en pre-

nant en compte le risque d'illiquidité sur les marchés utilisés.

Les principaux impacts de ces révisions sont :

* Le renforcement des contrôles de risques.

* L'augmentation des fonds propres des institutions �nancières.

* L'adaptation des stratégies en fonction des derniers calculs de fonds propres.



Chapitre 4

La Courbe des taux

4.1 La notion de taux d'intérêt

4.1.1 Types de taux d'intérêt

Taux court/long Le taux d'intérêt dépend du délai de remboursement accordé à l'emprunteur. En

principe, plus la durée du prêt est longue, plus le taux est élevé. Par conséquent, il est plus coûteux

d'emprunter à dix ans qu'à un an, car le risque pris par le créancier est plus important. Il est d'usage

d'appeler :

� Taux court terme : les taux appliqués aux opérations sur des périodes allant jusqu'à 2 ans ;

� Taux moyen terme : les taux appliqués aux opérations de 2 à 5 ans ;

� Taux long terme : les taux appliqués aux opérations au-delà de 5 ans.

Taux de rendement actuariel Le taux de rendement actuariel est le taux permettant l'égalisation

du prix d'acquisition d'une obligation et la valeur actualisée des �ux futurs qu'elle délivre. Dans

ce cadre, on suppose connu l'échéancier et la valeur des �ux. Ce taux est précisément le taux

de rendement obtenu par l'acheteur de l'obligation dans le cas où il décide de garder l'obligation

jusqu'à son terme et de réinvestir les intérêts au même taux actuariel à chaque date de tombée

du coupon. L'extraction de ce taux nécessite l'inversion de la formule suivante reliant le prix de

l'obligation et la valeur actualisée des �ux futurs.

P(t, T) =
TX

i=1

F(i) + CF(i)

(1 + y(t, T))i
+

F(T)

(1 + y(t, T))T

Avec les notations suivantes :

� P(t, T) : le prix d'une obligation en date t d'échéance m délivrant des �ux F(i)
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� y(t, T) : le taux de rendement actuariel à t et de maturité m

� F(i) : le �ux lié à l'obligation

� C : le taux de coupon

La courbe des taux de rendement actuariel associe à chaque maturité d'une obligation, son

taux de rendement. Malgré la facilité des calculs engendrés, cette courbe de taux comporte des

limites. En effet, les coupons d'obligations de mêmes natures et de mêmes risques peuvent s'avé-

rer différents pour des raisons essentiellement �scales. Un même type d'obligation peut donc

engendrer différents taux actuariels à une même date et à une même maturité. En conséquence,

la courbe résultante n'est pas homogène et souffre de l'effet coupon. De plus, le calcul du taux

de rendement actuariel consiste à faire l'hypothèse implicite du réinvestissement des �ux à ce

même taux. Cette hypothèse paraît bien loin de la réalité puisque les taux évoluent sur le marché

obligataire. Ainsi, cette hypothèse revient à considérer une courbe des taux plate. Ces taux sont

donc à exclure du champ de l'étude de reproduction de la courbe des taux.

Le taux swap Un swap de taux est un contrat de gré à gré qui permet d'échanger des �ux de

taux d'intérêt de natures différentes. Les contreparties conviennent de s'échanger à chaque date

déterminée des paiements d'intérêt calculés sur un même nominal sans pour autant qu'il y ait de

versement de capital.

� Le swap standard, aussi appelé plain vanilla, qui prévoit un échange de taux d'intérêt �xe

(durant la durée de l'opération) contre un taux variable ou taux �ottant.

� Le prêteur du �xe A, dit le payeur de swap, paie à B des intérêts �xes recalculés à chaque

échéance en fonction d'un taux de référence choisi à la négociation du contrat.

� Le prêteur du variable B, dit le receveur de swap, paie à A des intérêts variables sur la pério-

dicité dé�nie à l'avance.

Partie A Partie B

Intérêts �xes

Intérêts variables

Les principales caractéristiques d'un swap standard sont :

� Le montant nominal : c'est le montant du capital servant de base au calcul des intérêts, cette

somme n'est en fait jamais échangée.

� La durée du contrat

� La valeur du taux �xe ou du taux swap qui est le taux constant de l'opération, la base de son

calcul ainsi que l'échéancier des versements liés à ce taux.
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� Le taux variable de référence , la base de son calcul et l'échéancier des versements liés à ce

taux et qui n'est pas forcément le même que celui du taux �xe.

Un exemple du type de �ux générés dans ce contrat est modélisé par le schéma ci-dessous.

Les notations prises dans cet exemple sont les suivantes :

� ST le taux swap d'échéance T

� N le nominal

� r(t i{1 , ti) le taux interbancaire entre ti{1 et ti

� B(t, s) le facteur d'actualisation entre t et s

datet0 t1 t2 t3 t4 t5

NST NST NST NST NST

N � r(t0, t1) N � r(t1, t2) N � r(t2, t3) N � r(t3, t4) N � r(t4, t5)

Partie variable

Partie �xe

Taux monétaire Le taux monétaire diffère du taux de rendement actuariel en termes de durée.

Le taux monétaire est le taux d'intérêt appliqué aux produits dont la durée de vie est inférieure à un

an. Il est calculé sur la base d'une année commerciale qui est équivalente à 360 jours. Tandis que

les taux actuariels correspondent à une durée supérieure à un an. Ils sont calculés en base nombre

de jours exacts. Le passage du taux monétaire au taux actuariel se fait de la manière suivante :

ra =

 

1 +
rm � n

360

! 365
n

{ 1

Où :

� ra : le taux actuariel

� rm : le taux monétaire

Réciproquement, le passage du taux actuariel au taux monétaire se fait comme suit :

rm =
360

n
�

 

(1 + ra)
365

n { 1

!

Ces passages sont nécessaires pour l'interpolation de la courbe. En effet, lorsque le taux à

calculer se situe entre un taux monétaire et un taux actuariel, il faut avoir une même base de

calcul.
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Taux zéro-coupon Le taux zéro-coupon est le taux de rendement d'un instrument �nancier ne

comportant aucun détachement de coupon jusqu'à son échéance. Cette dé�nition s'écrit en termes

plus mathématiques comme ci-dessous.

8
><

>:

R(t, T) B(t, T) = expf {T � R(t, T)g en temps continu

R(t, T) B(t, T) = 1
(1+R(t,T))T

en temps discret

En prenant les notations suivantes :

� R(t, T) : le taux zéro-coupon à la date t et de maturité T

� B(t, T) : le prix de marché d'une obligation zéro-coupon en t qui délivre 1 DH à la datet + T ; il

est le facteur d'actualisation en t pour la maturité T

Les taux zéro-coupon sont à la base des calculs actuariels. Ils permettent l'évaluation des pro-

duits �nanciers par l'actualisation des �ux futurs générés par cet instrument. On peut ainsi mettre

en place des stratégies de couverture ou par exemple calculer par la valeur actuelle nette d'un

instrument.

La courbe de taux zéro-coupon sert de courbe de référence sur les marchés �nanciers. C'est

pour cette raison que nous nous intéresserons par la suite uniquement à la modélisation des

courbes zéro-coupon.

Taux forward Un taux forward, ou taux à terme, est un taux d'intérêt applicable à un contrat de

prêt dont le début est �xé à une date future. Les caractéristiques de ce contrat, comme le taux

d'intérêt, la date de début et la durée du prêt, sont déterminées au moment de la signature du

contrat.

Prenons, par exemple, un contrat forward signé à la date t, commençant à la date future t + n

et se terminant à t + T. Le taux forward est alors le taux applicable pour la période de t + n à t + T.

datet t + n t + T

Le taux forward est dérivé des taux au comptant du marché selon l'expression suivante :

f(t, n, T) =

8
>><

>>:

�
(1+r(t,T))T

(1+r(t,n))n

� 1
T{n

{ 1 en temps discret

T�r(t,T){n �r(t,n)
T{n en temps continu

Les notations utilisées sont les suivantes :

� f(t, n, T) est le taux forward à la date t pour la période commençant à t + n et se terminant à

t + T
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� r(t, T) est le taux d'intérêt au comptant (ou taux spot) à la date t pour une maturité T

La formule du taux forward se démontre aisément en utilisant le principe de non-arbitrage. Elle

revient à observer qu'un prêt à taux forward f(t, n, T) aujourd'hui équivaut à prêter au taux r(t, n)

pour n années, puis à emprunter au taux r(t, T) pour T années.

Taux forward instantané Le taux forward instantané, ou taux à terme instantané, est la limite

du taux forward lorsque la durée du contrat forward devient in�niment petite. Avec les notations

utilisées précédemment, cela s'exprime par l'équation suivante :

f(t, T) = lim
n! T

f(t, n, T)

où f(t, T) représente le taux forward instantané en t avec une échéancet + T.

Une relation intéressante existe entre ce taux et le taux au comptant. En effet, le taux au comp-

tant, pour une échéance donnée, est la moyenne des taux à terme instantanés successifs. Cela se

formule comme suit :

r(t, T) =
1
T

Z T

0
f(t, s) ds

Avec les notations suivantes :

� f(t, s) : le taux forward instantané en t avec une échéancet + s

� r(t, T) : le taux d'intérêt au comptant (ou taux spot) en t pour une maturité T

Il est donc équivalent de connaître une courbe de taux zéro-coupon ou une courbe de taux à

terme, l'une pouvant être déduite de l'autre.

En ce qui concerne la courbe des taux forward instantanés, le paramètre qui varie est la date T

de commencement du contrat, tandis que dans les courbes forward classiques, le paramètre qui

varie est la période du contrat T { n . Ainsi, la courbe des taux forward instantanés n'est pas une

véritable courbe des taux par maturité contrairement à la courbe des taux forward classique.

4.2 Le risque de taux

Le risque de taux est le risque lié à une variation des taux d'intérêt dans un sens défavorable. Ce

risque s'exprime généralement en termes de sensibilité, qui est la mesure d'exposition au risque

la plus répandue parmi les gestionnaires de portefeuille.

Ainsi, la variation du taux d'intérêt a des incidences directes sur la valeur du résultat et du

patrimoine des investisseurs.

Ce risque est alors mesuré en cherchant à estimer quel serait l'impact d'une variation de x% des

taux d'intérêt sur le résultat et le patrimoine. Nous pouvons parler de l'impact d'un choc de taux sur
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la valeur de marché des titres �nanciers composant le portefeuille. C'est pourquoi la valorisation

présente et future d'un portefeuille est essentielle au calcul du risque global de taux.

Les mesures du risque de taux (indicateurs de sensibilité) :

� La sensibilité : La sensibilité d'une obligation représente la variation de son prix suite à une

variation de x% du taux.

Elle est dé�nie comme suit :
1
P

dP
dr

= S (4.1)

Étant donné que le prix d'une obligation est généralement donné par :

P =
nX

i=1

C

(1 + r)i
(4.2)

Alors la sensibilité est égale à :

S =
{1
P

�
nX

i=1

iC

(1 + r)i+1
(4.3)

Les économistes considèrent cette grandeur comme une élasticité, puisqu'elle exprime une

variation relative du prix (en %) par rapport au taux.

� Basis Point Value (Valeur d'un point de base) : La BPV ou PVBP (Price Variation per Basis

Point) mesure la perte monétaire qui résulterait pour un investisseur d'une hausse de 0,01%

des taux de rendement. La BPV est une mesure très importante, essentielle à toute l'activité

des marchés des taux. Étant une sensibilité absolue et non relative, il faut la multiplier par

le nominal de l'instrument et non par sa valeur. La BPV est égale à la sensibilité de 0,01%

multipliée par le prix actuel de l'obligation.

� La duration : La duration des obligations mesure le temps nécessaire, en années, pour qu'un

investisseur rembourse le montant initial investi dans une obligation (prix d'achat) par les

�ux totaux générés par cette obligation. À mesure que la maturité augmente, la duration

augmente également et le prix des obligations devient plus sensible aux variations des taux

d'intérêt. Mathématiquement, la duration est donnée par la formule suivante :

D =

nX

i=1

ti
Fi

(1 + r)ti

nX

i=1

Fi
(1 + r)ti

(4.4)
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La duration s'exprime en fonction de la sensibilité comme suit :

S =
{D
1 + r

(4.5)

� La convexité : La convexité est une notion qui traduit également la sensibilité du prix d'une

obligation à une variation de son taux de rendement. Selon la convexité, le prix variera à la

hausse ou à la baisse de manière plus ou moins rapide. Elle traduit la vitesse avec laquelle le

prix d'une obligation évolue à mesure que les taux changent. En pratique, cela signi�e que le

prix de l'obligation augmentera plus vite suite à une baisse de taux qu'il ne se tassera après

une hausse de proportion équivalente. Habituellement, la convexité a une valeur positive.

Entre deux obligations, il est donc préférable de donner la priorité à celles dont la convexité

est la plus élevée. Elle est donnée par la formule suivante :

C =
P0{ 2P + P 00

P � (� y)2

Où :

� P0: Prix correspondant au taux de rendement plus un point de base (pb)

� P00: Prix correspondant au taux de rendement moins un point de base (pb)

� � y : 1 pb (0,01%)

4.3 De�nition de la courbe des taux

La structure par terme des taux d'intérêt, également connue sous le nom de courbe des taux,

est une représentation graphique qui montre, pour une date donnée, l'évolution des taux d'intérêt

en fonction de la maturité. Cette courbe est construite à partir de taux d'instruments fongibles 1

de même catégorie et exprimés dans la même devise. Par extension, elle peut aussi s'appliquer à

des instruments non fongibles mais présentant des caractéristiques similaires.

1. Les instruments fongibles sont des actifs �nanciers ou des biens interchangeables et identiques en termes de
valeur et de caractéristiques.
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4.4 Formes de la courbe des taux

Croissante (normale) : C'est la forme que prend la courbe

des taux dans la majorité du temps. Les échéances

longues sont plus rémunératrices (pour les placeurs) et

plus coûteuses (pour les emprunteurs) que les échéances

courtes. Plus elle est pentue, plus les anticipations de

croissance sont fortes, car les investisseurs demandent

un rendement plus élevé à long terme pour compenser le

risque in�ationniste.

Maturité

Taux

Décroissante ou inversée : Une courbe des taux inver-

sée (où les maturités courtes sont plus élevées que les

maturités longues) témoigne en général d'un affaiblisse-

ment anticipé de l'économie. Les investisseurs anticipent

que les banques centrales vont baisser les taux directeurs

pour soutenir l'économie. Ils achètent alors des obligations

longues pour �ger des taux jugés intéressants aujourd'hui,

entraînant les taux longs à la baisse.

Maturité

Taux

Plate : Une courbe des taux plate est un phénomène assez

rare, souvent transitoire entre une courbe des taux normale

et inversée. Il survient lorsque les investisseurs anticipent

soit une récession ou une reprise économique.
Maturité

Taux

Faits stylisés de la courbe des taux :

Les faits stylisés sont des constats d'ordre empirique, généralement non quanti�és, mais jugés

représentatifs du fonctionnement de l'économie. Les faits stylisés les plus importants de la courbe

des taux sont les suivants :

� En moyenne, la courbe des taux est croissante et concave.

� La courbe des taux peut prendre une variété de formes dans le temps : croissante, décrois-

sante, bossue (u-shape) et bossue inversée (s-shape).

� La partie courte de la courbe est plus volatile que la partie longue.

Notons qu'un bon modèle de taux doit être en mesure de reproduire les différents faits historiques

de la courbe des taux.
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4.5 L'importance de la courbe des taux

La compréhension de la courbe des taux d'intérêt offre une vision complète de

l'évolution des taux pour différentes échéances, en maintenant les autres variables

constantes. D'un point de vue actuariel, cette connaissance permet une meilleure ges-

tion du risque de taux. Les actifs, passifs et instruments hors bilan sont souvent liés

aux taux du marché, impactant ainsi la valeur économique et le résultat de l'entreprise

en cas de �uctuations des taux. Les différences en termes de volumes, d'échéances

et de corrélations associées aux mouvements de la courbe des taux engendrent des

risques de pertes sur les placements effectués. Ainsi, une maîtrise de la dynamique de

la courbe des taux facilite la gestion et la couverture de ce risque.

Sur le plan �nancier, la courbe des taux permet d'évaluer le pro�l risque/rendement

des instruments �nanciers du marché en comparant leurs rendements. Les investis-

seurs peuvent ainsi repérer les opportunités d'arbitrage et gérer activement leur por-

tefeuille ou réaliser des opérations de couverture. En pratique, les courbes des obliga-

tions d'État sont souvent utilisées comme référence, auxquelles on ajoute un spread

de crédit proportionnel au risque pris.

Sur le plan économique, les mouvements de la gamme des taux sont in�uencés par

la situation économique et monétaire du pays. Étudier l'historique de la courbe permet

de comprendre précisément les évolutions futures de l'activité économique, notam-

ment les points de retournements du cycle conjoncturel. Des similitudes sont obser-

vées entre les mouvements de la courbe des taux d'État et ceux du taux de croissance

du PIB.

Contrairement aux opérateurs �nanciers, les économistes se focalisent sur la forme

et l'évolution temporelle de la courbe des taux, sans nécessiter une grande précision.

Ces différences d'utilisation se traduisent par des méthodes d'estimation différentes

de la gamme des taux. Les opérateurs �nanciers recourent à des technologies plus

sophistiquées que les économistes.

4.6 Construction de la courbe Zero-Coupon par la methode de

Bootstrap

� Importation de la base données des BDT qui se trouve sur le site BAM

� Transformation en taux actuariel : Les maturités inférieures à 365 jours seront considérés

comme des taux monétaires. Tandis que pour les taux de maturités supérieures à 365 jours
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sont taux actuariels

La formule utlisée pour passer du taux monetaire vers le taux actuariel

ta =
�

1 +
tm � n

360

� 365
n

{ 1

Les taux calculés ne prennent pas en compte que quelques maturités. Ainsi pour prendre en

compte toutes les maturités, nous allons utiliser la méthode d'interpolation.

r(0, t) =
(t2 { t) � r(0, t1) + (t { t 1) � r(0, t2)

t2 { t 1

où :

r(0, t1) : taux zéro-coupon à la maturité t1

r(0, t2) : taux zéro-coupon à la maturité t2

r(0, t) : taux zéro-coupon à la maturité t

Methode de bootstrap :

On utilise la méthode du Bootstrapping, également connue sous le nom de méthode de proche

en proche, a�n de construire une courbe des taux zéro-coupon à partir des prix des instruments

cotés. Cette méthode s'appuie sur la structure par terme des taux d'intérêt et utilise le principe d'in-

terpolation. Lorsqu'on envisage une période de plus d'un an, on doit généralement tenir compte

des paiements intermédiaires d'intérêts, tels que les coupons annuels. Cela nécessite la conver-

sion des taux actuariels en taux zéro-coupon. La relation de la méthode de bootstrap provient de

la formule suivante :

Cn

(1 + zc1)
+

Cn

(1 + zc2)2
+ � � � +

Cn

(1 + zci)i
+ � � � +

1 + Cn

(1 + zcn)n
= 1

1 = Cn �

0

@
n{1X

i=1

1

(1 + zci)i

1

A +
1 + Cn

(1 + zcn)n

� Cn est le taux actuariel correspondant à l'échéance n,
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Ainsi, le taux zéro-coupon correspondant à l'échéance n est :

zcn =

0

@ 1 + Cn

1 { C n �
P n{1

i=1
1

(1+zci)i

1

A

1
n

{ 1

Figure 4.1 � Courbe des taux zéro-coupon�Bootstrap

4.7 Modélisation stochastique de la courbe du taux

4.7.1 Modèles d'équilibre

Modèle Va²í£ek

C'est l'un des premiers modèles de la structure par terme des taux d'intérêts. Dans ce modèle, le

taux court suit un processus d'Ornstein-Uhlenbeck avec des coef�cients constants. Sa dynamique

est représentée par l'équation différentielle stochastique suivante :

drt = a(b { r t)dt + � dWt (4.6)

Où

� rt : taux court en t .

� b : moyenne sur long terme du taux court.

� a : la vitesse d'ajustement du taux court actuel vers sa moyenne de long terme b.

� � : écart-type du changement instantané de rt.

� Wt : mouvement brownien standard, il suit un processus de Wienner.

Cette modélisation permet de prendre en compte l'effet de retour à la moyenne constaté sur les

taux d'intérêt. En effet les valeurs élevées des taux ont tendance à être suivies plus fréquemment
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par des baisses que par des hausses, l'effet inverse est également constaté pour les niveaux de

taux bas. Lorsque rt est éloigné de b, l'espérance de variation instantanée de rt, égale àa(b { r t),

est positive si rt < b. Dans ce cas, le taux court a tendance à augmenter, se rapprochant de la

moyenne sur le long terme d'autant plus intensément qu'il s'en est écarté et que le paramètre a

est grand. À l'inverse, si rt > b, l'espérance de variation instantanée de rt est négative et rt diminue

dans le temps pour se rapprocher de b. Ce phénomène de retour à la moyenne, que Va²í£ek met

en évidence, peut être justi�é. En effet, lorsque les taux sont élevés, les emprunts sont moins

nombreux et l'économie a tendance à ralentir, faisant ainsi baisser les taux. Au contraire, lorsque

les taux sont élevés, les emprunts sont moins nombreux et l'économie a tendance à augmenter,

faisant ainsi monter les taux.

Figure 4.2 � Le phénomène de retour à la moyenne

La solution analytique de l'équation différentielle stochastique (4.6) est donnée par :

rt = r0e{at + b(1 { e {at ) + � e{at
Z t

0
easdWs

L'espérance et la variance des variables aléatoires rt sont données par :

8
><

>:

E(rt) = r0e{at + b(1 { e {at )

Var(rt) = � 2 (1{e {2at )
2a

Prix du zéro-coupon (ZC) : Dans la suite, nous cherchons à exprimer le prix d'un ZC, de maturité

T à la date t, issu du modèle de Va²í£ek sous la forme :

P(t, T) = A(t, T)e{B(t,T) �rt

Où A(t, T) et B(t, T) sont des fonctions des paramètres du modèle.

On a :

P(t, T) = EQ
�
e{

RT
t r(u) du

�
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Par suite on a :

P(t, T) = EQ
�
e{

RT
t r(u) du

�
= EQ

h
e{m(t,T)+ 1

2v(t,T)
i

Oùm(t, T) et v(t, T) sont respectivement la moyenne et la variance de
RT

t r(u) du sous la mesure

de probabilité Q.

Posons f(t, T) =
RT

t r(u) du :

f(t, T) =
Z T

t
r(u) du = rt { b

1 { e {a(T{t)

a
+ b(T { t) + �

Z T

t

1 { e {a(t{s)

a
dW(s)

Le calcul de m(t, T) et de v(t, T) se fait de façon directe et donne :

m(t, T) = b(T { t) + r t { b
1 { e {a(T{t)

a

v(t, T) =
� 2

a2

"

(T { t) { 2
1 { e {a(T{t)

a
+

1 { e {2a(T{t)

2a

#

Il suf�t alors d'injecter les expressions précédentes dans l'équation 2.1. On obtient :

A(t, T) = exp

 

(b {
� 2

2a2
)(B(t, T) { (T { t)) {

� 2

4a
B(t, T)2

!

B(t, T) =
1 { e {a(T{t)

a

- Taux du zéro-coupon : nous pouvons extraire l'expression du taux ZC pour la maturité T à la

date t (notons le R(t, T)) comme suit :

R(t, T) = {
1

T { t
ln(P(t, T)) = {

1
T { t

ln(A(t, T)) +
1

T { t
B(t, T)rt

D'où :

R(t, T) = l + (rt { l)
1 { e {a(T{t)

a(T { t)
+

� 2

4a3(T { t)
(1 { e {a(T{t) )2

Où l = b { � 2

2a2 .

Remarque : Le taux ZC issu du modèle de Va²í£ek est la somme de 3 facteurs :

� le facteur l qui n'est autre que la limite de R(t, T)quand T ! 1 et qui peut être vu comme un

taux ZC à long terme.

� Un facteur dépendant de l'écart entre le taux court rt et le taux long l et qui est un O(e{aT ).

� un résidu quadratique en e{2aT .
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4.7.2 Cox-Ingersoll-Ross (1985)

A�n d'éviter l'apparition de taux courts négatifs, Cox, Ingerssol et Ross (CIR) ont proposé une

alternative au modèle de Va²í£ek. Le processus suivi par le taux court rt s'écrit :

drt = a(b { r t)dt + �
p

rtdWt, � 2 < 2ab.

La propriété de retour à la moyenne est maintenue dans ce modèle grâce à la forme du drift

identique à celle du modèle de Va²í£ek. De plus, les taux issus du modèle CIR sont toujours positifs

avec un effet ré�échissant en zéro (si rt = 0 alors drt = abdt > 0).

Cox, Ingerssoll et Ross montrent que le taux court rt suit une loi de � 2 décentrée. Nous donnons

dans la suite quelques propriétés du taux court :

� Moyenne (identique à celle du modèle de Va²í£ek) :

E[rsjrt] = rte
{a(s{t) + b(1 { e {a(s{t) )

� Variance :

Var[rsjrt] = rt
� 2

a
(e{a(s{t) { e {2a(s{t) ) +

b� 2

2a
(1 { e {a(s{t) )2

� Prix du zéro-coupon :

De la même façon qu'au paragraphe précédent, nous recherchons le prix d'un ZC de maturité T à

la date t comme suit :

P(t, T) = A(t, T)e{B(t,T)r t = f(t, rt)

La fonction f satisfait l'équation aux dérivées partielles suivante :

@f
@t

+ a(b { r)
@f
@r

+
1
2

� 2r
@2f

@r2
= rf

On en déduit alors A et B, ainsi :

A(t, T) =
2
 ea+
 (T{t)

2

2
 + (a + 
 )(e
 (T{t) { 1)

B(t, T) =
2(e
 (T{t) { 1)

2
 + (a + 
 )(e
 (T{t) { 1)

Avec 
 =
p

a2 + 2� 2.
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Le taux du zéro-coupon est donné par :

R(t, T { t) = {
2ab

� 2(T { t)
ln(A

0
(t, T)) +

rtB(t, T)
(T { t)

Où :

A0(t, T) =
2
 e

a+

2 (T{t)

2
 + (a + 
 )(e
 (T{t) { 1)

Le modèle de Cox-Ingersoll-Ross propose une modélisation du taux court à un facteur. Il permet

d'estimer la courbe des taux via un modèle de diffusion qui dépend de la racine carrée du taux

court. Il permet, en outre, de résoudre la problématique de l'apparition des taux négatifs observée

dans le modèle de Va²í£ek.

4.7.3 Modèles sans opportunité d'arbitrage

Modèle de Ho-Lee

Le premier modèle sans opportunité d'arbitrage de la structure par terme des taux a été pro-

posé par Ho et Lee. L'équation différentielle stochastique de celui-ci est :

drt = � (t)dt + � dWt

où :

� � est une fonction non aléatoire de t,

� � une constante positive.

Le principal avantage de ce modèle est la variable � (t), calibrée pour que le modèle s'ajuste par-

faitement à la courbe des taux zéro-coupon initiale. Elle dé�nit la direction moyenne vers laquelle

s'oriente le taux court à la date t et ne dépend pas du niveau atteint par r à cette date.

Un inconvénient majeur du modèle de Ho-Lee est qu'il ne prend pas en compte le retour à la

moyenne du taux court. De plus, tout comme le modèle de Va²í£ek, il permet au taux de devenir

négatif.

La solution de l'équation différentielle du modèle de Ho-Lee est :

rt = r0 +
Z t

0
� (s) ds + � Wt



4.7 Modélisation stochastique de la courbe du taux 41

Modèle de Hull-White à un facteur (ou Va²í£ek étendu)

Ce modèle est régi par l'équation différentielle stochastique suivante :

drt = (� (t) { � (t)r t) dt + � (t)dWt

où � (t), � (t) et � (t) sont des fonctions non aléatoires de t (en général, � (t) et � (t) sont constants).

Ce modèle à un facteur est une simple extension du modèle de Va²í£ek. Comme ce dernier,

le taux peut devenir négatif et il tend vers � (t)
� à long terme (si � = 0, on retrouve le modèle de

Ho-Lee).

La solution de l'équation différentielle, démontrée en annexe en supposant � constant, est :

rt = e{ � tr0 +
Z t

0
e{ � (t{x) � (s) ds +

Z t

0
e{ � (t{x) � dWs

Modèle de Black-Derman-Toy

Les modèles de Ho-Lee et de Hull-White présentent l'inconvénient de permettre des taux courts

négatifs. Le modèle de Black-Derman-Toy, l'un des plus connus et des plus utilisés, évite ce pro-

blème. Son équation différentielle stochastique est de la forme :

d ln rt = � (t) dt + � dWt

où :

� � (t) est une fonction non aléatoire de t,

� � est une constante positive,

� Wt suit un processus de Wiener.

Ce modèle existe également avec une volatilité � non constante. Dans ce cas, l'équation de-

vient :

d ln rt =
�

� (t) +
� 0(t)
� (t)

�
dt + � (t)dWt

La particularité de ce modèle est qu'il s'adapte non seulement à la structure par terme des taux

d'intérêt actuels, mais également à celle de leur volatilité.

La résolution de l'équation avec volatilité constante donne la solution suivante :

ln (rt) = ln (r0) +
Z t

0
� (s) ds + � Wt

rt = r0 exp

 Z t

0
� (s) ds + � Wt

!
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Modèle de Black-Karasinski

Le modèle de Black-Karasinski est une généralisation du modèle de Black-Derman-Toy. Son

équation différentielle stochastique est de la forme suivante :

d ln rt = (� (t) { � (t) ln r t) dt + � dWt

où :

� � (t) et � (t) sont des fonctions non aléatoires de t,

� � est une constante positive.

Ce modèle est principalement utilisé pour évaluer le prix des obligations, mais il est moins pra-

tique car il n'est pas possible d'obtenir une formule exacte d'évaluation des obligations en fonction

du taux r.

La solution de l'équation est :

ln rt = e{(k(t){k(0)) ln r0 +
Z t

0
e{(k(t){k(s)) � (s) ds +

Z t

0
� e{(k(t){k(s)) dWs

rt = exp

(

e{(k(t){k(0)) ln r0 +
Z t

0
e{(k(t){k(s)) � (s) ds +

Z t

0
� e{(k(t){k(s)) dWs

)

où k(t) =
Z t

0
� (s) ds

4.8 Estimations des paramètres

4.8.1 Modèle de Va²í£ek

L'expression établie par le modèle de Va²í£ek, en utilisant les propriétés de l'intégrale d'une

fonction déterministe par rapport à un mouvement brownien, conduit à la discrétisation suivante :

rt+1 = rte
{a + b(1 { e {a ) + �

s
(1 { e {2a )

2a
� t

où � est une variable aléatoire de loi normale centrée réduite.

De plus, les équations suivantes sont déduites du modèle de Va²í£ek :

rt+1 { r t = b(1 { e {a ) + (e{a { 1)r t + � t

rt+1 = rte
{a + b(1 { e {a ) + � t

avec � t qui suit une loi normale N(0, � 2

2a(1 { e {2a )).
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Notre modèle est le suivant :

rt = � + � rt{1 + � t

avec :

� = e{a

� = b(1 { e {a )

� L'équation démontre que les taux courts suivent un processus autorégressif d'ordre l.

� Les paramètres de l'équation sont estimés à partir des données discrètes du taux court en

utilisant la méthode des moindres carrés ordinaires.

� Une fois les paramètres estimés, les paramètres du processus d'Ornstein-Uhlenbeck peuvent

être calculés avec précision à l'aide des formules dérivées.

�̂ = ln(â), �̂ =
b̂

1 +â
, �̂ = �̂ � �

s
ln(â2)

1 { â2

Notons que â, b̂ et ^� � sont les paramètres estimés, avec ^� � est l'ecat type de � t.

4.8.2 Modèle de CIR

Le modèle proposé par Cox, Ingersoll et Ross (CIR), en se basant sur le modèle de Va²í£ek,

accorde à son équation différentielle un terme en racine carré au niveau du coef�cient de diffusion

a�n d'éviter l'apparition des taux d'intérêts négatifs sous la condition 2k� > � 2.

8
<

:
drt = k (� { r t) dt + �

p
rtdWt

r(0) = r0

Dont West un mouvement brownien standard et r0, k,� et � sont des constantes positives telles

que :

� k : force de retour à la moyenne;

� � : taux d'intérêt de long terme;

� � : volatilité du processus.

La solution explicite de l'EDS est pour un instant donné t est :

rt = r0 +
Z t

0
k (� { r s) ds +

Z t

0
�

p
rsdWs
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Et les premiers moments de r sont donnés par :

8
<

:

E [rt] = r0e{kt + �
�

1 { e {kt
�

Var [rt] = r0
� 2

k

�
e{kt { e {2kt

�
+ � � 2

2k

�
1 { e {kt

� 2

Comme dans le modèle de Va²í£ek, le passage par la discrétisation de la dynamique de ce modèle

aussi est nécessaire vu la nature des données disponibles qui sont discrètes. Ainsi, dans ce mé-

moire, nous nous appuyons sur le procédé de discrétisation d'Euler qui consiste à l'approximation

du processus continu rt par un autre discret noté r̂t et dé�ni par :

r̂t+
 = r̂t + k (� { r̂t) 
 + �
p

r̂t 
� t

Où : � t : une variable aléatoire normale centrée réduite ; 
 : une petite variation temporelle.

Ainsi, en prenant une variation 
 constante et égale à une période de 1 , l'estimation des para-

mètres de ce processus peut s'effectuer en se basant sur l'équation stochastique discrétisée pour

obtenir :
rtp
rt{1

=
k�


p
rt{1

+ (1 { k 
 )
p

rt{1 + �� t

Y =
rtp
rt{1

X =
1

p
rt{1

Z =
p

rt{1

Ainsi, l'équation de régression devient :

Y = k�
 X + (1 { k 
 )Z + et

Avec et � N
�

0, 
� 2
�

correspond au résidu de le régression.

Et comme la section précédente, l'approche consiste également à chercher tout d'abord le prix

d'une obligation zéro-coupon de maturité T à une date t qui s'écrit sous la forme suivante :

P(t, T) = a(t, T)e{b(t,T)r t

Avec :

a(t, T) =

0

B
B
@

2
 exp
�

k̂+

2 (T { t)

�

2
 + (k̂ + 
 )(expf 
 (T { t) g { 1)

1

C
C
A

2k�
� 2

b(t, T) =
2(expf 
 (T { t) g { 1)

(k + 
 )(expf 
 (T { t) g { 1) + 2 


Et :

k̂ = k + �� 
 =

q

2� 2 + k̂
2
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Ainsi, du prix zéro-coupon, nous pouvons extraire le taux zéro-coupon de maturité T à la date t, qui

est décrit selon ce modèle, par :

R(t, T) = {
ln(P(t, T))

T { t

= {
b(t, T)rt { ln(a(t, T))

T { t

Autres techniques de calibration

Univers risque-neutre

Données

Observation des prix de marchés

Techniques de calibrage

Minimisation des écarts entre les prix

observés et les prix théoriques

Paramètres� = arg min
� X

(Vmarché { V modèle(Estimés))2
�

Point d'attention

Le niveau de paramétrage des modèles

permet de minimiser la fonction cible de

façon plus ou moins satisfaisante

Univers monde-réel

Données

Observation des historiques d'indices

Techniques de calibrage

� Méthode des moments

� Maximisation de la vraisemblance

� Techniques de type �ltres non linéaires

Point d'attention

L'estimation des paramètres est sensible

au choix de la fenêtre de calibrage

(profondeur, date de départ, pas de temps)
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Conclusion En conclusion, les modèles à un facteur ont la particularité que les taux évoluent de

manière parfaitement corrélée pour toutes les maturités. Ainsi, un choc sur ces taux à la date t

se répercute sur toutes les maturités futures, ce qui s'éloigne de la réalité. Le tableau ci-dessous

récapitule les caractéristiques des différents modèles présentés dans ce chapitre :

Modèle Année Équation
Retour à

la
moyenne

Négativité
du taux

Modèle de
Va²í£ek

1977 drt = � (� { r t)dt + � dWt

E[rt jrs] =
e{ � (t{s) rs+

� (1 {
e{ � (t{s) )

{

Modèle de Cox-
Ingersoll-Ross

1985 drt = � (� { r t)dt + �
p

rtdWt

E[rt jrs] =
rse{ � (t{s) +

� (1 {
e{ � (t{s) )

{

Modèle de
Ho-Lee

1986 drt = � (t)dt + � dWt { {

Modèle de
Hull-White (1

facteur)
1990

drt =
(� (t) { � (t)r t)dt + � (t)dWt

{ {

Modèle de
Black-Derman-

Toy
1990 d ln rt = � (t)dt + � dWt { {

Modèle de
Black-

Karasinski
1991

d ln rt =
(� (t) { � (t) ln r t)dt + � dWt

{ {

Table 4.1 � Différents modèles de taux d'intérêt

4.9 Marché Obligataire

Le marché obligataire, également connu sous le nom de marché de la dette, joue un rôle cru-

cial dans le domaine �nancier en répondant aux besoins de �nancement des gouvernements,

des entreprises et des individus. Il permet aux gouvernements de lever des fonds en émettant

des obligations, offrant ainsi aux investisseurs la possibilité de prêter de l'argent à ces entités en

échange d'un intérêt périodique et du remboursement du montant initial à une date convenue.

Les entreprises peuvent également émettre des obligations pour obtenir des �nancements sup-

plémentaires. Au sein de ce marché, les obligations peuvent être achetées ou vendues, offrant

ainsi aux investisseurs la possibilité de diversi�er leur portefeuille et de béné�cier de rendements

garantis. Cependant, investir dans des obligations comporte également des risques, notamment

le risque de crédit associé à l'émetteur, le risque lié aux �uctuations des taux d'intérêt et le risque

de perte de capital si les obligations ne sont pas conservées jusqu'à leur échéance.
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4.10 Valorisation des obligations de l'État : Les Bons Du Trésor

La valorisation d'une obligation est le processus de détermination de son juste prix en ajustant

le rendement de cette obligation par rapport à celui d'autres titres, généralement d'autres obliga-

tions, dont le rendement est connu, et avec lesquels on peut la comparer. Le prix d'une obligation

est la valeur actuelle des �ux qui seront générés par ce titre. Le prix d'une obligation est donc la

somme des �ux actualisés en utilisant le taux d'actualisation approprié. Les Bons du Trésor (BDT)

sont des titres émis exclusivement par le Trésor pour répondre à ses besoins de �nancement sur

une durée déterminée, moyennant un rendement qui dépend de la durée du placement et qui obéit

aux lois de l'offre et de la demande sur un marché de gré à gré.

4.10.1 Caractéristiques d'un Bon De Trésor

� Le nominal : Il est égal au capital de départ emprunté par l'émetteur de l'obligation divisé par

le nombre de titres émis.

� Le taux nominal ou facial : C'est le taux appliqué au nominal pour le calcul des coupons. Les

BDT sont des obligations à taux �xe.

� La maturité : La maturité d'un titre �nancier est l'espace de temps qui sépare aujourd'hui de

la date d'échéance �nale de ce titre, date à laquelle il disparaîtra dé�nitivement : A partir de

26 semaines jusqu'à 30 ans pour les BDT.

� La date d'émission : Il s'agit de la date effective de la souscription et de la libération du titre.

C'est aussi la date à partir de laquelle les intérêts commencent à courir.

� La date de jouissance : Les dates d'anniversaire de cette date sont les dates de versement

des coupons. Les dates de jouissance et de règlement ne sont pas forcément simultanées.

� Le taux de rendement : le taux de rendement actuariel calculé à partir de la courbe des taux.

� La périodicité : Annuelle pour les BDT.

� Les modalités de remboursement : in-�ne, c'est-à-dire que la totalité du capital de l'emprunt

est remboursée au terme de sa durée de vie.

4.10.2 Valorisation d'un Bon De Trésor

Avant de valoriser un BDT, il est nécessaire de distinguer les titres de maturités courtes (<1 an)

de ceux de maturités longues (>1 an). Notons que les coupons des BDT sont réglés à échéance

pour les bons de maturité inférieure ou égale à 52 semaines, et annuellement, aux dates d'an-

niversaire de la date de jouissance, pour les bons d'une durée supérieure à 52 semaines. De ce
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fait, nous devrions également distinguer entre deux types de BDT sur le marché : ligne simple et

ligne atypique. Lorsque la date de jouissance est différente de la date d'émission, la ligne est dite

atypique.

Symbole Signi�cation
P Prix de l'obligation (Prix Dirty)
N Nominal
C Coupon (Coupon plein)
Cc Coupon couru
rt Taux facial
r Taux de rendement

Dmat Date de maturité
Dem Date d'émission
Dual Date de valorisation

Djouis Date de jouissance
Mi Maturité initiale = Dmat { D em
Mr Maturité résiduelle = Dmat { D val
D1c Date du premier coupon
Ddc Date du dernier coupon
nj Date du prochain coupon
A Nombre de jours exact de l'année écoulée,

égal à 366 si cette dernière inclut un 29 février

Table 4.2 � Notations utilisées dans les formules de valorisation des BDT

Valorisation d'un BDT de maturité initiale inférieure ou égale à 52 semaines

Coupon plein :

C = N� rf �
Mi

360

Prix Dirty :

P =
N + C

1 + r� Mr
360

Coupons courus :

Cc = N � rf �
Mi { M r

360

Valorisation d'un BDT de maturité initiale supérieure à 52 semaines

1er Cas : Si la maturité résiduelle est inférieure ou égale à 1 an

� Ligne simple, ou ligne atypique à plusieurs �ux :

�Coupon plein : C = N� rf

�Prix Dirty : P =
N + C

1 + r� Mr
360
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�Coupons courus : Cc = N � rf �
Dval { D dc

A

� Ligne atypique à un seul �ux :

�Coupon plein : C = N� rf �
Mi
A

�Prix Dirty : P =
N + C

1 + r� Mr
360

�Coupons courus : Cc = N � rf �
Dval { D EM

A

2ème Cas : Si la maturité résiduelle est supérieure à 1 an

� Ligne simple :

�Coupon plein : Ci = N � rf

�Prix Dirty : P =
1

(1 + r)
nj
A

 nX

i=1

Ci
(1 + r)i{1

+
N

(1 + r)n{1

!

�Coupons courus : Cc = N � rf �
Dval { D dc

A

� Ligne atypique à un seul �ux :

�Coupon plein : C = N� rf �
Mi
A

�Prix Dirty : P =
N
+

C(1 + r)
nj
A

�Coupons courus : Cc = N � rf �
Dval { D EM

A



Chapitre 5

Valorisation des Instruments

Financiers

La valorisation des instruments �nanciers, tels que les options et les obligations, est une com-

pétence essentielle pour les professionnels de la �nance et les investisseurs. Ces instruments,

bien qu'ils représentent des promesses et des contrats différents, jouent un rôle crucial dans les

marchés �nanciers et la gestion des portefeuilles. Ce chapitre se concentre sur les méthodes et

les principes fondamentaux utilisés pour évaluer ces deux types d'instruments.

5.1 Marché Obligataire

Le marché obligataire, également connu sous le nom de marché de la dette, joue un rôle cru-

cial dans le domaine �nancier en répondant aux besoins de �nancement des gouvernements,

des entreprises et des individus. Il permet aux gouvernements de lever des fonds en émettant

des obligations, offrant ainsi aux investisseurs la possibilité de prêter de l'argent à ces entités en

échange d'un intérêt périodique et du remboursement du montant initial à une date convenue.

Les entreprises peuvent également émettre des obligations pour obtenir des �nancements sup-

plémentaires. Au sein de ce marché, les obligations peuvent être achetées ou vendues, offrant

ainsi aux investisseurs la possibilité de diversi�er leur portefeuille et de béné�cier de rendements

garantis. Cependant, investir dans des obligations comporte également des risques, notamment

le risque de crédit associé à l'émetteur, le risque lié aux �uctuations des taux d'intérêt et le risque

de perte de capital si les obligations ne sont pas conservées jusqu'à leur échéance.
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5.2 Valorisation des obligations de l'État : Les Bons Du Trésor

La valorisation d'une obligation est le processus de détermination de son juste prix en ajustant

le rendement de cette obligation par rapport à celui d'autres titres, généralement d'autres obliga-

tions, dont le rendement est connu, et avec lesquels on peut la comparer. Le prix d'une obligation

est la valeur actuelle des �ux qui seront générés par ce titre. Le prix d'une obligation est donc la

somme des �ux actualisés en utilisant le taux d'actualisation approprié. Les Bons du Trésor (BDT)

sont des titres émis exclusivement par le Trésor pour répondre à ses besoins de �nancement sur

une durée déterminée, moyennant un rendement qui dépend de la durée du placement et qui obéit

aux lois de l'offre et de la demande sur un marché de gré à gré.

5.2.1 Caractéristiques d'un Bon De Trésor

� Le nominal : Il est égal au capital de départ emprunté par l'émetteur de l'obligation divisé par

le nombre de titres émis.

� Le taux nominal ou facial : C'est le taux appliqué au nominal pour le calcul des coupons. Les

BDT sont des obligations à taux �xe.

� La maturité : La maturité d'un titre �nancier est l'espace de temps qui sépare aujourd'hui de

la date d'échéance �nale de ce titre, date à laquelle il disparaîtra dé�nitivement : A partir de

26 semaines jusqu'à 30 ans pour les BDT.

� La date d'émission : Il s'agit de la date effective de la souscription et de la libération du titre.

C'est aussi la date à partir de laquelle les intérêts commencent à courir.

� La date de jouissance : Les dates d'anniversaire de cette date sont les dates de versement

des coupons. Les dates de jouissance et de règlement ne sont pas forcément simultanées.

� Le taux de rendement : le taux de rendement actuariel calculé à partir de la courbe des taux.

� La périodicité : Annuelle pour les BDT.

� Les modalités de remboursement : in-�ne, c'est-à-dire que la totalité du capital de l'emprunt

est remboursée au terme de sa durée de vie.

5.2.2 Valorisation d'un Bon De Trésor

Avant de valoriser un BDT, il est nécessaire de distinguer les titres de maturités courtes (<1 an)

de ceux de maturités longues (>1 an). Notons que les coupons des BDT sont réglés à échéance

pour les bons de maturité inférieure ou égale à 52 semaines, et annuellement, aux dates d'an-

niversaire de la date de jouissance, pour les bons d'une durée supérieure à 52 semaines. De ce
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fait, nous devrions également distinguer entre deux types de BDT sur le marché : ligne simple et

ligne atypique. Lorsque la date de jouissance est différente de la date d'émission, la ligne est dite

atypique.

Symbole Signi�cation
P Prix de l'obligation (Prix Dirty)
N Nominal
C Coupon (Coupon plein)
Cc Coupon couru
rt Taux facial
r Taux de rendement

Dmat Date de maturité
Dem Date d'émission
Dual Date de valorisation

Djouis Date de jouissance
Mi Maturité initiale = Dmat { D em
Mr Maturité résiduelle = Dmat { D val
D1c Date du premier coupon
Ddc Date du dernier coupon
nj Date du prochain coupon
A Nombre de jours exact de l'année écoulée,

égal à 366 si cette dernière inclut un 29 février

Table 5.1 � Notations utilisées dans les formules de valorisation des BDT

Valorisation d'un BDT de maturité initiale inférieure ou égale à 52 semaines

Coupon plein :

C = N� rf �
Mi

360

Prix Dirty :

P =
N + C

1 + r� Mr
360

Coupons courus :

Cc = N � rf �
Mi { M r

360

Valorisation d'un BDT de maturité initiale supérieure à 52 semaines

1er Cas : Si la maturité résiduelle est inférieure ou égale à 1 an

� Ligne simple, ou ligne atypique à plusieurs �ux :

�Coupon plein : C = N� rf

�Prix Dirty : P =
N + C

1 + r� Mr
360
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�Coupons courus : Cc = N � rf �
Dval { D dc

A

� Ligne atypique à un seul �ux :

�Coupon plein : C = N� rf �
Mi
A

�Prix Dirty : P =
N + C

1 + r� Mr
360

�Coupons courus : Cc = N � rf �
Dval { D EM

A

2ème Cas : Si la maturité résiduelle est supérieure à 1 an

� Ligne simple :

�Coupon plein : Ci = N � rf

�Prix Dirty : P =
1

(1 + r)
nj
A

 nX

i=1

Ci
(1 + r)i{1

+
N

(1 + r)n{1

!

�Coupons courus : Cc = N � rf �
Dval { D dc

A

� Ligne atypique à un seul �ux :

�Coupon plein : C = N� rf �
Mi
A

�Prix Dirty : P =
N
+

C(1 + r)
nj
A

�Coupons courus : Cc = N � rf �
Dval { D EM

A

5.3 Présentation des options

Une option est un produit dérivé qui donne le droit, et non l'obligation, soit d'acheter soit de

vendre, une quantité donnée d'un actif �nancier appelé actif sous-jacent, à un prix précis à l'avance

(prix d'exercice), et à une échéance convenue. Dans ce chapitre, nous allons commencer par pré-

senter de manière concise les caractéristiques des options ainsi que leurs différents types. Nous

enchaînerons par les modèles classiques de valorisation des options, pour ensuite nous focaliser

sur celui des options de change.
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5.3.1 Caractéristiques d'une option

D'après la dé�nition d'une option citée précédemment, on voit clairement les éléments carac-

téristiques d'une option sont les suivants :

� L'actif sous-jacent noté (St)t2 [0,T], sur lequel porte l'option : dans la pratique, il peut s'agir

d'une action, d'une obligation, d'une devise, etc.

� Le montant : la quantité d'actif sous-jacent à acheter ou à vendre.

� L'échéance ou date d'expiration : C'est la date de �n de validité du contrat. Par ailleurs, il faut

distinguer deux types d'options selon le mode d'exercice :

� Européenne : l'exercice se fait à l'échéance uniquement.

� Américaine : l'exercice se fait jusqu'à l'échéance. L'option peut être exercée pendant

toute la durée du contrat.

� Le prix d'exercice (Strike) noté K : C'est le prix auquel l'acheteur de l'option peut :

� Acheter l'actif sous-jacent (call)

� Vendre l'actif sous-jacent (put)

Ce prix d'exercice est déterminé lors de la négociation de l'option et n'est pas modi�able

pendant toute la durée de vie de l'option. Le prix d'exercice est également le prix auquel le

vendeur devra livrer les actions dans le cas d'un call, ou le prix auquel il devra les acheter dans

le cas d'un put. Attention, le vendeur n'aura l'obligation de le faire que si l'acheteur demande

l'exercice de l'option.

� La volatilité :

� La volatilité historique : qui est calculée à partir de données historiques. Mathématique-

ment, il s'agit de l'écart-type des variations du sous-jacent sur une période donnée.

� La volatilité implicite : qui, au contraire, mesure les anticipations du marché sur les va-

riations futures du sous-jacent. En fait, la volatilité va être, en pratique, un paramètre

problématique. En particulier, supposer des taux constants dans le temps, ou une vola-

tilité constante semble peu réaliste. Dans le modèle de Black & Scholes (1973), notons

que le prix s'écrit C = BS(S0, K, T, r,� ).

En pratique, pour différentes maturités T, ou différents strike K, il est possible de trouver des

prix, sur le marché, de telles options. Le principe de la volatilité implicite revient à inverser cette

équation, en notant que : �̂ = BS{1 (S0, K, T, r,̂C(T, K)). On parle alors de surface de volatilité impli-

cite.
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5.3.2 L'exercice

L'acheteur d'une option acquiert un droit d'acheter pour le call et un droit de vendre pour le put.

C'est lui qui va décider de faire valoir (d'exercer) ou non ce droit en fonction de la réalisation de

ses anticipations.

Acheteur d'une option Vendeur d'une option
CALL

L'acheteur de call décide d'acheter le sous-jacent au prix d'exercice Le vendeur de call doit vendre le sous-jacent au prix d'exercice (si l'acheteur exerce son droit)
PUT

L'acheteur de put décide de vendre le sous-jacent au prix d'exercice Le vendeur de put doit acheter le sous-jacent au prix d'exercice (si l'acheteur exerce son droit)

Table 5.2 � Call et put pour l'acheteur et le vendeur

5.3.3 La prime (le prix de l'option)

En contrepartie de l'engagement d'acheter ou de vendre des actions à un prix déterminé, le

vendeur de l'option demande une rétribution : la prime, c'est-à-dire le prix de l'option. La prime est

versée par l'acheteur au vendeur lors de la conclusion de l'engagement et reste acquise au vendeur

de l'option même si l'acheteur décide de ne pas exercer son droit.

Contrairement au prix d'exercer, la prime de l'option n'est jamais �xe ; elle varie au gré des tran-

sactions selon l'offre et la demande. Lorsque l'option est cotée sur un marché organisé, la prime

est donnée par le marché. En l'absence de cotation, le problème du calcul de la prime se pose.

Et, même pour une option cotée, il peut être intéressant de disposer d'une formule pour évaluer

l'option, ou bien d'un modèle permettant de détecter d'éventuelles anomalies de marché.

5.4 La valeur d'une option

Maintenant que nous avons vu les paramètres qui caractérisent une option, il nous faut savoir

comment fonctionne le prix de l'option, c'est-à-dire la prime, et comment on calcule ce prix. En tant

qu'acheteur d'options, on veut savoir pourquoi on paie la somme que l'on paie pour l'option. En tant

que vendeur d'options, on veut savoir pourquoi on touche la somme que l'on touche pour l'option.

De plus, la plupart des options étant "clôturées" (c'est-à-dire rachetées ou revendues) avant expi-

ration, on doit se faire une idée de la façon dont risque de se comporter le prix d'une option, entre

l'ouverture de la position et sa clôture. Il y a deux facteurs-clés qui jouent dans la �xation du prix

d'une option.

5.4.1 Valeur intrinsèque

La valeur intrinsèque d'une option représente la valeur actuelle de l'option, ou en d'autres termes

combien d'argent elle représente. Lorsqu'une option est dans la monnaie, cela signi�e qu'elle a des
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retombées positives pour la monnaie. Une option d'achat de 30 $ sur une action de 40 $ serait de

10 $ dans l'argent. Si l'acheteur exerçait l'option à ce moment-là, il serait en mesure d'acheter les

actions à 30 $ de l'option, puis de vendre les actions pour 40 $ sur le marché, obtenant un gain

de 10 $. Ainsi, la valeur intrinsèque représente ce que l'acheteur recevrait s'il décidait d'exercer

l'option dès maintenant.

Pour les options qui sont hors de la monnaie ou à la monnaie, la valeur intrinsèque est toujours

nulle. En effet, un acheteur n'exercerait jamais une option qui entraînerait une perte. Au lieu de

cela, il laisserait l'option expirer et n'obtiendrait aucun gain. Puisqu'il ne reçoit aucun gain, la valeur

intrinsèque de l'option ne lui est rien.

La valeur intrinsèque d'une option est calculée différemment selon qu'il s'agit d'une option

d'achat ou d'une option de vente, mais elle utilise toujours le prix d'exercice de l'option et le prix de

l'actif sous-jacent :

� Les options d'achat dans la monnaie : Valeur intrinsèque = Prix de l'actif sous-jacent - Prix

d'exercice

� Les options de vente dans la monnaie : Valeur intrinsèque = Prix d'exercice - Prix de l'actif

sous-jacent

5.4.2 Valeur temps

La valeur temps d'une option est un montant supplémentaire qu'un investisseur est prêt à payer

par rapport à la valeur intrinsèque actuelle. Les investisseurs sont prêts à payer cela car une option

pourrait prendre de la valeur avant sa date d'expiration. Cela signi�e que si une option est éloignée

de plusieurs mois de sa date d'expiration, nous pouvons nous attendre à une valeur temporelle

plus élevée, car il y a plus d'opportunités pour l'option d'augmenter ou de diminuer sa valeur au

cours des prochains mois.

5.4.3 Les différents types des options

On distingue deux types d'options à savoir les options vanilles et les options exotiques.

Les options exotiques

Une option exotique est un produit dérivé qui présente des caractéristiques plus complexes

que les options classiques, nommées options vanilles. Elle s'échange en général sur le marché de

gré à gré. Voici quelques-unes de ces options :

� Les options asiatiques : Une option asiatique est une option à moyenne sur le prix. C'est une

option de type européen donnant droit à son détenteur de recevoir à l'échéance de l'option
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la différence positive entre le prix d'exercice de cette option et la moyenne arithmétique (ou

éventuellement géométrique) des cours du sous-jacent. Ainsi, le payoff du call :

V(t) = (Moy(St, t 2 [0, T]) { K) +

5.4.4 Les options lookback

Ces options dépendant du maximum ou du minimum des cours. Par exemple pour un call look-

back donne à son détenteur le droit d'acheter à une date future �xée une quantité d'actif �nancier

à son prix minimum atteint tout au long de la période. Le payoff du call : (ST { S min)+.

Les options à barrière

Ce sont des options qui peuvent être activées ou désactivées, c'est-à-dire on peut les créer ou

les annuler par le passage du sous-jacent au-dessus ou en dessous d'une valeur limite appelée la

barrière. Ceci permet de réduire le risque du vendeur et donc le prix pour l'acheteur puisqu'elle ne

produit ses effets que dans un nombre plus limité de situation.

5.4.5 Les options vanilles

Les options classiques correspondent aux options standards les plus simples. Elles sont les

plus utilisées et liquides, c'est-à-dire les plus vendues. En pratique, les options vanilles sont répar-

ties entre options européennes et américaines.

On rappelle que :

� Une option est dite européenne lorsque le contrat ne peut être exécuté qu'à la maturité.

� Une option est dite américaine lorsque le contrat peut être exécuté à toute date entre 0 et la

maturité T.

Les options européennes sont plus faciles à analyser et, dans un certain nombre de cas, les

propriétés des options américaines sont déduites de celles des options européennes.

Payoff des options vanilles

� Payoff d'un Call FX : A maturité, le détenteur du call a un gain illimité si le prix (spot) est

supérieur au prix d'exercice, sinon le call ne sera pas exercé et la perte sera limitée au prix de

la prime versée à l'origine. Ainsi, le payoff d'un call FX européen s'écrit : Payout = Nominal �

Max(ST { K, 0) .

L'acheteur d'un call a naturellement un payoff inverse à celui du vendeur :

Payout = {Nominal � Max(ST { K, 0)
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Figure 5.1 � Achat d'un Call

Figure 5.2 � Achat d'un Put

La parité Call-Put est la relation qui lie le prix d'un call à celui du put. Il est possible d'obtenir

directement la formule d'évaluation d'un put, à partir de cette relation. En effet, l'achat d'un put

européen, combiné avec la vente simultanée d'un call européen de caractéristiques semblables,

produit l'expression algébrique suivante :

Po { C o = Ke { rT { S e + qT

Avec :

Po : prix du put

Co : prix du call

S : le spot

K : le strike

r : le taux d'intérêt domestique (ou le taux sans risque)

q : le taux d'intérêt étranger
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5.5 Combinaison d'options

Les investisseurs peuvent r´ ealiser en m^eme temps plusieurs combinaisons d'options, qui ont

des noms aussi color ´ es que Straddle, strangle, risk reversal ou Vega-weighted butterf ly, etc.Ilestimportantdes 0interesserauxcombinaisonsd 0optionscarleursc ^otessurlemarcheduFOREXnouspermettentd0obtenirlavolatilitedemarchedesoptionsdechange.

Straddle : Un straddle est une stratégie d'options qui consiste à acheter (ou vendre) simulta-

nément une option d'achat (call) et une option de vente (put) avec le même prix d'exercice (strike)

K et la même échéance. Le coût (ou le prix) d'un straddle est calculé comme suit :

Straddle(K) = C(K) + P(K)

où :

� Straddle (K) est le coût total du straddle avec un prix d'exercice K.

� C (K) est le prix de l'option d'achat avec un prix d'exercice K.

� P (K) est le prix de l'option de vente avec un prix d'exercice K.

L'objectif d'un straddle est de pro�ter d'une variation signi�cative du prix du sous-jacent, que

cette variation soit à la hausse ou à la baisse. Si le prix du sous-jacent varie fortement dans n'im-

porte quelle direction, l'une des options (soit l'option d'achat, soit l'option de vente) peut devenir

rentable, compensant ainsi la perte sur l'autre option. Pour qu'un straddle soit rentable, il est es-

sentiel que le mouvement du prix du sous-jacent soit suf�samment important pour couvrir le coût

total du straddle.

Prix du sous-jacent

Pro�t/Perte

C(K)

P(K)

K

Figure 5.3 � Représentation du Straddle

Strangle : Le strangle est une stratégie d'options similaire au straddle, mais les prix d'exercice

de l'option d'achat et de l'option de vente sont différents. L'investisseur parie donc sur une varia-

tion plus importante du cours de l'action. Cependant, la perte, si le cours de l'action reste dans les
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valeurs centrales, est généralement inférieure dans un strangle comparé à un straddle car l'inves-

tissement initial est moins élevé. Les prix d'exercice du call et du put ne sont pas nécessairement

égaux.

La formule pour le coût (ou le prix) d'un strangle est la suivante :

Strangle(K1, K2) =C(K2) + P(K1)

où :

� Strangle (K1, K2)est le coût total du strangle avec les prix d'exercice K1et K2.

� C (K2) est le prix de l'option d'achat avec un prix d'exercice K2.

� P (K1)est le prix de l'option de vente avec un prix d'exercice K1.

Figure 5.4 � Repésentation du Strangle

5.6 Valorisation des options

L'achat ou la vente d'une option se fait en payant ou en recevant une prime. Ce prix, est donné

par le marché lorsqu'on est dans un marché structuré. Il est plus dif�cile de le dé�nir lorsque nous

nous situons sur un marché de gré à gré. Notamment, plusieurs modèles ont été fournis pour

modéliser les options �nancières sous des conditions liées au marché �nancier et le modèle le

plus connu est celui de Black Scholes. Le but principal de ces modèles, est de limiter l'incertain, et

se prémunir d'un risque �nancier. Nous allons présenter dans cette section les différents modèles

qui permettent d'évaluer les options de change.

5.6.1 Modèle de Cox-Ross-Rubinstein

Le modèle binomial a été proposé pour la première fois par Cox, Ross et Rubinstein en 1979. Ce

modèle discret est destiné pour étudier la dynamique du sous-jacent. Autrement dit, l'évaluation

d'une option dans ce cadre procède par les trois étapes suivantes :
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� La recherche d'une stratégie de duplication.

� L'égalisation de la prime de l'option avec le cout de mise en place du portefeuille dupliquant

� L'interprétation de la prime comme l'espérance risque-neutre des �ux actualisés.

5.6.2 Modèle de Black Scholes

A la �n des années 1960, Scholes, en collaboration avec Fischer Black et Merton, élabore le

modèle Black-Scholes, une formule mathématique permettant de déterminer la tari�cation des

options et des autres dérivés �nanciers. Ce modèle, publié dans le �Journal of Political Economy�

en 1973, fournit un moyen d'informatiser les variables affectant la valeur des options boursières

et contribua à la croissance du commerce de ces options dans le courant des années 1970. Mal-

gré l'évolution des recherches des ingénieurs dans le domaine de la �nance, le modèle de Black-

Scholes demeure un modèle de référence pour chaque trader partout dans le monde.

Hypothèses du modèle

Comme chaque modèle, le modèle de Black-Scholes est basé sur un certain nombre d'hypo-

thèses :

� Le prix de l'actif sous-jacent S suit un mouvement brownien géométrique :

dS = S(� dt + � dW)

Les paramètres � et � représentent respectivement la tendance et la volatilité de l'actif et qui

sont supposées constantes. Wt est un mouvement brownien standard.

� Les marchés �nanciers sont considérés parfaits : bonne liquidité, absence d'opportunité d'ar-

bitrage, possibilité d'effectuer des ventes à découvert, les coûts de transactions sont nuls.

� Il existe un taux sans risque constant et connu à l'avance.

� La cotation de l'actif sous-jacent se fait en temps continu, sans saut ni décrochement.

� L'option est de type européen, et aucune distribution de dividende n'a lieu avant l'échéance

de l'option.

� Tous les sous-jacents sont parfaitement divisibles.

� La volatilité est supposée constante sur toute la durée de vie résiduelle de l'option.



62 Valorisation des Instruments Financiers

Equations de Black-Scholes

La prime d'une option n'est que l'espérance actualisée du payoff sous la probabilité risque

neutre. Ainsi, sous les hypothèses citées ci-dessus, les prix du call et du put sont donnés dans le

modèle de Black-Scholes comme suit :

� Pour une option d'achat :

C = S0N(d1) { Ke {rT N(d2)

� Pour une option de vente :

P = Ke{rT N({d 2) { S 0N({d 1)

Avec : d1 =
ln(S0/K)+(r+ � 2

2 )T

�
p

T
et d2 = d1 { �

p
T

Où :

� S : Le prix de l'actif sous-jacent.

� K : Le prix de l'exercice.

� r : Le taux d'intérêt sans risque.

� � : La volatilité de l'actif sous-jacent.

� T : La durée de vie résiduelle de l'option.

� N(.) est la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite N(0, 1)dé�nie par :

N(x) =
1

p
2�

Z x

{ 1
e{ t2

2 dt

5.7 Contrat de change à terme :

Dé�nition : Un forward de change est un contrat par lequel deux parties s'engagent à échan-

ger un montant précis de devises à un taux de change prédéterminé, à une date future spéci�ée.

Contrairement au marché spot où les transactions de devises sont effectuées immédiatement, le

forward de change concerne des transactions futures.

Un contrat de change à terme comporte trois caractéristiques principales :

� Taux de change prédé�ni : Le taux de change est �xé au moment t de la signature du contrat.

� Date d'échéance : La date future T à laquelle les devises seront échangées est spéci�ée dans

le contrat.

� Montant déterminé : Le montant des devises à échanger est également déterminé à l'avance.

Supposant que les deux parties vont échanger le montant sous-jacent Uavec le taux de change

prédéterminé à l'avance K. La valeur du contrat à l'échéance est :

VFRA(T) = U(K { RT)
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Où RT est le taux de change qui aura lieu à la date de l'échéance. RT est inconnue à l'instant t,

pourtant sous l'hypothèse d'AOA, une formule exacte du taux de change à l'instant T > t est la

suivante :

RT = Rt �
PE(t, T)
PD(t, T)

Le taux forward est alors celui qui garantit l'équité du contrat, il est égal à la valeur espérée de RT

et vaut Rt � PE(t,T)
PD(t,T)

.

La valeur du contrat de change à terme PV(t) à tout instant t < T est alors :

PV(t) = sens � U(RT { K) � PD(t, T)

Ou encore :

PV(t) = sens � U � f Rt � PE(t, T) { K � PD(t, T)g

Avec :

� Sens : vaut 1 pour une position d'achat, et -1 pour une position de vente.

� U : le montant à échanger (Underlying) à l'échéance.

� PD(t, T) : Le prix zero-coupon pour la devise domestique (quote currency).

� PE(t, T) : Le prix zero-coupon pour la devise étrangère (base currency).

� Rt : Le taux de change (devise étrangère / devise domestique) à l'instant t.

� K : le taux de change forward.

Facteurs de risque associés au contrat de change à terme :

� Le risque de contrepartie : le contrat forward se fait sur le marché de gré à gré, il n'y a pas de

chambre de compensation.

� Le risque de taux de change

� Le risque de taux d'intérêt.

Modélisation des facteurs de risques : Pour calculer la valeur présente d'un contrat de change

à terme, il est nécessaire d'estimer le taux de change à la date d'échéance, ce qui souligne l'im-

portance de modéliser le taux de change. Nous procéderons en deux étapes :

� Modéliser le taux de change en utilisant le Mouvement Brownien Géométrique (GBM).

� Simuler le comportement du taux de change à l'aide de copules.

Modèle mouvement brownien géométrique : Le mouvement brownien géométrique est un pro-

cessus stochastique qui permet de modéliser les processus positifs et dont le log rendement suit
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une loi normale avec espérance et variance constantes. La dynamique d'un MBG se décrit par

l'équation différentielle suivante :

dSt = St � (bdt + � dWt)

Avec :

� b : le rendement moyen du processus St supposé constant.

� � : la volatilité du processus St supposée constante.

Les hypothèses faites sur le marché :

� Possibilité de faire une vente à découvert.

� Le sous-jacent ne verse pas de dividende.

La solution de cette équation différentielle est

St = S0 exp
��

b {
1
2

� 2
�

t + � Wt

�

Estimation des paramètres : Soient s et t deux instants différents, la relation qui lie les valeurs

du processus à deux instants différents est la suivante :

ln
�

St
Ss

�
=

�
b {

1
2

� 2
�

(b { s) + � (Wt { W s)

Puisque nos données sont quotidiennes, un décalage de 1 jour sera approprié. Dans ce cas :

ln
�

St+1
St

�
=

�
b {

1
2

� 2
�

+ � (Wt+1 { W t)

Or Wt+1 { W t suit une loi normale centrée réduite.

8
><

>:

� représente donc la volatilité des log - rendements.
�

b { 1
2 � 2

�
est la moyenne des log - rendements.

Simulation de taux de change :

� Générer Z selon la loi normale centrée réduite.

� Générer X =
�

b { 1
2 � 2 + � Z

�

� Multiplier le taux de change actuelle par exp(X)
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5.8 Les Grecques

Le delta (� ) d'une option est dé�ni comme la sensibilité de la valeur de l'option par rapport à

celle du sous-jacent. Mathématiquement, le delta est exprimé par la dérivée partielle de la valeur

du call (c) par rapport au cours du sous-jacent ( S) :

� =
@c
@S

Dans le contexte des options, le delta permet d'évaluer la sensibilité de l'option aux variations

du prix du sous-jacent. Black, Scholes et Merton ont démontré que le delta permet également

de construire un portefeuille sans risque, combinant une position sur l'actif sous-jacent et une

position sur l'option.

Le portefeuille de réplication de Black et Scholes est composé de deux éléments principaux :

� La vente de l'option,

� L'achat de � unités de l'actif sous-jacent.

Pour les calls européens sur une devise, le delta est donné par :

� = e{r fTN(d1)

Pour les puts européens correspondants, le delta est exprimé comme :

� = e{r fT[N(d1) { 1]

Lorsque le delta est négatif, cela signi�e qu'une position longue sur un put doit être couverte

par une position longue sur le sous-jacent. À l'inverse, la vente d'un put doit être couverte par une

position courte sur � unités du sous-jacent.

Le gamma

Le gamma d'un portefeuille d'options, noté � , représente le taux de variation du delta du porte-

feuille en fonction de la valeur de l'actif sous-jacent. Mathématiquement, le gamma est la dérivée

seconde de la valeur du portefeuille par rapport au cours de l'actif :

� =
@2�

@S2

Pour un call ou un put européens sur une devise, le gamma est donné par :

� =
N0(d1)e{r fT

S0�
p

T
(1.6)
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Le gamma est toujours positif et varie avec S0. La variation du gamma en fonction du temps

restant jusqu'à l'échéance pour des options hors de la monnaie, à la monnaie et dans la monnaie.

Pour une option à la monnaie, le gamma augmente lorsque la durée de vie de l'option diminue.

Ainsi, les options à la monnaie avec une durée de vie très courte ont un gamma très élevé, les

rendant très sensibles aux variations brutales du cours de la devise.

S� 2)/(2 � 52)); GammaK

Figure 5.5 � Variation du gamma d'une option en fonction du cours de la devise

Le thêta

Le thêta d'un portefeuille d'options, noté � , se dé�nit comme le taux de variation de la valeur

du portefeuille par rapport à la durée de vie de l'option, toutes choses égales par ailleurs :

� =
@c
@t

Pour un call européen sur devise, il est déduit de la formule de Black et Scholes comme suit :

� = {
S0N0(d1)� e{r fT

2
p

T
+ rfS0N(d1)e{r fT { rKe {rT N(d2) (1.8)

Et pour le put européen correspondant, on peut écrire :

� = {
S0N0(d1)� e{r fT

2
p

T
{ r fS0N({d1)e {r fT + rKe{rT N({d2) (1.9)

où d1et d2 sont dé�nis dans les équations (1.1) et (1.2).

Le thêta d'une option est généralement négatif car la valeur de l'option diminue lorsqu'on se

rapproche de l'échéance.

Figure 5.6 � Variation du thêta en fonction
du cours du sous-jacent Figure 5.7 � Variations de � en fonction du

temps restant jusqu'à la maturité de l'option
Lorsque le cours du sous-jacent est très bas, le thêta est presque nul. Si l'option est à la mon-

naie, le thêta est important et négatif. Plus le cours augmente, plus le thêta tend vers {rKe {rT .

Le vega
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Le vega d'un portefeuille de produits dérivés est dé�ni comme la dérivée partielle de la valeur

du portefeuille par rapport à la volatilité, soit :

� =
@�
@�

Si la valeur absolue du vega est importante, la valeur du portefeuille est très sensible au moindre

changement de volatilité. Si le vega est faible, en valeur absolue, un changement de la volatilité

n'aura qu'un léger impact sur la valeur du portefeuille.

Pour un call ou un put européens portant sur une devise, le vega est donné par :

� =
S0p

T
N0(d1)e{r fT (1.10)

où d1est dé�ni par les équations (1.1) et (1.2).

La variation du vega en fonction de S est illustrée dans le graphique ??.

SVega2)/(2 � 52));K

Figure 5.8 � Variation du Vega d'une option en fonction du cours de la devise

Les relations entre les grecques

La valeur du portefeuille � contenant une paire de devises au cours S et différentes options

ayant cette paire comme sous-jacent dépend du prix du sous-jacent S, de la volatilité � , du temps

t et des taux d'intérêt rd et rf .

Nous pouvons alors obtenir ce développement limité de Taylor :

�� =
@�
@S

� S +
1
2

@2�

@S2
(� S)2 +

@�
@t

� t +
@�
@�

� � +
@�
@rd

� rd +
@�
@rf

� rf (1.11)

Puisque :

� =
@�
@t

, � =
@�
@S

, � =
@2�

@S2
, � =

@�
@�

, et � =
@�
@rd

ainsi que
@�
@rf

représentent la grecque � qui est la variation du portefeuille par rapport à la variation des taux

d'intérêt.

Nous pouvons alors écrire :

�� = � � S +
1
2

� (� S)2 + �� t + � � � + � � rd
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5.8.1 Le Delta-Hedging ou couverture en delta

Le terme "couverture" désigne généralement une stratégie visant à éliminer complètement le

risque, de sorte que la valeur d'un portefeuille reste constante même si les variables sous-jacentes

changent.

Pour immuniser un portefeuille contre les variations d'une variable spéci�que, il est nécessaire

d'annuler la grecque associée à cette variable. Dans le contexte de la couverture par delta, l'objectif

est d'immuniser le portefeuille contre les variations du prix du sous-jacent en maintenant le delta

nul.

Comment y parvenir? Pour rendre un portefeuille "delta-neutre", des ajustements continus sont

effectués en ayant des positions sur le sous-jacent et sur son option correspondante.

Pour couvrir un portefeuille � , nous construisons un portefeuille � 0 en soustrayant � S du por-

tefeuille initial. Ainsi, nous obtenons :

� 0 = � { � S et
@� 0
@S

=
@�
@S

{ � = 0

Cette équation découle du fait que le delta est dynamique sur la durée de vie de l'option mais

constant lors des réajustements.

Exemple

� À t = 0 : Le trader vend n0 calls et couvre cette position en achetant n0� 0 devises au cours

S0.

� À t = 1 : Le prix du sous-jacent baisse (S1 < S0)

� Le delta diminue ( � 1 < � 0)

� Moins de devises sont nécessaires pour maintenir un portefeuille delta-neutre.

� Il est nécessaire de vendre les devises dont le cours a baissé.

Remarques

� La couverture des options nécessite d'acheter haut et de vendre bas le sous-jacent.

� La couverture en delta-neutre est effective seulement sur un intervalle de temps relativement

court. Elle doit être régulièrement réajustée.

� La possibilité de construire un portefeuille sans risque composé d'une devise et d'un produit

dérivé repose sur le fait qu'ils sont tous deux exposés à la même source d'incertitude : la

variation du sous-jacent. Sur un intervalle de temps très court, la valeur du produit dérivé est
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parfaitement corrélée avec le prix du sous-jacent. Ainsi, les gains ou pertes sur le sous-jacent

sont compensés par les gains ou pertes sur le produit dérivé.

5.9 Volatilité Implicite-Historique

5.9.1 Dé�nition

La volatilité :

La volatilité mesure la fréquence et l'amplitude des variations de cours du couple de devises

par rapport à la moyenne. Plus la volatilité est élevée, plus la valeur temps sera élevée. On distingue

deux types de volatilité :

La volatilité historique : qui est calculée à partir de données historiques. Mathématiquement,

il s'agit de l'écart-type des variations du sous-jacent sur une période donnée.

� h =

vu
u
t 1

T { 1

TX

t=1

(rt { �r)2 (5.1)

où :

� � h est la volatilité historique

� T est le nombre de périodes observées

� rt est le taux de change à la période t

� �r est la moyenne des taux de change sur la période T

La volatilité implicite : qui, au contraire, mesure les anticipations du marché sur les variations

futures du sous-jacent. Elle est extraite des prix des options.

5.9.2 Volatilité Historique

Dans le modèle de Black et Scholes, la volatilité � joue un rôle crucial dans la détermination

du prix des options. Elle représente l'écart-type des rentabilités du sous-jacent, c'est-à-dire l'incer-

titude inhérente aux mouvements futurs du prix du sous-jacent. Cette volatilité découle de l'arri-

vée continue d'informations nouvelles qui affectent la perception du marché quant à la valeur du

sous-jacent, entraînant des �uctuations de prix, d'autant plus marquées que ces informations sont

inattendues.

L'estimation empirique de la volatilité � s'avère relativement simple lorsque les rentabilités, et

plus précisément les log-rentabilités, présentent une distribution indépendante. Cette hypothèse

implique que la volatilité demeure constante au �l du temps.
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La formule de la Volatilité implicite est donnée par :

�̂ p =

vu
u
t 1

n { 1

nX

i=1

(Ri { �̂ p)2

avec :

� Ri = ln(Fi+1) { ln(F i) ;

� �̂ p = 1
n

P n
i=1Ri.

L'estimateur �̂ 2
p représente un estimateur sans biais de la variance de la volatilité forward (men-

suelle si les rentabilités sont mensuelles, hebdomadaire si les rentabilités sont hebdomadaires,

etc.). Pour obtenir la volatilité annuelle, notée �̂ , paramètre clé dans la formule de Black et Scholes,

il convient d'annualiser l'écart-type empirique selon la formule suivante :

�̂ = �̂ p

r
T
t

où :

T représente la période de référence annuelle (256 jours) t représente la durée de la période

sur laquelle les rentabilités ont été calculées (jour, semaine, mois, etc.)

Il est important de souligner que cette approche d'estimation de la volatilité repose sur l'hypo-

thèse de distribution indépendante des log-rentabilités. En pratique, cette hypothèse peut ne pas

être parfaitement véri�ée, ce qui peut conduire à une légère sous-estimation de la volatilité réelle.

Des méthodes plus sophistiquées, prenant en compte l'autocorrélation potentielle des rentabilités,

peuvent être employées pour obtenir une estimation plus précise de la volatilité.

La méthode implicite pour l'estimation de la volatilité repose sur l'hypothèse d'un marché ef�-

cient où la loi de l'offre et de la demande détermine les prix d'équilibre correspondant à un consen-

sus du marché. En d'autres termes, les prix des options re�ètent l'ensemble des informations dis-

ponibles et les anticipations des investisseurs quant aux mouvements futurs du sous-jacent.

Dans cette approche, la volatilité implicite, notée � imp , est obtenue en inversant la formule de

Black-Scholes. Cette dernière permet de calculer le prix théorique d'un call, notéCB, en fonction de

caractéristiques spéci�ques, telles que le prix du sous-jacent ( F), le prix d'exercice (K), la maturité

(T) et la volatilité ( � ). En comparant ce prix théorique au prix d'un call de même caractéristiques

observé sur le marché, noté Cmarché, il est possible d'estimer la volatilité implicite en résolvant

l'équation suivante :

CB
�

t, F, K, T,� imp
�

= Cmarché(T, F, K, T)

Étant donné que le prix théorique d'un call augmente de manière monotone avec la volatilité,
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il existe une solution unique � imp à cette équation. Cependant, il n'existe pas de formule explicite

pour calculer directement � imp . Par conséquent, des méthodes numériques, telles que la méthode

de dichotomie ou la méthode de Newton-Raphson, sont employées pour approcher la valeur de la

volatilité implicite.

Il est important de souligner que � imp dépend du prix d'exercice (K) et de la maturité ( T) du call

observé sur le marché. Pour une option donnée, il est possible de calculer la volatilité implicite pour

différents prix d'exercice et différentes maturités. En représentant graphiquement ces volatilités

implicites en fonction du prix d'exercice et/ou de la maturité, on obtient la surface de volatilité

implicite.

L'estimation de la volatilité implicite par la méthode décrite ci-dessus présente plusieurs avan-

tages. Tout d'abord, elle ne requiert aucune hypothèse sur la distribution des rentabilités du sous-

jacent. De plus, elle s'appuie sur les prix d'options, instruments �nanciers liquides et largement

négociés sur les marchés, ce qui en fait une source d'information �able quant aux anticipations

des investisseurs.

Cependant, la méthode implicite n'est pas exempte de limitations. En particulier, elle repose

sur l'hypothèse d'un marché ef�cient, ce qui peut ne pas toujours être le cas en réalité. De plus,

l'interprétation de la surface de volatilité implicite peut s'avérer complexe et sujette à caution.

Néanmoins, la méthode implicite demeure un outil précieux pour l'estimation de la volatilité et

l'analyse des options, notamment dans le cadre de stratégies de couverture ou de spéculation.



Chapitre 6

Généralités sur les copules

La copule est un outil de modélisation de la structure de dépendance de plusieurs variables

aléatoires.

6.1 Préliminaires

La théorie des copules permet de construire des modèles paramétriques pour la loi jointe de n

variables aléatoires X1, : : : , Xn.

Un vecteur aléatoire (X1, : : : , Xn) est complètement dé�ni par ses fonctions de répartition :

� Fonction de répartition marginale :

Fi avec Fi(xi) = P(Xi � xi)

� Fonction de répartition jointe :

F avec F(X1,:::,Xn) = P(X1 � x1, : : : , Xn � xn)

La dépendance entre des variables aléatoires est parfaitement décrite par leur fonction de ré-

partition jointe. Nous pouvons cependant distinguer les composants des fonctions de répartition

qui relèvent de la structure de dépendance : la copule est l'outil permettant d'extraire la structure de

dépendance d'une fonction de répartition jointe et ainsi de séparer dépendance et comportement

marginal.

Mathématiquement, une copule C : [0, 1]2 ! [0, 1]est une fonction de répartition dont les lois

marginales sont uniformes sur [0, 1]et qui, dans le cas bivarié, doit véri�er les propriétés suivantes :

� C(u1, 0) = C(0, u2) = 0, pour tout (u1, u2) 2 [0, 1]2

� C(u1, 1) = u1 et C(0, u2) = u2, pour tout (u1, u2) 2 [0, 1]2

� C est une fonction 2-croissante : Pour tout (u1, u2), (v1, v2) 2 [0, 1]2 tel que u1 � v1 et u2 � v2,

on a :

C(v1, v2) { C(v 1, u2) { C(u 1, v2) + C(u1, u2)



6.1 Préliminaires 73

� Si C est une copule, et si F1 et F2 sont deux fonctions de répartitions, alors la fonction

dé�nie par :

F(x, y) = C(F1(x), F2(y)) est une fonction de répartition bivariée, ayant F1 et F2 pour mar-

ginales.

� Si Fune fonction de répartition bivariée de marginales F1et F2. Alors, il existe une copule

C telle que :

F(x, y) = C(F1(x), F2(y)), pour tout (x, y) 2 R2.

Si de plus F1 et F2 sont continues, C est unique.

Théorème de Sklar (le cas bivarié)

6.1.1 Quelques copules usuelles

Copule elliptique

� Copule gaussienne bivariée :

Dé�nie par la matrice de corrélation des variables en question, la copule est alors :

C(u1, u2) = � (� {1 (u1), �
{1 (u2))

Avec, � est la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite.

� Copule de Student :

Similaire à la copule de la loi normale, avec cette fois-ci � est la fonction de répartition de la

loi de Student.

Copule archimédienne

Une copule archimédienne est dé�nie par GENEST et MACKAY comme suit :

C(u1, u2) = � {1 (� (u1) + � (u2))

Avec,� fonction qu'on appelle un générateur, deux fois dérivable, décroissante, convexe et � (1) = 0.

Nous nous concentrons sur trois types de copules archimédiennes : la copule de Frank, la

copule de Clayton et la copule de Gumbel.

Le tableau suivant montre l'expression de la copule et son générateur :
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Copule � (u) C(u, v)
C? { ln(u) C? (u, v) = uv

Clayton u{ � { 1, � > 0 C� (u, v) =
�

(u{ � + v{ � { 1)
� { 1

�

Frank { ln
�

e{ � u{1
e{ � {1

�
, � 6= 0 C� (u, v) = { 1

� ln
�

1 + (e{ � u{1)(e { � v{1)
e{ � {1

�

Gumbel ({ ln(u)) � , � � 1 C� (u, v) = exp

 

{
h
({ ln(u)) � + ({ ln(v)) �

i 1
�

!

6.1.2 Ajustement des copules

Pour estimer la copule, l'utilisation de l'approche paramétrique se révèle très utile. Et puisque

que les distributions marginales sont supposées connues et suivent une loi log-normale. La mé-

thode (IFM) Inference Function For Margins est tout à fait appropriée.

Cette méthode se déroule en deux étapes :

1. Estimer les paramètres de la distribution marginale par la méthode maximum de vraisem-

blance.

2. Estimer les paramètres de la structure de dépendance.

6.1.3 Mesure de la dépendance

Pour évaluer la dépendance, nous utilisons le tau de Kendall. Celui-ci est une mesure qui décrit

la structure de dépendance entre deux variables, dépendant uniquement de la copule et non des

valeurs prises par les deux variables.

Mathématiquement, soient (X1, X2) et (Y1, Y2) deux paires indépendantes de variables aléa-

toires de distribution continue F appartenant à la classe de Fréchet de marginales F1 et F2. Le tau

de Kendall se dé�nit comme suit :

Tau = P((X1 { Y 1)(X2 { Y 2) > 0) { P((X 1 { Y 1)(X2 { Y 2) < 0)

Ou encore :

Tau = 2P((X1 { Y 1)(X2 { Y 2) > 0) { 1

En fonction de la copule :

Tau = 4E[C(F1(X1), F2(X2))] { 1
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Le tableau suivant donne l'expression du tau de Kendall pour chaque copule :

Construire le tableau.

Copule Tau de Kendall

Gaussienne
�

2
�

�
arcsin(� )

Student ������

Clayton �
� +2

Frank ������

Gumbel � {1
�

6.1.4 Choix de la copule optimale

Pour choisir la copule appropriée, nous utiliserons comme mesure de la qualité de l'ajustement

la distance entre les copules déjà ajustées et la copule empirique. Cette distance est dé�nie par :

Dn = n
Z

[0,1]2

h
C�̂ n

(u, v) { Ĉn(u, v)
i 2

dĈn(u, v)

6.1.5 Simulation de la copule

Pour la simulation d'une copule, nous utilisons la méthode des distributions conditionnelles.

Cette méthode consiste à générer des valeurs de la copule en exploitant les propriétés des distri-

butions conditionnelles. Plus précisément, et dans le bivarié, on procède en deux étapes :

� Simuler deux lois uniformes indépendantes (v1, v2).

� Affecter u1 = v1 et u2 = C{1
2j1(v2).



Chapitre 7

Introduction aux mesures de risques

Situation : Chaque décision de management est intrinsèquement liée à une prise de risque

concernant le chiffre d'affaires futur de l'entreprise. Pour chaque décision, il est possible de déve-

lopper un modèle statistique représentant une variable aléatoire qui décrit les gains ou les pertes

futurs potentiels. Lors de la prise de décision, le management doit s'appuyer sur ces modèles pré-

dictifs pour orienter et piloter ef�cacement l'entreprise. Ces modèles permettent de quanti�er les

risques associés et d'optimiser les stratégies de management en fonction des prévisions de per-

formance �nancière. En intégrant ces analyses probabilistes, le management peut mieux anticiper

les impacts économiques et prendre des décisions plus éclairées.

7.1 Dé�nition du risque

Le risque peut être dé�ni comme une perte potentielle, qui est identi�able et quanti�able, liée à

une situation ou à une activité, et associée à la probabilité d'occurrence d'un événement ou d'une

série d'événements. Contrairement à l'incertitude, qui n'est pas quanti�able, et au danger, qui est

moins identi�able et encore moins quanti�able, le risque est mesurable. La gestion des risques im-

plique l'évaluation, l'anticipation des risques et la mise en place d'un système de surveillance. Les

risques existent dans toutes les entreprises et se déclinent en de nombreux types selon le secteur

d'activité (banque, assurance, aéronautique, etc.) ainsi que selon la nature du risque (quanti�able

ou non). Au sein d'une société de gestion d'actifs, trois services se consacrent généralement à la

gestion des risques :

� Risque opérationnel

� Risque de crédit

� Risque de marché
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7.2 Dé�nition du risque de marché

Le risque étudié dans ce document est le risque de marché, dé�ni comme le risque de perte

lié à une position en taux de change, actions ou matières premières, dans le cas d'un scénario

défavorable d'évolution des paramètres de marché. Ces paramètres incluent généralement les

taux d'intérêt, les prix des créances, les cours des devises, des actions, des matières premières,

ainsi que les volatilités de ces paramètres.

Le risque peut également être dé�ni comme la perte potentielle lorsqu'un actif doit être vendu

pour répondre à un besoin de liquidité. Cette perte peut résulter d'une dégradation de la valeur de

l'actif suite à des �uctuations des taux d'intérêt, des conditions de marché, de la qualité du crédit,

ou pour toute autre raison.

Par nature, les marchés �nanciers génèrent d'innombrables séries temporelles et données chif-

frées. Ainsi, la mesure du risque y semble plus facile que dans d'autres domaines où la quali�cation

du risque est plus vague et les données moins abondantes. Cependant, la mesure du risque reste

une tâche complexe. Avant d'aborder les problématiques d'estimation, il est crucial de choisir une

mesure pertinente du risque.

7.3 Dé�nitions

On appelle mesure de risque toute fonction R de l'ensemble des variables aléatoires dans

les nombres réels qui dépend seulement de la loi de la variable aléatoire ; i.e. :

L (X) = L (Y) implique R(X) = R(Y).

Dé�nition 2(mesure de risque)

Remarque : Une mesure de risque est de fait une fonction qui attribue à toute loi de probabilité

sur R un nombre réel ; i.e. :

R : M 1(R) �! R.
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On dit qu'une mesure de risque est :

� croissante, si X � Y implique R(X) � R (Y);

� translatable, si R(X + t) = R(X) + t,8t 2 R;

� homogène, si R(� X) = � R(X),8� > 0 ;

� sous-additive, si R(X + Y) � R (X) + R(Y),8X, Y;

� convexe, si

R(� X + (1 { � )Y) � � R(X) + (1 { � )R(Y),8� 2 [0, 1],8X, Y.

Dé�nition 2

Une mesure de risque est dite :

� monétaire, si elle est monotone et translatable ;

� cohérente, si elle est monétaire, homogène et sous-additive.

Dé�nition 3

Remarque : Si R est une mesure de risque cohérente alors R(0) = 0, car on a pour tout � > 0 que

R(0) = R(� 0) = � R(0). Ceci est possible si et seulement si R(0) = 0. Une mesure de risque qui

satisfait R(0) = 0 est dite normalisée.

Remarque :SiR est une mesure de risque convexe et normalisée, alors on a pour tout � 2 [0, 1]:

R(� X) = R(� X + (1 { � )0) � � R (X) + (1 { � )R(0) = � R(X)

Lorsque � > 1on a

R(X) = R
�

1
�

� X +
�

1 {
1
�

�
0

�
�

1
�

R(� X) +
�

1 {
1
�

�
R(0) =

1
�

R(� X),

ce qui donne aussi R(� X) � � R(X) dans ce cas.

Dé�nition 4. Soit R une mesure de risque. On appelle région de risque acceptable pour la

mesure de risque R l'ensemble

A := f X : R(X) � 0g.

Dé�nition 4
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Proposition 1. Si R est une mesure de risque monétaire, alors on a les deux équivalences sui-

vantes :

� R est convexe , A est un ensemble convexe ;

� R est homogène , A est un ensemble conique.

Démonstration : Si R est convexe et X1, X2 2 A , alors on a pour tout � 2 [0, 1]

R (� X1 + (1 { � )X2) � � R (X1) + (1 { � )R (X2)

� � 0 + (1 { � )0 = 0

Cela implique � X1 + (1 { � )X2 2 A . Ceci montre donc aque A est un ensemble convexe. 2. Soit

A un ensemble convexe et soient X1 et X2 deux variables aléatoires. On a alors pour i = 1, 2que

R (Xi { R (Xi)) = R (Xi) { R (Xi) = 0.

Donc on a Xi { R (Xi) 2 A et, d'après la convexité de A on trouve que

� (X1 { R (X1)) + (1 { � ) (X2 { R (X2)) 2 A 8 � 2 [0, 1].

Ceci veut dire que

R (� (X1 { R (X1)) + (1 { � ) (X2 { R (X2))) � 0.

La tanslabilité implique alors

R (� X1 + (1 { � )X2) � � R (X1) + (1 { � )R (X2) .

Donc cela montre que R est une mesure de risque convexe. 3. Soit A un ensemble conique, X une

variable aléatoire et � > 0. Pour tout nombre m � R (X)

X { m 2 A ) � (X { m) 2 A ) R (� (X { m)) � 0

)R (� X) � � m = � R(X) pour le cohoix particulier m = R(X).

Pour tout nombre m < R(X) on a

X { m /2 A ) R (� (X { m)) > 0 ) R (� X) > � m

)R (� X) � � R(X) lorsqu'on prend m " R (X).

En tout cela donne alors R(� X) = � R(X). Donc on a montré que la mesure de risque R est

homogène.
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4. Soit R une mesure de risque homogène, X 2 A et � > 0. Alors on a

R(� X) = � R(X) � 0.

Ceci implique � X 2 A . Donc A est un ensemble conique.

7.4 Exemples de mesure de risques

Rappel : La fonction de répartition FX(x) = P(X � x) d'une variable aléatoire X satisfait les

propriétés suivantes :

� FX est croissante, c'est-à-dire que x � y implique FX(x) � FX(y).

� limx!1 FX(x) = 1et limx! { 1 FX(x) = 0.

� FX est continue à droite et limitée à gauche, c'est-à-dire que limx#x0
FX(x) = FX (x0) et

limx" x0
FX(x) existe.

De plus, toute fonction F qui satisfait ces propriétés est la fonction de répartition d'une va-

riable aléatoire.

La valeur à risque(VaR)

Soit FX : R ! [0, 1]la fonction de répartition d'une variable aléatoire X. On dé�nit :

� La fonction quantile F{
X : ]0, 1[! R par � 7! inff x; FX(x) � � g.

� Le � -quantile de X pour � 2 ]0, 1[comme le nombre réel F{
X(� ).

Dé�nition 5

Remarque : Quelques propriétés de la fonction quantile d'une variable aléatoire X :

� Si FX est strictement croissante, alors FX est injective et on a F{
X � FX = idR.

� Si FX est continue, alors FX est surjective et on a FX � F{
X = id]0,1[.

� Si FX est strictement croissante et sans sauts, alors FX est bijective et F{
X = F{1

X .

Soit X une variable aléatoire avec fonction de répartition FX. Alors on a :

� Si FX est continue, alors Y := FX(X) � U [0, 1].

� Si X � U [0, 1], alors on a F{
X(U) � L (X).

Proposition 2
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Soit X une variable aléatoire avec fonction de répartition FX et � 2 ]0, 1[. La valeur à risqueau

niveau � est dé�nie comme

VaR(X;� ) := F{
X(� ).

La valeur à risque au niveau � est donc la même chose que le � -quantile de X.

Dé�nition 6

Soit g : R ! R une fonction strictement croissante et continue à gauche. Alors pour tout

� 2 ]0, 1[, on a

VaR(g(X);� ) = g(VaR(X;� )).

Proposition 3

~g Démonstration : Notons que g est strictement croissante, donc il n'y a pas de plateau. On pose

~g(y) := supf � : g(� ) � yg. Il est possible de voir que

f x : g(x) � yg =] { 1 , supf � : g(� ) � yg[.

Ceci implique

Fg(X)(y) = P(g(X) � y) = P(X � supf � : g(� ) � yg).

Par conséquent, on a

Fg(X)(y) = FX(supf � : g(� � yg) = FX (~g(y)) .

On a alors

g
�
F{

X(� )
�

= g
�
inf

�
y : FX(y) � �

	� ��
y : FX(y) � �

	
est inervalle fermé

= inf
�

g(y) : FX(y) � �
	

[g continue à gauche et croissant

= inf
�

g(y) : FX (g� (g(y))) � �
	

[g� � g = id, g injective

= inf
n

g(y) : Fg(X)(g(y)) � �
o

voir calcul au dessus

= inf
n

z : Fg(X)(z) � �
o

voir argument ci-dessous

= F{
g(X)(� ).

Pour montrer la dernière égalité du calcul précédent, il suf�t de montrer que

n
g(y) : Fg(X)(g(y)) � �

o
=

n
z : Fg(X)(z) � �

o
.

Preuve de l'inclusion � :

Notons tout d'abord que l'inclusion � est triviale. Pour montrer l'inclusion � , il suf�t de démontrer
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l'implication suivante :

P(g(X) � z) � � ) 9 y 2 R : P(g(X) � g(y)) � � .

Cela montre que Fg(X)(z) � � implique l'existence d'un y 2 R tel que Fg(X)(g(y)) � � .

Il y a deux cas à considérer :

� Si z 2 Im(g), alors il existe y 2 R tel que g(y) = z. Ainsi, P(g(X) � g(y)) � � .

� Si z /2 Im(g), alors g(X) � z est équivalent à g(X) � g (g� (z)). En choisissant y = g� (z), on

obtient P(g(X) � g(y)) � � .



Chapitre 8

Estimation de la Value-At-RisK
8.1 Principes et de�nitions de La Value at Risk

La Value At Risque, plus connue sous le nom anglais Value-at-Riskou VaR, est une mesure de

la perte potentielle que peut subir un portefeuille d'instruments �nanciers suite aux �uctuations

des facteurs de marché, avec un niveau de probabilité donné, un horizon de temps �xé et dans des

conditions normales de marché. Elle permet de répondre à la question suivante : Combien l'éta-

blissement �nancier peut-il perdre avec une probabilité (1 { � ) pour un horizon de temps h �xé?

Statistiquement, la VaR peut être dé�nie comme étant un quantile de la distribution des P&L théo-

riques d'un portefeuille, résultants des mouvements possibles des facteurs de risque de marché,

sur un horizon de temps �xé. Le P&L d'un portefeuille de valeur P, sur un horizon de h jours est

donné par :

P&L(t ;h)=� hPt = Pt+h { P t.

Par dé�nition, la VaR sur h jours avec un niveau de con�ance de (1 { � ) est la valeur R telle que

la probabilité de perdre R au plus, au-delà de h jours, est égale à (1 { � ). VaR� ;h = R telle que

Prob(� hPt < {R) = � ou encore Prob(� hPt < R) = 1 { � .

�! � est appelé niveau de signi�cation ; il est inférieur à 1 et est en général égale à 1%, ou 5%.

Trois éléments sont donc indispensables pour interpréter le chiffre VaR (qui permet de

donner une vision globale du risque de marché d'un portefeuille) :

� 1- La distribution des P&L du portefeuille

� 2- la période de détention h ou holding period qui correspond à la période sur la-

quelle la variation de la valeur du portefeuille est mesurée ;

� 3- le seuil de con�ance (1 { � ) du chiffre VaR qui correspond à la probabilité de ne

pas dépasser cette mesure du risque.
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Remarques :

T La VaR est croissante avec le niveau de con�ance et l'horizon de détention.

8.1.1 La distribution des P&L (Pro�t and Loss)

Les rendements arithmétiques et géométriques

Les données relatives aux P&L, utilisées pour le calcul de la Value-at-Risk, peuvent être repré-

sentées sous différentes formes, mais sont communément exprimées en termes de rendements.

Il existe deux catégories de rendements :

� Les rendements arithmétiques, discrets.

� Les rendements géométriques, continus.

Soit Pt la valeur d'un actif ou d'un portefeuille à la �n de la période t. Les rendements arithmé-

tiques, notés rt, sont calculés comme le rapport entre la variation de valeur et la valeur précédente :

rt =
Pt { P t{1

Pt{1

Quant aux rendements géométriques, notés Rt, ils sont déterminés par la variation logarith-

mique des valeurs :

Rt = ln
�

Pt
Pt{1

�

La transition entre ces deux types de rendements peut se faire par la formule :

Rt = ln(1 + rt)

ceci dû au fait que

Rt = ln(1 + rt) = ln(1 +
Pt

Pt{1
{ 1) = ln(

Pt
Pt{1

)

et si les rendements sont petits on obtient :

Rt � rt

Cependant, cette équivalence n'est pas toujours valide sur des marchés volatils ou pour des

données à périodicité faible, comme annuelle.

Sur le long terme, les rendements géométriques sont préférés en raison de leurs meilleures

propriétés par rapport aux rendements arithmétiques. La transformation logarithmique garantit

notamment des valeurs toujours positives.
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Ajoutant aussi que les rendements géométriques possèdent une propriété d'additivité. En effet,

un rendement entre deux périodes peut s'écrire comme la somme des rendements sur ces deux

périodes. Notons Rt,2 un rendement entre deux périodes.

Rt,2 = ln
�

Pt
Pt{2

�
= ln

�
Pt

Pt{1
�

Pt{1
Pt{2

�
= ln

�
Pt

Pt{1

�
+ ln

�
Pt{1
Pt{2

�
= Rt + Rt{1

Remarques

� Un rendement positif indique un gain et un rendement négatif indique une perte.

� Considérons le cas d'un actif �nancier qui distribue des �ux. Il faut tenir compte des ver-

sements intermédiaires, tels que les dividendes ou coupons. Dans ce cas, les rendements

arithmétiques sont dé�nis comme suit :

rt =
Pt + Dt
Pt{1

{ 1

Les rendements géométriques sont dé�nis par :

Rt = ln
�

Pt + Dt
Pt{1

�

La distribution de Pro�ts et Pertes (P&L)

La distribution des pro�ts et pertes correspond à la fonction de densité des pertes et pro�ts,

supposés aléatoires, associés à la détention de l'actif ou du portefeuille sur un horizon donné.

On considère les rendements géométriques, notés Rt, associés à la détention d'un actif sur une

période donnée.

On suppose que ces rendements sont aléatoires : Rt est une variable aléatoire réelle (VaR). Sa

fonction de densité est notée fRt
(x) pour tout x 2 R.

Cette fonction correspond donc à la distribution des pro�ts et pertes. Ainsi, si la distribution

de P&L est connue, on peut en déduire immédiatement la VaR, car la VaR est un fractile de cette

fonction de distribution.

Donc, la VaR est dé�nie comme suit :

VaR� ,t = F{1
Rt

(� )

où FRt
(�) désigne la fonction de répartition associée à la fonction de densité f(x). Rt est le rende-

ment géométrique associé à la période t. � désigne le niveau de probabilité, avec 0 < � < 1.
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La période de détention de l'actif (ou horizon du risque)

Le choix de la période de détention de l'actif est un élément crucial dans le calcul de la Value-

at-Risk (VaR). Il n'existe pas de règle �xe concernant cette période, car elle dépend de l'horizon

d'investissement des opérateurs. Cependant, les autorités de régulation peuvent spéci�er des ho-

rizons de détention, comme exigé par les normes réglementaires de Bâle II, qui imposent un hori-

zon de 2 semaines, soit 10 jours ouvrables, pour le calcul de la VaR.

Le niveau de con�ance choisi

Le niveau de con�ance choisi est un paramètre compris entre 0 et 1 qui permet de contrôler

la probabilité d'obtenir un rendement supérieur ou égal à la Value-at-Risk. Il est crucial de choisir

un niveau de con�ance approprié, car un niveau trop élevé rendrait la VaR peu informative en tant

qu'indicateur de risque. Les normes réglementaires de Bâle II exigent que les banques calculent

la VaR avec un niveau de con�ance de 99%.

8.2 Evaluation de la VaR selon la distribution des P&L

8.2.1 Cas de la distribution normale

Supposons que la distribution des pertes et pro�ts à la date t soit une distribution normale

d'espérance � et de variance � 2, représentée par :

Rt � N (� , � 2)

En supposant que les rendements Rt sur une seule période sont indépendants et suivent la

même loi normale de moyenne � et de variance � 2, les rendements sur la période T sont également

gaussiens avec une moyenne � T et une variance � 2T.

� = Pr(Rt � VaR(1 { � , T)) = Pr
�

Rt { � T

�
p

T
<

Va R(1 { � , T) { � T

�
p

T

�

� = Pr(Rt � VaR(1 { � , T)) = Pr
�

Rt { � T

�
p

T
<

VaR(1 { � , T) { � T

�
p

T

�

En notant z� = N{1 (� ), la VaR gaussienne est dé�nie par :

VaR(1 { � , T) { � T

�
p

T
= z�

VaR(1 { � , T) = z� � �
p

T + � T
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Pour une VaR à 1 jour, l'expression précédente se simpli�e à :

VaR(1 { � , 1) = z� � � + �

En pratique, pour des rendements journaliers, on peut considérer que le terme en � est négli-

geable par rapport à � , d'où :

VaR(1 { � , 1)� z� � �

avec z� négatif.

Remarque : Si nous supposons que les variations successives de la valeur du portefeuille sont

normales, indépendantes et centrées, alors :

VaR(1 { � , T jours ) =
p

T � VaR(1 { � , 1jour )

Ainsi, la mesure VaR permet de passer d'une mesure de risque basée sur la volatilité à une

mesure de risque basée sur un quantile.

Considérons une distribution centrée réduite. Pour un niveau de con�ance de 99% (soit � =

1%), la Value-at-Risk (VaR) est de -2,33. Avec� = 1 et z� = {2, 33 , cela indique qu'il y a 99% de

probabilité que la perte sur l'actif ne dépasse pas 2,33. En d'autres termes, il est probable à 99%

que le rendement de l'actif soit supérieur ou égal à -2,33 sur la période considérée.

Visualisons ce concept à travers le graphique suivant :

{2.330 � 1 { �
{2.33

2/2)/sqrt(2 � pi); Loinormalecentrerduite2/2)/sqrt(2 � pi); [fill = green, domain = {2.33 : 6, samples = 50]exp({x 2/2)/sqrt(2 � pi);

8.2.2 Cas d'une distribution non Normale

Il est important de souligner que les rendements peuvent ne pas suivre une loi normale. Dans

ce cas, deux paramètres ont une grande importance dans la distribution des rendements :

� le coef�cient de Skewness

� le coef�cient de Kurtosis

Le coef�cient de Skewness (ou coef�cient d'asymétrie de Fisher)

Ce coef�cient mesure l'asymétrie d'une distribution. Il est associé au moment d'ordre 3 d'une

distribution. Sa formule de calcul est la suivante :

Sk =
E[x { E(x)]3

� 3

� est l'écart-type et x représente les rentabilités.
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� Si Sk = 0 alors la distribution est symétrique, comme la loi normale.

� Si Sk > 0 alors la distribution s'étale vers la droite et est dit à asymétrie positive.

� Si Sk < 0 alors la distribution s'étale vers la gauche et est dit à asymétrie négative.

Le coef�cient de Kurtosis (ou coef�cient d'aplatissement)

Le coef�cient de Kurtosis mesure l'aplatissement d'une distribution et est associé au moment

d'ordre 4 d'une distribution. Il est particulièrement utile pour déterminer les distributions ayant des

queues épaisses.

La formule de calcul du coef�cient de Kurtosis est la suivante :

K =
E[x { E(x)]4

� 4

où � est l'écart-type et x représente les rentabilités.

Les interprétations du coef�cient de Kurtosis sont les suivantes :

� Si K = 3, alors la distribution des rentabilités a un aplatissement similaire à celui de la distri-

bution normale, ce qui est appelé une distribution mésocurtique.

� Si K > 3, la distribution présente des queues épaisses et la courbe est plus pointue que celle

de la distribution normale, ce qui est appelé une distribution leptocurtique.

� Si K < 3, la distribution présente des queues plus �nes que celles de la loi normale et la

courbe est plus aplatique, ce qui est appelé une distribution platikurtique.

Figure 8.1 � Illustration des types de distributions basées sur le coef�cient de Kurtosis

Lorsque la distribution des rendements ne suit pas une loi normale, les coef�cients de skew-

ness et kurtosis sont très utiles car ils permettent de calculer une Value-at-Risk spéci�que à cette

forme de distribution. Dans ce cas, il convient de corriger le quantile précédent de la loi normale,

z� , puisque la distribution des rendements ne s'apparente plus à une loi normale.

Ainsi, la valeur corrigée de z� , notée w� , prend en compte les coef�cients de skewness S et de

kurtosis K des rendements. La formule est la suivante :
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w� = z� +
1
6

(z2
� { 1)S +

1
24

(z3
� { 3z � )K {

1
36

(2z3
� { 5z � )S2

Le calcul de la Value-at-Risk se fait de manière similaire au calcul de la VaR dans le cas d'une

loi normale. Il suf�t alors de remplacer z� par w� .

Il est clair que si nous faisions une prévision de la VaR sur une période dans le cas d'une loi

normale et dans le cas d'une loi non normale, nous observerions un comportement global similaire

entre les deux types de VaR.

8.3 Test statistiques

8.3.1 Test de Shapiro-Wilk

Description

Très populaire, le test de Shapiro-Wilk est basé sur la statistique W. En comparaison des autres

tests, il est particulièrement puissant pour les petits effectifs (n � 50). La statistique du test s'écrit :

W =

�
P [n

2 ]
i=1ai

�
x(n{i+1) { x (i)

� � 2

P
i(xi { �x)2

où

� x(i) correspond à la série des données triées ;

� [n/2] est la partie entière du rapport n/2 ;

� ai sont des constantes générées à partir de la moyenne et de la matrice de variance-covariance

des quantiles d'un échantillon de taille n suivant la loi normale.

La statistique W peut donc être interprétée comme le coef�cient de détermination (le carré du

coef�cient de corrélation) entre la série des quantiles générées à partir de la loi normale et les

quantiles empiriques obtenus à partir des données. Plus W est élevé, plus la compatibilité avec la

loi normale est crédible. La région critique, rejet de la normalité, s'écrit :

R.C. : W< Wcrit

8.4 Test de Jarque-Bera

Le test de normalité de Jarque-Bera est fondé sur les coef�cients d'asymétrie et d'aplatisse-

ment. Il évalue les écarts simultanés de ces coef�cients avec les valeurs de référence de la loi
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normale. La formulation est très simple et il ne devient réellement intéressant que lorsque les

effectifs sont élevés.

Prenons les coef�cients d'asymétrie et d'aplatissement de Pearson ( � 1 = � 3
� 3 et � 2 = � 4

� 4 ), la

seule différence avec ceux de Fisher est que le second coef�cient n'est pas normalisé, c'est-à-dire

� 2 = 3 pour la loi normale.

On propose les estimateurs

b1 =
1
n

X

i

(xi { �x)3
 

1
n

X

i

(xi { �x)2
! { 3

2

b2 =
1
n

X

i

(xi { �x)4
 

1
n

X

i

(xi { �x)2
! {2

La statistique de test est la suivante :

T = n

 
b2

1
6

+
(b2 { 3) 2

24

!

Elle est distribuée asymptotiquement selon une loi du � 2 à 2 degrés de liberté.

8.5 Méthodes d'Estimation de la VaR

8.5.1 Approche Historique

Hypothèses

� Stationnarité des Rendements : Les rendements des facteurs de risque doivent être station-

naires, ce qui implique que les modèles de rendements passés re�ètent ceux futurs. Cela

suppose que les variations futures se comporteront de manière similaire aux variations ob-

servées dans le passé.

fRt
(w) = fR(w)

� les rendements R1, : : : , RT sont supposés être indépendamment distribués :

R1, R2, : : : , RT � indépendants

Méthdologie

La méthode historique est une technique simple pour estimer les mesures de risque basée

sur la distribution empirique des rendements historiques. Cette méthode consiste à utiliser les
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fractiles empiriques des données historiques de rendements pour estimer la VaR. Par exemple,

pour un niveau de con�ance de 99% et un échantillon de 1000 rendements historiques, la VaR

correspond à la 10ème plus grande perte.

Principe

Plus concrètement, cette méthode consiste à reconstituer les N valeurs historiques pour chaque

actif constituant notre portefeuille, puis évaluer la variation de la valeur du portefeuille à la date j

par rapport à celle du calcul de la VaR. On obtient ainsi N{1 pertes et pro�ts (P&L) qu'on assimile à

des pertes même si certaines d'entre elles sont des gains. Ces valeurs vont permettre la construc-

tion implicite d'une distribution empirique à partir de laquelle on peut extraire le quantile d'ordre � .

Pour ce faire, il suf�t de ranger les N{1 pertes potentielles f L1, L2, : : : , LN{1 g et de prendre la valeur

absolue de la N� -ème plus petite valeur si N� est entier, sinon on procède par une interpolation

linéaire. La VaR historique s'écrit donc de la façon suivante :

VaR R1,� =

8
<

:

�
�
�L(N� )

�
�
� ; si N� est entier

L(N� ) + (N� { N � )
�

L(N� +1) { L (N� )

�
; sinon

Avec : N� = [N � � ] la partie entière de N � � .

Cette technique est généralement affaiblie par sa grande dépendance des données qu'elle uti-

lise. Ceci rend l'estimation du quantile locale et, par la suite, sa vitesse de convergence faible. Il

faut stocker donc un très grand nombre d'observations (véri�cation de la loi des grands nombres)

a�n d'améliorer cette estimation et pouvoir tenir compte des événements extrêmes.

L'utilisation des données historiques pose un autre problème vu que la VaR historique est in-

capable de prendre en considération les événements futurs plausibles si ceux-ci n'apparaissent

pas dans le passé. De plus, cette méthode affecte un même poids à toutes les données, qu'elles

soient anciennes ou récentes. Or, on sait que les données récentes jouent un rôle plus important

dans l'estimation. En�n, la longueur de l'historique, utilisée pour le calcul de la VaR, s'avère dif�cile

à choisir. D'une part, l'observation des événements rares nécessite un grand nombre de données,

et d'autre part, la prise en compte des données trop anciennes peut affaiblir la pertinence des

estimations.

Avantages

L'avantage majeur de la méthode historique réside dans le fait qu'elle allie simplicité et large

application.

� Elle représente manifestement la plus intuitive des techniques de calcul de la VaR. La procé-

dure est en effet simple et fournit des résultats faciles à interpréter.
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� Elle ne formule aucune hypothèse quant à la forme des distributions des rendements, ni

quant à la linéarité des relations entre le prix et les facteurs de risque. Elle parvient ainsi à

s'adapter avec les spéci�cités des positions traitées et des marchés. Elle convient donc pour

gérer tout type de position dans toute condition de marché.

� Son caractère non paramétrique lui évite d'estimer des paramètres. Ceux-ci étant implicite-

ment présents dans l'historique des variations des facteurs de marché. La méthode histo-

rique ne requiert donc pas de calculs préliminaires.

� En�n, on peut dire qu'elle échappe au risque de modèle puisque, du fait de son caractère non

paramétrique, elle n'utilise aucun modèle d'évaluation.

8.5.2 Méthode de Monte Carlo

La méthode de Monte Carlo implique la simulation répétée des futurs possibles des facteurs

de risque, en utilisant différentes hypothèses, a�n d'obtenir une distribution des pertes et pro�ts.

Cette distribution est ensuite utilisée pour estimer un fractile. Bien que cette approche puisse

théoriquement s'adapter à différentes lois de probabilité des facteurs de risque, elle est souvent

utilisée en supposant que les variations des paramètres de marché suivent des lois normales, pour

des raisons techniques.

Méthodologie

Cette méthode ne repose sur aucune hypothèse spéci�que, ce qui la rend applicable à divers

types de portefeuilles. Cependant, sa mise en ÷uvre peut être complexe et lourde. Son principe

consiste à simuler les données nécessaires, notamment en identi�ant les processus stochas-

tiques des facteurs de risque, modélisant l'évolution de leurs prix et déterminant le modèle ap-

proprié. Une fois ces processus stochastiques dé�nis, on obtient une distribution des pertes et

pro�ts à partir de laquelle on estime le fractile recherché.

Avantages

La méthode de Monte Carlo offre une grande �exibilité et semble pouvoir gérer divers types

de positions et conditions de marché, y compris des événements extrêmes et la non-stationnarité

des facteurs de risque. Elle est considérée comme un outil puissant et �exible pour la gestion du

risque.
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8.5.3 Approche Analytique (PARAMETRIQUE OU VARIANCE-COVARIANCE)

Les principales hypothèses simpli�catrices consistent à supposer que les rendements du por-

tefeuille et les facteurs de risque ont des distributions normales. Même si ces hypothèses ne sont

pas empiriquement justi�ées, elles permettent de simpli�er considérablement les calculs. Notons

cependant que si le portefeuille comporte des options, ces hypothèses ne sont plus valides.

Hypothèses

Stationnarité temporelle des facteurs de risque a�n d'estimer la moyenne et la volatilité des

rendements futurs du portefeuille à partir de données historiques. On véri�e la stationnarité en

faisant le test suivant :

Test de la racine unitaire : Le test de la racine unitaire sert à tester l'hypothèse de la station-

narité de la série ; ce qui revient à tester l'hypothèse H0 : � = 1, contre l'hypothèse alternative H1

: � < 1. � étant le coef�cient de la régression sur les rendements de notre portefeuille, dont voici

l'équation :

xt = � � xt{1 + ut

où ut est un bruit blanc

� Si � = 1 alors la variable xt est une variable intégrée d'ordre 1.C'est le cas du modèle de

marche aléatoire sans dérive (sans terme constant), dans ce cas on ne peut dire que la série

est stationnaire.

� Si � < 1alors la série est stationnaire.

Normalité des facteurs de risque

Linéarité de la relation entre les facteurs de risque et la valeur du portefeuille.

Méthodologie

� L'application de la méthode paramétrique consiste à suivre les étapes suivantes :

� Identi�er les facteurs de risque du portefeuille

� Calculer les rendements selon les formules suivantes :

� Rendement logarithmique :

rt = ln
�

Pt
Pt{1

�

� Rendement arithmétique :

rt =
Pt { P t{1

Pt{1
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où Pt est la valeur du portefeuille à l'instant t.

� Calculer la matrice de variance-covariance ( � ) pour ces rendements.

� Poser w le vecteur des pondérations de tous les actifs constituant le portefeuille, wT sa trans-

posée.

� Appliquer la formule :

VaRRj,1%
=

�
� + z1%�

p
wT� w

�
� Kt

Tel que :

� z1%le quantile correspondant à la loi normale pour le niveau de con�ance de 99%, égale

alors à 2.33 d'après la table de la loi normale centrée réduite,

� � la moyenne des rendements qui est généralement nulle,

� Kt est la valeur du portefeuille à la date t, jour du calcul de la VaR.

Avantages

L'avantage fondamental de la méthode paramétrique par rapport aux autres méthodes réside

dans la simplicité de la mise en ÷uvre de celle-ci, surtout pour le cas des actions. On peut résumer

ses atouts comme suit :

� L'hypothèse de normalité des variations des prix, sur laquelle se base cette méthode, simpli�e

considérablement l'estimation de la VaR. De plus, les données nécessaires pour calculer la

matrice des variances-covariances sont généralement facilement disponibles bien qu'assez

volumineuses. Par conséquent, l'estimation de la VaR s'effectue rapidement et requiert peu

de ressources informatiques.

� En supposant que les changements des prix sont normalement distribués, la méthode per-

met d'exprimer la VaR pour toutes les combinaisons possibles du niveau de con�ance et

de l'horizon de calcul, contrairement à la méthode historique qui, en augmentant l'horizon

de calcul, nous fait perdre une large partie des observations. Cette possibilité d'ajustement

rend la VaR potentiellement riche en informations.

� En�n, la méthode paramétrique jouit d'une grande objectivité du fait que la procédure d'esti-

mation est particulièrement intuitive.

Inconvénients

L'un des principaux inconvénients de la méthode paramétrique est sa dépendance à l'hypo-

thèse de normalité des rendements. Cette méthode n'est pas appropriée pour les portefeuilles
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avec des produits non linéaires, comme les options. De plus, elle est limitée face aux distribu-

tions de rendements présentant des queues épaisses ou des caractéristiques non normales. Ces

limitations peuvent conduire à une sous-estimation du risque, en particulier lors des événements

extrêmes.



Chapitre 9

Backtesting

9.1 Principe

La Value at Risk (VaR) nécessite aujourd'hui une procédure de backtesting pour véri�er la soli-

dité des modèles utilisés. Cette démarche permet de s'assurer que les pertes observées (ex-post)

sont cohérentes avec la VaR calculée (ex-ante).

Le backtesting consiste à recenser le nombre d'exceptions sur une période donnée, généra-

lement d'une année, avec un minimum de 250 observations. L'objectif est de valider le modèle

de VaR en comparant un résultat ex-post avec la valeur prédite ex-ante. Comme la VaR ex-post

ne peut pas être directement observée (car c'est un quantile de la distribution), on utilise la perte

(performance) à la place. Une exception se produit lorsque la performance dépasse la VaR ex-ante

sur le même horizon. Le nombre d'exceptions est ensuite véri�é à l'aide d'un test de validation.

9.2 Le test de Kupiec

Le test de Kupiec est un test de couverture inconditionnelle proposé par Kupiec (1995). Il per-

met de dé�nir cinq domaines en fonction du nombre d'exceptions.

Nous reprenons notre variable aléatoire :

It(� ) =

8
><

>:

1 si perft,t+1 < VaRt(� )

0 si perft,t+1 � VaRt(� )
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Validation de la proportion d'exceptions

Pour la suite de notre raisonnement, nous considérons une hypothèse de VaR à 95

It(� ) =

8
><

>:

1 avec probabilité p = 5%

0 avec probabilité 1 { p = 95%

Soit N le nombre d'observations. On dé�nit t 2 f 1,: : : , Ng et P(k) comme la probabilité d'obser-

ver exactement k exceptions, c'est-à-dire d'observer perft,t+1 < VaRt(� ) :

P(k) =
�

N
k

�
pk(1 { p) N{k

où (Nk) = N!
(N{k)!k!

.

Le test de Kupiec permet de déterminer trois zones en fonction du nombre d'exceptions, du

nombre d'observations et du niveau de con�ance de la VaR :

Bornes Zone de Kupiec Proportion d'exceptions
[0 : Borneverte] Verte Satisfaisante par rapport au niveau de con�ance

[Borneverte + 1 :Bornejaune] Jaune Légèrement élevée pour le niveau de con�ance
[Bornejaune + 1 : N] Rouge Très élevée pour le niveau de con�ance

Les bornes sont dé�nies comme suit :

Borneverte = max(n) tel que
nX

k=0

P(k) < � 1, avec � 1 = 0.95

Bornejaune = max(n) tel que
nX

k=0

P(k) < � 2, avec � 2 = 0.9999

Les coef�cients � 1 et � 2 sont choisis indépendamment du niveau de con�ance de la VaR.

Validation de la proportion d'observations valides

Le premier test de Kupiec a permis de véri�er si la proportion d'exceptions n'était pas trop

élevée, mais il ne permet pas de déterminer si le nombre d'exceptions est trop faible. On applique

donc de nouveau le test de Kupiec pour valider la proportion d'observations valides.

On dé�nit alors :

It(� ) =

8
><

>:

1 avec probabilité q = 95%

0 avec probabilité 1 { q = 5%
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Soit N le nombre d'observations, et on pose t 2 f 1,: : : , Ng. On dé�nit P(k) comme la probabilité

d'observer exactement k observations valides, c'est-à-dire d'observer perft,t+1 � VaRt(� ) :

P(k) =
�

N
k

�
qk(1 { q) N{k

où (Nk) = N!
(N{k)!k!

.

Le test de Kupiec permet de dé�nir trois zones en fonction du nombre d'observations valides,

du nombre d'observations et du niveau de con�ance de la VaR :

Bornes Zone de Kupiec Proportion d'observations valides
[0 : Borneverte] Verte Satisfaisante par rapport au niveau de con�ance

[Borneverte + 1 :Bornejaune] Jaune Légèrement élevée pour le niveau de con�ance
[Bornejaune + 1 : N] Rouge Très élevée pour le niveau de con�ance

Bornes Zone de Kupiec Proportion d'exceptions
[N { Bornejaune { 1 : 0] Rouge Très faible par rapport au niveau de con�ance

[N { Borneverte { 1 : N { Bornejaune] Jaune Légèrement faible pour le niveau de con�ance
[N : N { Borneverte] Verte Satisfaisante pour le niveau de con�ance

Validation du backtesting

En considérant l'intersection des différentes zones dé�nies précédemment, on obtient cinq

zones en fonction du nombre d'exceptions :

Figure 9.1 � Interprétation des zones du test de Kupiec et zones pour 250 observations

Zone Interprétation
Rouge ++ La VaR est largement surestimée
Jaune + La VaR est légèrement surestimée

Verte La VaR est satisfaisante sur cet échantillon
Jaune � La VaR est légèrement sous-estimée
Rouge � La VaR est largement sous-estimée

Nombre d'exceptions Zone
[0; 2] Rouge ++
[3; 7] Jaune +
[8; 17] Verte

[18; 26] Jaune -
[27; 250] Rouge �

9.3 Test de Maximum de Vraisemblance

Le test de MV (Kupiec's "proportion of failures" test) permet d'évaluer si un modèle d'evaluation

de la VaR est statistiquement conforme à l'hypothèse nulle selon laquelle la proportion réelle des

pertes dépassant la VaR estimée est égale à la probabilité attendue de dépassement.

Statistique du test :

LRpof = {2 log

0

@ (1 { p) T{n � pn

�
1 { n

T

� T{n �
� n

T

� n

1

A � � 2(1, 0)
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où :

� T est le nombre de périodes observées

� n est le nombre d'exceptions observées

� p est la probabilité attendue de dépassement de la VaR

Si la valeur de LRpof est supérieure à la valeur critique, on rejette l'hypothèse nulle. Cela signi�e

qu'il y a une différence statistiquement signi�cative entre la proportion réelle des pertes dépassant

la VaR et la probabilité attendue de dépassement.
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Stress testing

Le stress testing : Permet à la banque de prouver, lors de simulations de situations ex-

trêmes, la validité de ses méthodes statistiques en cas de crise économique.

Le stress testing est un processus complet où des outils statistiques sont utilisés comme

guide pour évaluer comment des scénarios macroéconomiques défavorables peuvent affecter la

résilience d'une banque.

Les banques utilisent des modèles complexes et des techniques statistiques pour estimer l'im-

pact potentiel de ces scénarios sur leurs bilans, leurs capitaux propres, leur liquidité et d'autres in-

dicateurs clés. En utilisant ces données, les autorités de régulation peuvent évaluer si une banque

est suf�samment résistante pour survivre à de telles circonstances et protéger les intérêts des

déposants et du système �nancier dans son ensemble.

Les résultats des stress tests peuvent également aider les banques à identi�er les domaines

de faiblesse potentiels dans leur structure �nancière et à prendre des mesures correctives pour

renforcer leur résilience.
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Résultats Pratiques

11.1 Automatisation des taux de Bank Al-Maghrib avec VBA

11.1.1 Application Pratique Sur VBA/Excel

Pour illustrer notre méthode, nous nous appuyons sur la courbe de référence des taux publiée

quotidiennement par Bank Al-Maghrib. Cette courbe, dérivée des taux de rendement des transac-

tions récentes sur les bons du Trésor, offre une vue des taux du marché secondaire pour diffé-

rentes échéances. Avant d'appliquer notre méthode, nous devons homogénéiser ces taux pour

garantir une base de calcul uniforme pour toutes les maturités. En effet, les taux monétaires à

court terme sont souvent exprimés en base Exact/360, tandis que ceux des bons du Trésor à long

terme sont en base Exact/Exact. Pour cette raison, il est nécessaire de convertir tous les taux en

base Exact/Exact.

Les placements à long terme génèrent des coupons annuels, tandis que ceux à court terme

sont in �ne. La conversion des taux monétaires en base actuarielle est donc indispensable pour

assurer l'homogénéité. Si TM représente le taux de dépôt monétaire et TA le taux converti en

base actuarielle (taux zéro-coupon actuariel), alors la valeur du taux zéro-coupon est dé�nie par

l'équation :

TA =
�

1 +
TM � T

365

� 365
T

{ 1

Avec T la maturité résiduelle, qui correspond à la différence entre la date d'échéance et la date

de valorisation.

Pour calculer les taux zéro-coupon sur le long terme pour toutes les maturités, nous utilisons

une application VBA-Excel de bootstrap.

Cette application, utilisant la technique de scrapping pour télécharger automatiquement la
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courbe de référence des taux depuis le site de Bank Al-Maghrib, simpli�e considérablement le

processus.

Figure 11.1� Interface VBA part 1

Figure 11.2 � Interface VBA part-2

Dans cette partie, nous avons présenté une méthode pratique utilisant l'outil VBA/Excel pour

convertir les taux monétaires en taux zéro-coupon actuariels, garantissant ainsi une cohérence

dans les calculs pour toutes les échéances. En développant une application dédiée, nous avons

automatisé le téléchargement de la courbe de référence des taux depuis le site de Bank Al-Maghrib,

simpli�ant ainsi la collecte des données de taux zéro-coupon. Cette approche constitue une solu-

tion ef�cace pour obtenir les taux zéro-coupon à long terme, une étape cruciale dans l'accumula-

tion de données nécessaires à la calibration de nos modèles stochastiques.
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11.2 Modélisation des Taux

Dans cette section, nous allons explorer la calibration des deux modèles de taux d'intérêt : le

modèle de Va²í£ek et le modèle de Cox-Ingersoll-Ross (CIR). Grâce aux données de taux zéro-

coupon obtenues à partir de notre application précédente, nous serons en mesure de calibrer ces

deux modèles et d'ajuster leurs paramètres pour mieux re�éter les conditions du march

Date de référence 1 J 7 J ... 28 ans 29 ans 30 ans
2024-04-16 0.030969 0.030923 .. 0.053596 0.055139 0.056484
2024-04-15 0.030969 0.030924 .. 0.053489 0.055029 0 .056377
2024-04-09 0.030969 0.030929 .. 0.053406 0.054918 0.056272

... ..
2005-01-04 0.023544 0.023543 .. 0.064992 0.064824 0.064667
2005-01-03 0.023377 0.023443 .. 0.065071 0.064900 0.064740

Table 11.1� Tableau des taux zc pour certaines dates et maturités

11.2.1 Modèle de Va²í£ek

Pour obtenir les paramètres, nous allons suivre les étapes suivantes :

� Dé�nir la fonction de coût à minimiser.

� Utiliser une méthode d'optimisation pour trouver les paramètres a,b et � qui minimisent cette

fonction de coût.(Exemple : méthode de Nelder-Mead)

Pour résoudre ce programme non linéaire, nous allons minimiser l'erreur entre les taux zéro

coupon réels Y(t, T)et les taux zéro coupon estimés Ŷ(t, T). L'objectif est de trouver les paramètres

a,b et � qui minimisent cette erreur. La fonction de coût à minimiser est la somme des différences

carrées entre les taux réels et estimés.

La fonction de coût est dé�nie comme suit :

min Erreur = min
nX

k=0

mX

i=0

�
Y(ti, Tk) { Ŷ(ti, Tk)

� 2

où :

� Y(t, T) sont les taux zéro coupon réels.

� Ŷ(t, T) est donné par :

Ŷ(t, T) = {
log(P(t, T))

T { t

avec P(t, T) étant le prix du zéro coupon entre t et T.

Les paramètres à estimer sont : a, b, �
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La fonction de coût devient donc :

Erreur =
nX

k=0

mX

i=0

�
Y(ti, Tk) +

log(P(t i, Tk))
Tk { t i

� 2

L'objectif est de trouver les valeurs de a, b et � qui minimisent cette erreur.

Implémentation :

Pour résoudre le problème de minimisation dans notre modélisation, nous avons fait appel à la

programmation en Python. Grâce à l'utilisation de la bibliothèque SciPy, nous avons pu concrétiser

cette opération de minimisation. Après avoir achevé l'implémentation, nous présentons ci-dessous

les résultats obtenus :

Paramètre Valeur

a 0.0435085

b 0.05478825

� 0.01056374

Graphiques :

Figure 11.3 � La Courbe des taux zéro-coupon
observés et modélisés pour le 2024-04-01

Figure 11.4 � La Courbe des taux zéro-coupon
observés et modélisés pour le 2010-01-06

Figure 11.5 � Comparaison des courbes des taux zéro-coupon

Le modèle de Va²í£ek utilisé pour estimer les taux zéro-coupon parvient à capturer correcte-

ment les tendances des taux réels pour des maturités courtes à moyennes. Cependant, il montre

des limites pour les maturités plus longues, où il sous-estime les taux observés.



11.2 Modélisation des Taux 105

11.2.2 Modèle de CIR

Les résultats des paramètres sont les suivants :

Paramètre Valeur

a 0.1137805121585627

b 0.05011965977532673

� 0.019999641509027735

11.2.3 Choix de Modèle

AIC Va²í£ek: 4460.481627953

AIC CIR: 88976.059040599

Nous pouvons observer que le modèle de Va²í£ek offre un meilleur ajustement que celui de CIR.

Par conséquent, pour les simulations ultérieures, nous privilégierons l'utilisation du modèle de

Va²í£ek.

11.2.4 Estimation de la VaR

Calcul de la VaR du portefeuille obligataire

Dans cette section, nous nous attacherons à estimer la Valeur à Risque (VaR) de notre porte-

feuille obligataire, un outil essentiel pour la gestion des risques �nanciers.
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Notre portefeuille se compose de 226 obligations, chacune ayant une valeur nominale distincte

et représentant divers horizons de maturité et taux d'intérêt. Ces obligations forment un ensemble

diversi�é qui permet de tester l'ef�cacité de chaque méthode de calcul de la VaR en capturant les

nuances du risque lié aux taux d'intérêt.

Table 11.2 � Tableau des obligations

Code ISIN Code interne Maturité Nominal Taux (%) Date de valeur Date d'échéance
MA0000000001 BDT 10Y 210,000,000 6.2 2023-03-04 2026-03-07
MA0000000002 BDT 10Y 479,710,000 6.2 2023-07-10 2026-06-28
MA0000000003 BDT 10Y 210,000,000 6.2 2023-03-02 2025-08-01
MA0000000004 BDT 10Y 221,130,000 6.2 2023-04-16 2025-07-29
MA0000000005 BDT 10Y 9,520,000 6.2 2023-06-01 2026-09-03

nominal txno %

count 2.260000e+02 226.000000
mean 7.585027e+07 3.831681
min 2.800000e+05 1.850000
25% 1.400000e+07 2.700000
50% 2.565500e+07 4.000000
75% 7.686000e+07 4.650000
max 5.875800e+08 6.200000
std 1.138810e+08 1.266337

Table 11.3 � Statistiques descriptives de notre portefeuille Obligataire

Objectif : L' objectif est de calculer la VaR en utilisant les trois approches pour un horizon d'un

jour et un niveau de con�ance de 99%.

VaR Historique

Pour estimer la VaR selon la méthode historique, nous analyserons la valeur de notre porte-

feuille sur la période allant du 6 janvier 2010 au 16 avril 2024.

� Évaluation du portefeuille pour chaque date ;

� Calcul des P&L.
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Date_De_Valeur Valeur P&L
2024-04-16 1.832948e+10 5.601216e+06
2024-04-15 1.833508e+10 -5.310476e+06
2024-04-14 1.834039e+10 -5.219457e+05
2024-04-13 1.834092e+10 1.281988e+06
2024-04-12 1.833963e+10 -2.058669e+06
... ... ...
2010-01-10 1.653878e+10 2.190918e+06
2010-01-09 1.653659e+10 1.149772e+06
2010-01-08 1.653544e+10 1.719021e+06
2010-01-07 1.653372e+10 1.722806e+06
2010-01-06 1.653200e+10 NaN

Table 11.4 � Tableau des valorisations et des P&L

Ensuite, nous véri�ons la stationnarité des P&L.

Pour cela, nous utilisons le test de Dickey-Fuller augmenté (ADF) pour évaluer la stationnarité

de la série temporelle des P&L :

8
><

>:

H0 : Les P&L ne sont pas stationnaires (il y a une racine unitaire)

H1 : Les P&L sont stationnaires (pas de racine unitaire)

ADF Statistic: -9.583957452125324

p-value: 2.1216959844946843e-16

! La statistique ADF est très négative et la p-value est inférieure à 0,05. Ces résultats indiquent

que nous pouvons rejeter l'hypothèse nulle (H0) et conclure que la série des P&L est stationnaire.

Apres calculation de valeur Portefeuille nous procedons de calculer la VaR au seuil 99%, on

trouve :

Montant (en MAD)

VaR 66 429 729.96

Table 11.5 � Estimation de la VaR-Historique pour le portefeuille

Note : La valeur indiquée représente la perte maximale prévue au 17/04/2024, avec un niveau de

con�ance de 99%.

VaR Monte Carlo

Pour évaluer la Valeur à Risque (VaR) de notre portefeuille en utilisant l'approche Monte Carlo,

nous suivons une méthodologie structurée en plusieurs étapes. Cette approche permet de captu-
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rer les risques inhérents aux variations des taux d'intérêt sur les valorisations du portefeuille. Voici

les étapes détaillées de cette approche :

� 1. Simulation des Taux Spot : Nous utilisons le modèle de Va²í£ek pour simuler les taux spot

rt. Ce modèle est décrit par l'équation différentielle stochastique suivante :

drt = a(b { r t)dt + � dWt

Pour simuler les taux sur une période �nie, nous discrétisons cette équation de la manière

suivante :

rt+1 = rte
{a � t + b

�
1 { e {a � t

�
+ �

s
1 { e {2a � t

2a
�

où � est un terme de bruit blanc normal N (0, 1)et � t représente le pas de temps.

Scénario 1 J 7 J � � � ZC 30Y
scenario_0 0.030897 0.030917 � � � 0.047424
scenario_1 0.030980 0.030999 � � � 0.047470

...
scenario_5997 0.030922 0.030942 � � � 0.047438
scenario_5998 0.031174 0.031194 � � � 0.047578
scenario_5999 0.030857 0.030876 � � � 0.047402

Table 11.6 � Simulation des taux spot par scénario

Figure 11.6 � Taux Zero-Coupon Simulés

� 2. Obtention des Taux Zéro-Coupon Pour chaque simulation des taux spot rt, nous calculons
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les taux zéro-coupon zt correspondants. Ces taux sont essentiels pour la valorisation des

obligations composant notre portefeuille.

� 3. Génération des Simulations Nous procédons à un total de 6000 simulations pour obtenir

une distribution représentative des taux d'intérêt et des valorisations potentielles du porte-

feuille.

Date_De_Valeur Valeur P&L
scenario_0 1.828703e+10 -4.245465e+07
scenario_1 1.828257e+10 -4.691511e+07
scenario_2 1.828620e+10 -4.328027e+07
scenario_3 1.828875e+10 -4.073412e+07
scenario_4 1.827959e+10 -4.989068e+07

...
scenario_5995 1.827881e+10 -5.066846e+07
scenario_5996 1.828475e+10 -4.473642e+07
scenario_5997 1.828569e+10 -4.379330e+07
scenario_5998 1.827201e+10 -5.747022e+07
scenario_5999 1.828925e+10 -4.023646e+07

Table 11.7� Tableau des valorisations et des P&L pour différents scénarios
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� 4. Calcul de la VaR :

À partir des 6000 simulations, nous évaluons la valeur du portefeuille pour chaque scénario

et calculons les pro�ts et pertes (P&L) correspondants. La Valeur à Risque (VaR) est détermi-

née comme le quantile à 1% des P&L. Cela signi�e que dans 1% des cas, les pertes dépassent

cette valeur.

Montant (en MAD)

VaR 61 193 372.19

Table 11.8 � Estimation de la VaR Monte Carlo pour le portefeuille

� Conclusion

L'approche Monte Carlo nous a permis de simuler les taux d'intérêt et d'évaluer leur impact

sur les valorisations du portefeuille. La VaR calculée, s'élevant à

61 193 372.19 MAD, représente la perte potentielle maximale à un niveau de con�ance de

99% sur la période considérée. Cette méthode fournit une évaluation robuste et �exible du

risque de marché associé aux variations des taux d'intérêt.

VaR Analytique

Pour calculer la VaR en utilisant l'approche analytique, nous suivons les étapes suivantes :

� 1. Calcul des Rendements : Nous calculons les rendements du portefeuille à l'aide de la

formule suivante :

Rt = log
�

Pt
Pt{1

�

où Pt est la valeur du portefeuille à la date t.

� 2. Véri�cation de la Normalité des Rendements : Nous utilisons deux tests statistiques pour

véri�er la normalité des rendements : le test de Jarque-Bera et le test de Shapiro-Wilk.
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Figure 11.7� Visualisation de la normalité

Test de Shapiro-Wilk (H0: la distribution est normale) : p-value = 1.0

Le test de Shapiro-Wilk suggère que notre distribution est normale.

� 3. Détermination des Paramètres : Supposons que notre distribution suive une loi normale.

Nous calculons alors la moyenne ( � ) et l'écart-type (� ) des rendements :

Moyenne des rendements : 1.9795330375474624e-05

Écart-type des rendements : 0.0030689586861336964

� 4. Calcul de la VaR : La VaR au seuil de 99% est déterminée en utilisant la formule suivante :

VaR99% = � + � � z-score99%

où :

� � est la moyenne des rendements,

� � est l'écart-type des rendements,

� z-score 99% est le z-score correspondant au niveau de con�ance de 99%. Pour une dis-

tribution normale, ce z-score est généralement de 2.33.

Montant (en MAD)

VaR 131 068 145.57

Table 11.9 � Estimation de la VaR Analytique
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Conclusion

L'approche analytique pour le calcul de la VaR repose sur l'hypothèse que les rendements

suivent une distribution normale. En se basant sur cette hypothèse, nous avons calculé la VaR

à un niveau de con�ance de 99 % et obtenu une valeur de 131 068 145,57 MAD.

11.3 Comparaison les trois Approches

Dans cette étude, nous avons calculé la Valeur à Risque (VaR) de notre portefeuille obligataire

en utilisant trois approches différentes : historique, Monte Carlo, et analytique. Les résultats obte-

nus, pour un niveau de con�ance de 99%, sont présentés ci-dessous :

Méthode VaR (en MAD)

Historique 66,429,729.96

Monte Carlo 61,193,372.19

Analytique 131,068,145.57

Table 11.10� Comparaison des VaR selon les différentes approches

VaR Historique

La méthode historique repose sur les variations passées du portefeuille pour estimer la perte

potentielle maximale. Elle ne fait aucune hypothèse sur la distribution des rendements. La VaR

obtenue (66,429,729.96 MAD) est intermédiaire par rapport aux autres méthodes.

VaR Monte Carlo

En simulant des scénarios de taux d'intérêt à l'aide du modèle de Va²í£ek, cette approche

génère une distribution de rendements potentiels du portefeuille. La VaR calculée (61,193,372.19

MAD) est la plus basse des trois. Cela indique que, sous les hypothèses du modèle, les risques

extrêmes sont moins sévères comparativement aux autres méthodes.

VaR Analytique

Cette méthode, basée sur l'hypothèse de normalité des rendements, produit la VaR la plus éle-

vée (131,068,145.57 MAD). Cette estimation re�ète une plus grande sensibilité aux pertes extrêmes

si les rendements suivent une distribution normale. Cependant, cette méthode peut surestimer le

risque dans les cas où les rendements ne sont pas parfaitement normaux.



11.3 Comparaison les trois Approches 113

11.3.1 Conclusion

En résumé, chaque méthode de calcul de la VaR présente ses propres avantages et limita-

tions. La méthode historique est simple à appliquer et ne nécessite aucune hypothèse de distribu-

tion, mais elle peut manquer de précision dans la capture des événements extrêmes. La méthode

Monte Carlo, bien que plus sophistiquée, dépend fortement du modèle de simulation choisi et des

hypothèses sous-jacentes. En�n, la méthode analytique offre une approche rapide basée sur des

hypothèses de normalité, mais peut surestimer le risque si ces hypothèses ne sont pas respec-

tées. Pour une gestion ef�cace des risques, il peut être judicieux d'utiliser une combinaison de ces

approches pour obtenir une vision plus complète des risques potentiels.
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11.4 Backtesting

11.4.1 Test des Exceptions (Kupiec's POF Test)

On va utiliser le test de MV qu'on a cité dans le chapitre 9.

La statistique de test :

LRpof = {2 log

0

@ (1 { p) T{n � pn

�
1 { n

T

� T{n �
� n

T

� n

1

A

où p est le niveau de con�ance, T est le nombre total de jours, et n est le nombre d'exceptions.

Ce code python permet de tester le nombre des exceptions qui ne doit pas normalement depasser

le T � 1%

Listing 11.1 � Test des Exceptions (Kupiec's POF Test)

dff

VaR = -VaR_Hist

# Calcul des exceptions

dff[ ' Exception ' ] = dff[ ' P&L' ] < -VaR

num_exceptions = dff[ ' Exception ' ].sum()

T = len(dff) # Nombre total d'observations

p = 0.01 # Taux de defaillance attendu (pour une VaR au niveau de confiance de 99

LR_pof = -2 * np.log(((1 - p)**(T - num_exceptions) * p**num_exceptions) /

((1 - num_exceptions/T)**(T - num_exceptions) * (num_exceptions/T)**

num_exceptions))

p_value = chi2.sf(LR_pof, 1)

print(f"Nombre d ' exceptions : {num_exceptions}")

print(f"Statistique du test Kupiec POF : {LR_pof}")

print(f"Valeur p : {p_value}")
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