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Résumé

Résume

Afin de garantir leur gain, les banques ont besoin de maitriser le risque du marché
auquel elles se trouvent confrontées. Pour cela, il leur faut des instruments qui leur permettent

de se couvrir contre ce risque. L objet de notre étude s’inscrit dans cette perspective.

En effet, notre travail consiste a élaborer des outils qui assurent la valorisation des
dérivés de taux, en utilisant les données marocaines. Pour ce faire, nous introduisons, dans le
premier chapitre, les différentes notions relatives au taux d’intérét, aux obligations et a la
courbe de taux. Dans le chapitre qui suit, nous essayons de modéliser la courbe de taux, en
ayant recours aux modeles déterministes et celles stochastiques. Et finalement, nous élaborons
des pricers pour I’évaluation des options de taux, il s’agit des pricers des options sur

obligations, de cap et de floor.

Mots clés :

Dérivés de taux, Courbe de taux, valorisation, modéles déterministes, modeles stochastiques,

Option sur obligation, cap, floor.
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Introduction

Introduction

Il est évident que le risque se trouve au cceur de toute stratégie d’investissement créée
sur les marchés financiers, c’est pour cela, que les analystes financiers sont toujours a la
recherche de moyens permettant la mesure et la gestion du risque. Il s’agit, en fait, de trouver

un certain equilibre entre les bénéfices et le risque.

C’est dans cette perspective que les marchés financiers ont élaboré leur propre
approche pour une allocation optimale du risque, grace aux produits dérivés, qui sont une

sorte d’assurance contre la possibilité de perte.

L’évolution de ces produits est due a I’affirmation d’un rendement accru des marchés

et d’une hausse des prix des maticres premicres, des taux de change des monnaies. ..

Cependant, 1’objectif de ces produits n’est plus limité & la couverture, il s’est étendu a
des fins de spéculation qui ont fait en sorte que les produits dérivés prennent une place tres

pesante parmi les activités financieres.

Le marché des produits dérivés est créateur de profits importants pour les banques, vu

la forte valeur ajoutée de ses opérations qui générent des marges tres intéressantes.

Parmi ces produits dérivés, il y a les dérivés de taux qui font I’objet de notre travail, et

qui permettent de se couvrir contre une évolution défavorable du taux d’intérét.

Dans ce contexte, 1’objectif principal de notre projet de fin d’études effectué au sein de
la salle des marchés de la Banque Centrale Populaire, est d’¢laborer des pricers pratiques
permettant la valorisation des prix des options sur obligation, des caps et des floors, et cela en

utilisant des données marocaines.

Pour ce faire, notre travail s’organise en trois chapitres, le premier chapitre sert a
présenter la société d’accueil, définir les principaux marchés financiers et leurs

caractéristiques, en donnant plus d’importance au marché de taux qui est le cadre de notre
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projet, et au niveau duquel, nous présentons les différentes notions dont nous avons besoin
dans la suite du travail, a savoir les différents types de taux d’intérét, les obligations et ses

caractéristiques, et finalement la courbe de taux qui fait 1’objet principal du chapitre suivant.

Le second chapitre est consacré, a la modélisation de la courbe de taux a travers des
modeles deterministes, et autres stochastiques qui permettent de faire les prévisions et
d’obtenir la courbe de taux zéro coupon marocaine, qui nous est utile pour la valorisation des

dérivés de taux.

Le troisiéme chapitre de ce mémoire, s’articule autour de la valorisation des dérivés
de taux, il s’agit des options sur obligations, des caps et des floors. Nous élaborons en
s’appuyant sur le modéle de Black, des pricers qui servent a calculer les prix de ces options

tout en se servant des prévisions effectués dans le chapitre précédent.
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I. Présentation du milieu du travail :

.1 Présentation de I’organisme d’accueil (BCP) :

Le Groupe Banque populaire est un groupe bancaire marocain créé en 1965. Il
comprend 11 banques régionales organisées sous forme de coopeératives, une Banque

Centrale populaire et plusieurs filiales :

Banque Populaires Régionales
Upline Group
Banque atlantique

Maroco-Centrafricaine

>

>

>

>

» Maroco-Guinéenne
» Meédia Finance

» CIB Offshore

» Chaabi Bank Espagna
>

Chaabi Bank Nederland

La Banque Centrale Populaire (BCP) est un établissement de crédit, sous forme de
société anonyme a Conseil d’Administration. Elle est cotée en bourse depuis le 8 juillet 2004.
La BCP assure un réle central au sein du groupe des Banques Populaires. Elle a deux

missions principales:

e Etablissement de crédit habilité a réaliser toutes les opérations bancaires, sans
toutefois disposer d’un réseau propre.

e Organisme central bancaire des Banques Populaires Régionales.

La BCP coordonne la politique financiére du Groupe, permet de refinancer les BPR et
de gérer leurs excédents de trésorerie ainsi que les services d’intérét commun pour le compte

de ses organismes.

Les actionnaires du groupe:

BPR (Banque Centrale Populaire) 42,49 %
Divers actionnaires 8,99 %
Régime Collectif d’Allocation de Retraite 6,41 %
Trésorerie générale 6,02 %
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Personnel 5,87 %
Office Chérifien du Phosphate 5,06 %
Banque populaire Caisses d'Epargne 5,00 %
Caisse Interprofessionnelle  Marocaine de | 4,79 %
Retraite

RMA Watanya 3,86 %
Caisse Marocaine des Retraites 2,58 %
Wafa Assurance 1,93%
International Finance Corporation 1,21 %
Mutuelles Centrale Marocaine d’ Assurances 0,90 %
Mutuelle Agricole Marocaine d’Assurances 0,90 %
Africa Capitalization Fund LTD 0,57 %
CNIA 0,20 %

Tableau 1 : Actionnaires de la Banque Populaire

1.2 Salle des marchés de la BCP :

La salle de marchés de la BCP est un lieu regroupant multiples services spécialisés
permettant aux Banques d'intervenir sur les Marchés de capitaux internationaux. Son objectif
est de trouver des ressources a codt réduit et des emplois rémunérateurs, tout en minimisant

les risques de marché.

1.2.1 Pdles de la salle de marchés :

Les différents pdles de la salle des marchés sont répartis en trois pdles distincts qui
sont, le Front Office qui est chargé de la négociation avec les clients, le Middle Office chargé
de contrdler les risques et d’analyser les resultats, le Back Office, chargé des saisies, des

contrbles comptables et du contréle interne.
Les trois poles se définissent comme suit :
1.2.1.1 Front Office :
Le Front Office est I'interface de la banque avec le marché, Le Front Office centralise

et traite tous les besoins de la banque et de ses clients en termes de couverture, financement,

investissement, trading, gestion de position et arbitrage.

Le Front office de la BCP se compose de quatre desk, le desk trésorerie, desk sales,

desk taux et dérives de taux et le desk change/matieres premieres.
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Desk change/matieres premiéres :

- Desk change : usuellement appelé Forex est le desk du marché des changes sur lequel
les devises sont échangées I’une contre I’autre, a des taux de change variant sans
cesse. Ce desk se charge du trading aussi bien pour le propre compte de la banque que
pour le compte des particuliers qui représentent essentiellement les entreprises
marocaines qui ont acces a la salle des marches.

- Desk matiéres premieres : se charge du trading pour le compte propre de la banque

en prenant des positions sur les différentes matieres premieres (Métaux, céréales,...).

Desk trésorerie: on peut distinguer le desk trésorerie dirham et celui des devises. lls ont pour
mission d’optimiser la trésoreric de la banque en MAD et en devises tout en veillant a

1I’équilibre des comptes.

Desk taux et dérivés de taux : assure la liquidité de la banque et gerent le portefeuille de la

banque.

Desk sales : a pour mission de répondre aux exigences des clients ; en effet, il leur offre des
produits personnalisés « taillés sur mesure » : répondant a leur besoins de financement et

respectant leur aversion aux risques.

1.2.1.2 Middle Office :

Le middle office intervient entre le frontet le back. Il analyse les positions apres
chaque opération du négociateur. Il met en place un suivi des informations permettant le
contrdle des risques pris par la salle de marchés et établit le niveau de perte et de gain du
Front Office.

1.2.1.3 Back Office :

Le Back Office assure le suivi administratif et comptable des opérations effectuées sur
les différents marchés (actions, obligations, OPCVM, devises et autres produits financiers). Il
vérifie que les transactions enregistrées par le négociateur de marché (qu'il soit trader, broker,
"sales™) correspondent a celle du vendeur. Il réalise le reglement et la livraison des titres ou
encore assure le versement des dividendes. Il assure aussi le lien avec les services

informatiques, car tout repose sur des systemes de nouvelles technologies de I'information.
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I1. Marchés financiers :

Un marché financier est un marché des capitaux ou s'échangent des valeurs mobiliéres
telles que les actions ou les obligations, soit au comptant, c’est-a-dire au prix actuel du

marché (spot), soit a terme.

Le marché financier se décompose en marché primaire qui est le marché de I'émission
et en marché secondaire qui correspond au marché de la revente ou de I'occasion. Il englobe

les marchés d'actions, d'obligations et les marchés dérives.

I1.1 Principaux marchés financiers

11.1.1 Marché des changes :

Le marché des changes (FOREX en anglo-américain) est le marché sur lequel
s'échangent les devises les unes contre les autres, contrairement aux marchés boursiers, qui
ont une localisation géographique précise, le marché des changes ne connait pas de

frontiéres ; il y a un seul marché des changes dans le monde.

De par son caractére planétaire, le marché des changes est une organisation
économiqgue sans Véritable réglementation, elle est auto-organisée par les instances publiques

et privées qui y interviennent.

11.1.2 Marché des actions :
Le marché des actions est un marché financier ou sont vendues et achetées des actions

de différents types d’entreprises.

Les actions sont des titres de propriété représentatifs d’une fraction du capital de

I’entreprise qui attribuent certains droits a leur détenteur.

Le marché des actions est composé d'actions cotées et d'actions non cotées. Les actions
cotées peuvent étre vendues ou achetées en Bourse. Les actions non cotées peuvent étre

achetées et vendues de gré a gré a travers un intermédiaire financier.

11.1.3 Marché des matieres premiéres:
Le marché des matieres premieres est a la fois un marché de gros et un marché de
détail.

Le terme mati¢res premieres est un terme générique qui désigne 1’ensemble des

ressources naturelles utilisées dans le secteur de 1’industrie pour la production de produits
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finis ou semi-finis, que ce soit composants ou ressources énergetiques entrant dans le cycle de
production ou d’acheminement du produit. Sur ce marché sont échangés entre autre du cuivre,

de I’or, du blé, du coton et du pétrole.

Les acteurs de ce marché sont des producteurs (exploitants, sociétés minieres,
industriels...), des institutions financiéres (banques, sociétés de gestion, investisseurs
institutionnels...), des sociétés (en tant qu’émetteurs sur le marché primaire, ou comme

investisseurs), et des particuliers.

11.1.4 Marché des taux:
Les marchés de taux sont les marchés de capitaux les plus importants du monde, par

les volumes traités et aussi par leur importance économique.

11.1.4.1 Définition du taux d’intérét

Le taux d'intérét représente le codt de I'argent, il permet de calculer le prix qu'il faut
payer pour emprunter de l'argent ou la rémunération regue en cas de prét d'argent, c’est le
prix que les préteurs demandent aux emprunteurs pour l'usage de Il'argent qu'ils
mettent a leur disposition. Ce taux d’intérét est calculé en pourcentage de la somme

empruntée ou prétée.

Cette définition référe a une multiplicité de taux qu’il est indispensable de définir.

11.1.4.2 Différents types du taux d’intérét :

1-Taux d’intérét nominal et réel :

Le taux d’intérét nominal est le taux sur lequel se mettent d’accord 1'émetteur et le
souscripteur d'un emprunt qui détermine le montant des intéréts, sans prendre en compte la

perte de valeur de la monnaie, sous 1’effet de la hausse des prix (inflation).

Le taux d'intérét réel d'un emprunt correspond au taux corrigé de l'inflation constatée

sur la période de calcul des intéréts. Ainsi si  correspond au taux d'inflation, R au taux
e . e 1+R .
d'intérét nominal et 7 au taux d'intérét réel, on a [1 +r= E] mais, si les taux ne sont

pas trés élevés, il est commode d’approximer cette relation par: [t = R — r] (relation
de Fisher).

Le taux d’intérét réel peut donc étre négatif, il suffit que le taux d’inflation soit plus

¢levé que le taux d’intérét nominal.
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2-Taux de rendement actuariel:

Le taux de rendement actuariel représente le taux d'actualisation qui égalise, la valeur
actuelle d’une suite de cash-flow genérés par un titre a revenu fixe, a son prix du marché.
Soit un titre a revenu fixe (une obligation par exemple), le taux de rendement

=1 (14+a)t

actuariel est donc la solution de 1’équation : [P =),

Avec :
- P :Leprixdu titre
- CF; :Lefluxregueni
- n :Lamaturité du titre

3-Taux zéro coupon :

Le taux zéro coupon est le taux de rendement actuariel d’un instrument
financier qui ne comporte aucun détachement de coupon jusqu’a la maturité, un taux
d'intérét ou il n'y a qu'un seul flux d'intérét qui intervient a maturité, c’est le flux final de
remboursement du nominal plus les intéréts.
4-Taux forward:

Un contrat forward sur taux d’intérét est le contrat effectué a I’instant {, d’achat a

T; ( > t) d’une obligation zéro-coupon de maturité T, ( > T).

Pour trouver, aujourd’hui, le taux de rendement appliqué a cet investissement futur, il

faut acheter un zéro-coupon de maturit¢ (T,) et vendre un zéro-coupon de maturité

(T1) .
Par un simple argument de non-arbitrage, le prix du contrat forward est :

P(t, T
P(Ty,T,) =%

Avec : P(t, T) est le prix du zéro-coupon de maturité T a I’instant ¢

Ainsi, le taux d’intérét forward a I'instant t, f (¢, T, , T,), Vérifie :

P(t,T,)

—_— e —f(t,Tl,Tz)*(Tz _Tl)
P(t, Ty)

En d’autres termes il est donné par :
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P(t, T2)>

1
fOT o) = — g+ In (W

5-Taux interbancaire :

Les taux interbancaires correspondent aux taux des préts a court terme entre les

banques, ils influencent fortement le niveau des taux de crédits distribués par les banques.

Les principaux taux interbancaire de référence du marché monétaire en Europe sont
EURIBOR et EONIA.

e [’EURIBOR (Euro Inter-bank Offered Rate ou taux interbancaire offert en
euro) est égal a la moyenne des taux offerts sur le marché bancaire européen
par un échantillon de cinquantaine de grandes banques. Ces taux ont des
échéances variant entre 1 semaine et 12 mois.

e EONIA (Euro Over Night Index Average) est le taux de référence
quotidien, c’est la moyenne des taux offerts par une quarantaine de banques

européens a échéance une journee.

Au Maroc, le TMP est un taux au jour le jour du marché monétaire, c’est le
taux de référence journalier pour le marché monétaire marocain, il s’agit d’un taux moyen
pondéré par les montants des transactions déclarées, pour un échantillon représentatif
d'établissements admis au marché interbancaire. Il est calculé et publié par la Banque
Centrale (Bank Al Maghrib).

Puisque 1’objet de notre travail consiste a, d’une part, modéliser la courbe de taux, et
d’autre part élaborer des outils de valorisation des dérivés de taux. Nous allons, dans ce qui
suit, introduire les obligations et leurs caractéristiques, et ensuite, définir la courbe de taux et

ses particularités.
11.1.4.3 Généralités sur les obligations:
1-Définition d’une obligation :

Les obligations sont des parts d’emprunts émis par un organisme qui a besoin de
financement. En souscrivant a une obligation, on préte a 1’organisme émetteur pour, d’une
part, avoir des revenus réguliers sous forme de coupons, et d’autre part, épargner avec moins

de risque.
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L’obligation peut étre émise par 1'Etat, par une collectivité publique, une entreprise

nationale ou une société privee.

Lorsqu’un organisme émet des obligations, il fait appel au marché obligataire primaire
sur lequel ces titres sont acquis par divers investisseurs. Sur ce marché, les prix d’émission
sont intéressants car ils sont non encore modifiés par la loi de I’offre et de la demande entre
les acheteurs et les vendeurs. Mais, une fois émises, les obligations peuvent étre échangées sur
le marché secondaire et elles deviennent des titres financiers négociables dont les cours
fluctuent.

Les obligations émises par 1’Etat sont appelées « les Bons de trésor », ils ont un niveau
de risque presque nul, c’est pour cela que leur rémunération est minimale. C’est une référence

dans la détermination du prix des obligations privées.

2- Types des obligations :

e Obligations a taux fixe :

Pendant toute la durée de I'emprunt, le titulaire percoit un coupon fixe, déterminé en
pourcentage de la valeur faciale de I'obligation.
Ce type d’obligation permet d’obtenir un revenu stable et régulier quel que soit le sens

de 1’évolution du marché.

e Les obligations a taux variable :
Ce sont les obligations dont le coupon est variable, il est indexé sur un taux de marché
auquel s’ajoute un taux fixe. La plupart des obligations a taux variable présentent un risque
faible car elles sont généralement indexées sur un taux court. Cependant, lorsque le taux de

référence est un taux a long terme, le risque devient plus élevé et la volatilité non négligeable.

e Lesobligations & zéro coupon :
Une obligation a zéro coupon est une obligation dont la totalité des intéréts sont versés
a I’échéance, c'est-a-dire qu’il n’y a aucun versement de coupons entre 1I’émission et le
remboursement. Donc, la rémunération des investisseurs n’est que la différence entre la

valeur de remboursement et la valeur d’émission.

Cependant, I’investisseur ne profite pas des hausses de taux sur le marché car il ne

pourra pas réinvestir a des taux plus élevés les coupons échus. Les obligations permettent aux
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particuliers de capitaliser le revenu de leur épargne pour financer des dépenses a une date

donnée.

3-Caractéristiques d’une obligation :

e Valeur nominale : est le montant que I’émetteur doit rembourser a I’échéance. Les

coupons sont déterminés sur base de ce montant.

e Coupon: C’est I'intérét offert par 1’émetteur a I’investisseur comme rémunération
pendant la durée de I’emprunt. Il est exprimé en pourcentage de la valeur nominale. Le
montant du coupon dépend de la qualité de I’émetteur et de la durée.

e La date d’échéance: est la date d’expiration de 1’obligation. Contrairement aux
actions, les obligations ont une durée de vie limitée, et expirent a leur date d’échéance

qui est déterminée a I’émission de I’obligation.

e Lamaturité : le temps qui reste pour le remboursement de 1’obligation.

e La date de reglement: est le jour ou le souscripteur verse a 1’émetteur le prix de
I’obligation.
e La date de jouissance : est la date a partir de laquelle les intéréts commencent a

courir. Les dates de jouissance et de reglement ne sont pas forcément simultanées.

e Prix: les obligations sont cotées en pourcentage, c'est-a-dire que leur prix représente
un pourcentage de la valeur nominale. Quand une obligation est cotée a 100%, cela
signifie que son prix est égal a sa valeur nominale, on dit alors qu’elle est cotée « au
pair ». Si elle est cotée a 90%, son prix est alors inférieur a sa valeur nominale, on dit
qu’elle est cotée « en dessous du pair ». Si elle vaut 110%, on dit qu’elle est cotée

« au-dessus du pair ».

e Coupon couru : représente la fraction entre le dernier versement du coupon et la date
de négociation de I’obligation. Il est exprimé en pourcentage de la valeur nominale. Le
vendeur de l’obligation a droit a cette fraction du coupon qui a couru alors que
I’obligation était toujours en sa possession. L’acheteur de 1’obligation doit s’acquitter
du coupon couru en plus de la valeur du titre. A la prochaine date de paiement de
coupon, 1’acheteur recevra le coupon dans son entiereté et pourra donc se rembourser

sur la partie des intéréts payés au vendeur.
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Chapitrel : Contexte général de I’étude

Calcul du coupon couru :

Date de paiement

du dernier coupon Date du jour J

temps

1 ]
1 L]
A g

(d}

Figure 1 : Coupon couru d’une obligation

La date du jour (J) correspond au jour de I’observation ou de négociation de
’obligation. La période (d), est celle qui s’écoule entre la date du paiement du dernier

coupon et la date du jour (J).

CC—tC*d*N
365
Avec :

- CC : Coupon couru
- N : Valeur nominale de I’obligation
- t. : Taux nominal ou de coupon (annuel) en pourcentage

- d : Durée entre la date de paiement du dernier coupon et la date du jour (J)

e Clean price : prix «pied de coupon», ce prix ne tient pas compte des intéréts courus.
La notion clean price s'utilise dans un contexte de pricing et de négociation.

e Dirty price : prix « coupon couru », c’est le prix qui tient compte des intéréts courus,
il intervient lorsqu'on parle de réglement. Une transaction est réglée par I'acheteur des

titres en incluant les intéréts courus.

e Duration : est une mesure de la durée de vie moyenne d'une obligation; elle mesure la
sensibilité aux taux d'intérét c'est-a-dire le temps a partir duquel la valeur de
I'obligation ne dépend plus des fluctuations du taux d'intérét. Les investisseurs sont
attentifs aux variations du taux d'intérét, car tout mouvement a la hausse ou a la baisse
a un effet inverse sur leurs obligations. La duration s'exprime en unités de temps
(fractions d'année) et elle est assimilée a un délai moyen de récupération de la valeur

actuelle. Mathématiquement, elle est égale a :
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Chapitrel : Contexte général de I’étude

n i*F;
=1 (141)!
n _Fi
=1 (14¢)t

D =

Ou :
-t : Taux d’intérét
- 1 : Nombre de périodes

- F; : Cash-flow de la période i

e Sensibilité : c’est, en pourcentage, le potentiel de hausse ou de baisse du prix de
I’obligation pour une variation de 1% des taux d’intérét a la baisse ou a la hausse. Une
obligation qui a une sensibilité de 4 verra ainsi sa valeur augmenter de 4% en cas de

baisse des taux d’intérét, et diminuer de 4% en cas de hausse des taux.
Cette formule montre que la sensibilité du prix d’une obligation a la variation

du taux d’intérét est d’autant plus forte que la duration est élevée.

Convexité : c’est la dérivée seconde du prix d'une obligation par rapport au taux
d'intérét, elle mesure la variation relative de la sensibilité suite a une petite fluctuation
du taux d'intérét. La convexité exprime la rapidité de I'appréciation et la lenteur de la
dépréciation du cours de l'obligation si les taux baissent ou montent. Plus la convexité
d'une obligation est forte, plus son prix baissera lentement (augmentera rapidement) si

son taux de rendement augmente (baisse).

4- Valorisation d’une obligation :

e Reégle générale de calcul:

c1 c2 c3 Cn+ VN
N S
¥0 1 2 n

Figure 2 : Flux d’une obligation
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Chapitrel : Contexte général de I’étude

Le prix théorique d’une obligation est la somme de ses flux actualisés aux

différents taux zéro-coupon respectifs aux maturités de chacun de ces flux.

N VN
P=> T
n=0 (1 +R)™ (1 +Ry)V

Avec:
- P . Prix d’une obligation
- C; : Lei*™ecoupon
- VN : Valeur nominal

- R; : Taux de rendement de maturité i

11.1.4.4 Courbe de taux:
1- Définition:

La structure par terme des taux d’intérét (ou courbe des taux ou encore gamme
des taux) est la représentation graphique, sous forme de courbe, des valeurs des taux d'intérét

(en ordonnée) en fonction de leurs maturités (en abscisse).

Il existe des courbes de taux multiples. On distingue les courbes de marché et les
courbes implicites. Les courbes de marché sont construites directement a partir des
cotations de marché (courbe swap, courbe de rendement des obligations d’Etat), alors que les
courbes implicites sont déduites indirectement de ces cotations suite a une transformation

(courbe des taux zéro-coupon, courbe des taux forward).

On va s’intéresser a la courbe des taux zéro-coupon comme étant la fonction, qui,

pour chaque maturité indique le taux zéro-coupon correspondant.

2- Forme genérale de la courbe de taux :

La courbe de taux peut prendre cinqg formes différentes en fonction des événements du

marché :

e Plate

e Croissante

e Décroissante

e Décroissante puis croissante

e Croissante puis décroissante
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Chapitrel : Contexte général de I’étude

Mais, la forme la plus couramment obtenue est la courbe croissante.

La partie de la courbe correspondante a petites et moyennes maturites (maturités
inférieures a 10 ans):

Les courbes de taux sont, en général, concaves et croissantes, surtout sur la partie court terme.
Cela est expliqué par la préférence des investisseurs pour la liquidité et donc pour les
instruments de taux a court terme. C’est pour cette raison que ces taux sont réduits par rapport

aux taux a long terme.

Une courbe de taux descendante sur sa partie 0-10 ans est assez rare et prend lieu dans les

deux cas suivants:

e Lorsque la politique monétaire est restrictive (par exemple si la banque
centrale lutte contre l'inflation)
o Lorsque le marché anticipe une récession dans le futur, qui entraine un

assouplissement des taux courts.

La partie de la courbe correspondante aux grandes maturités (maturités entre 10 et 50
ans) :
Les courbes de taux sont assez plates sur leur partie 10-50 ans, voire légérement

décroissantes.

3- Caractéristiques de la courbe de taux :

e L’effet de retour a la moyenne : Les valeurs basses de taux ont tendances a étre
suivies plutdt par des hausses que par des baisses, et les valeurs élevées de taux sont
suivies par des baisses.

e Les taux n’évoluent pas de fagon parfaitement corrélés : Les taux a court terme et
les taux a long terme sont peu corrélés.

e Les facteurs de déformation de la courbe de taux : il y a trois facteurs qui sont a
I’origine de plus de 95% des déformations de la courbe de taux.

v Facteur niveau : provoque les déformations paralléles de la courbe de taux

v' Facteur de pente: provoque les mouvements d’aplatissement ou de
pentification de la courbe de taux

v Facteur de courbure : provoque les changements de concavité de la courbe

de taux
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R(r,T) R(z,T)
N N
> >
Décroissante Tr—r Croissante T —r«
R(r,T) Rz, T)
A A
Plat T—r Bosselée T —r«

Figure 3 : Formes usuelles d’une structure de taux
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Conclusion du premier
chapitre:
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Chapitre2 : Modelisation de
la structure par terme
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chapitre2 : Modélisation de la courbe de taux

I. Modeéles déterministes:

La reconstitution de la courbe de taux est devenue nécessaire par le fait qu’il n’y a pas
assez d’obligations zéro-coupon cotées sur le marché, donc, il n’est pas possible d’obtenir les
taux zéro-coupon pour un continuum de maturités. Aussi, les obligations zéro-coupon sont

moins liquides que les obligations a coupons.

Il existe plusieurs méthodes de reconstitution de la courbe de taux parmi lesquelles se

trouvent la méthode directe « Bootstrap » et la méthode indirecte « Nelson Siegel ».

I.1 Méthode directe de modélisation de la courbe des taux : Bootstrap

La méthode Bootstrap est une procédure en plusieurs étapes qui permet de reconstituer
segment par segment de maturités, une courbe zéro-coupon. Cette procédure nécessite le
recours a des méthodes d’interpolation comme 1’interpolation linéaire ou cubique, que nous
allons définir par la suite.

Pour ce faire, nous allons nous baser sur la courbe des taux de BAM qui fournit des
taux de référence pour les maturités suivantes : 13 semaines, 26 semaines, 52 semaines, 1 an,

2 ans, 5 ans, 10 ans, 15 ans, 20 ans et 30 ans.

| Courbe du secondaire BAM du 07/03/2014 |

Maturité |Maturité en jours Taux
13 Semaines 91 3.260%
26 semaines 182 3.482%
52 Semaines 364 3.531%

24 730 3.766%
EA 1826 4 507%
104 3 653 5.260%
154 £ 479 £ 8859%
20A 7 304 4 989%
304 8 396 4 T735%

Tableau 2 : Courbe du secondaire pour la date 07/03/2014

A partir de ces taux, nous allons essayer de chercher les taux zeéro coupon,

correspondants aux maturités pleines.

Pour les maturités inférieures ou égales a 1 an, les taux de référence correspondants

sont a la base, des taux zéro coupon, car il n’y a pas de flux intermédiaires.

-34-



chapitre2 : Modélisation de la courbe de taux

Pour les maturités supérieures a 1 an, nous utiliserons d’abord une méthode
d’interpolation pour trouver les taux de référence pour les maturités non existantes dans la
courbe de taux de BAM, et aprés, nous calculerons les taux zéros coupons correspondants.

Nous définissons, tout d’abord, les méthodes d’interpolation.

I.1.1 Interpolation linéaire

Si on connait les taux de maturité t; et t,, et on souhaite avoir le taux correspondant a

lamaturité t avec t; < t <,

(t—1t;) *R(0,t;) + (t; —t) *R(0,t;)
t, —t;

R(0,T) =

1.1.2 Exemple de calcul

Si le taux 2 ans est de 3.6% et que le taux 5 ans est de 4.2%, donc le taux 3 ans
interpolé sera de 4%.
(3—-2)*42%+ (5—3) *3.6%

R(0,3) = — = 3.8%

1.1.3 Application de ’interpolation linéaire sur VBA Excel

L’application suivante permet de calculer les taux dont les maturités ne figurent pas
dans le premier tableau ci-dessous, ainsi en cliquant sur le bouton « interpolation linéaire »,

nous pouvons déterminer les taux recherchés.

Date: 07/03/2014
maturité a taux de référence interpolé
maturite taux de référence 0,25 3,250%
0,25 3,250% e 0,5 3,482%
0,5 3,482% linéaire 1 3,531%
1 3,531% 2 3,766%
2 3,766% 3 4,013%
5 4.507% 4 4.260%
10 5,250% 5 4 507%
B 4 656%
7 4,804%
8 4,953%
g9 5,101%
10 5,250%

Figure 4 : Interpolation linéaire de la courbe de taux de BAM pour la date 07/03/2014
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chapitre2 : Modélisation de la courbe de taux

1.1.4 Interpolation cubique

Nous procédons a I’interpolation cubique par segment de courbes, nous définissons un

premier segment entre t, et t, o0 nous disposons de quatre taux R(0,t; ), R(0,t,),

R(0,t;) et R(O,t,).

Nous déterminons le taux R (0,t) de maturité t, sous la contrainte que la
courbe passe par les quatre points de marché R(0,t;), R(0,t,), R(0,t3) et
R(0,t, ). Il est égal &:

R(0,t)=at3>+bt? +ct+d
D’ou le systéme a résoudre :

(R(0,t;) = at3 +bt? +ct; +d
JR(O,tZ) = at3 + bt? +ct, +d
R(0,t3) = at3 + bt +ct; +d
LR(O,Q) =at]} +bti +ct, +d

De facon matricielle, nous résolvons ce systéeme

-1

b t3 t2 t, 1 R(0,t,)
k

c t3t3 t3 1 R(0,t3)

d 2 3 31 R(0,¢t,)

1.1.5 Exemple de calcul
Supposons les taux suivants : R(0,1) = 3%, R(0, 2) = 5%, R(0,3) = 5.5% et

R(0,4) = 6% . Nous pouvons calculer le taux de maturité a 2.5 ans de la fagon suivante:

R(0,2.5) = a 253 +b*2.52+c*25+d = 5.34%

a 1111\ /3% 0.0025
bYy_(222221) [ 5% |_[-0.0225
c| | 33323 1 55% | | 0.07
d 43424 1 6% —0.02
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1.1.6 Application de I’interpolation cubique sur VBA Excel

prenons la date du 07/03/2014, nous obtenons les parametres suivants :

Cette méthode nous permet de lisser la courbe pour chaque date donnée. Si nous

a =1,71378E — 05, b = —0,000380529, ¢ = 0,004193747,d = 0,031475079

La courbe lissée du 07/03/2014 peut étre schématisée comme suit :

Date 07/03/2014
maturité |taux de référence
0,25 3,250%
0,5 3,482%
1 3531%
2 3766%
5 4,507%
10 5,250%
0,25 3,250%
1 3,531%
5 4507%
10 5,250%
a 1,71378E-05
b -0,000380529
C 0,004193747
d 0,031475079

matrice
0,015625 0,0625 0,25 1
1 1 1 1
125 25 5 1
1000 100 10 1
interpolation

matrice inverse cubique
-0,02879| 0,037037| -0,01053(0,00228
0,4606388| -0,56481| 0,118421-0,0142
-1,871345| 1,990741| -0,13421(0,01481
1,4394962| -0,46296| 0,026316|-0,0028

Figure 5 : Exemple de ’interpolation cubique de la courbe de taux

maturité a

taux de référence interpolé

0,25

3,250%

3,348%

3,531%

3,848%

4,109%

4.326%

4507%

4,664%

4,806%

4,945%

5,089%

— =
D(.DCXJ'—-.ID')Lﬁ-b—DJI\)I—‘*L:‘

5,250%

Afin de trouver les taux de référence correspondants aux maturités pleines, nous avons

appliqué les méthodes d’interpolation. Ces taux nous permettront d’extraire les taux zéro

coupon de la maniére suivante :

Maturité

Taux de référence interpolé

0,25

3,250%

0,5

3,482%

[ay

3,531%

3,766%

4,013%

4,260%

4,507%

4,656%

4,804%

4,953%

W00 |~ ||| & |k

5,101%

=

5.250%

Tableau 3 : Taux de référence pour les maturités pleines trouvés par interpolation linéaire de la date 07/03/2014
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Pour les maturites supérieures & 1 an, nous utilisons la méthode Bootstrap qui consiste

a égaliser la somme des flux actualisés par les taux zéro coupon au prix de 1’obligation.

Prenons comme exemple des obligations & maturités 2 ans et 3 ans, de prix égal a 100.
Comme nous 1’avons mentionné précédemment, le taux zéro coupon pour la maturité un an
est égal au taux de la courbe de BAM. Ainsi, pour trouver le taux zéro coupon 2 ans, il suffit

d’appliquer la relation suivante :

3,766 N 100 + 3,766
(14+3,531%)r (14 R,e,)?

100 =

Donc:

100 + 3,766 2
100 — 3,766 * (1 + 3,531%) "1

Ryer =

R,., =3,770%
Ainsi, a partir du taux R,.,, NOus pouvons trouver le taux zéro coupon de maturité 3 ans

4.013 4.013 100 + 4.013

100 =
(1 +3531%) | (1+3.770%)2 © (14 R,)?

Donc :

100 + 4.013 3

Ryes = -1
23 [100 —4.013 * ((1+3,531%) " + (1 + 3,770%) %))

R,e5 =4,026%

De maniére générale on a:

R N + N * tr, 1/m 1
2N —tr, % N x XN + Ryg) ™

Avec :

- n: Maturité

- trn, . Taux de reférence correspondant a la maturité n
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Maturite Taux de référence interpolé Rendement ZC
0,25 3,250% 3.250%
0,5 3.4829% 3.4829%
0,75 3,51% 3,51%

1 3.531% 3.531%
1,25 3,589% 3,590%
1,5 3,648% 3.650%
1,75 3, 707% 3, 710%

2 3, 766% 3, 770%

3 4.013% 4.026%

4 4.260% 4.287%

5 4.507% 4 554%

6 4 656% 4.715%

7 4.804% 4.880%

8 4,953% 5,051%

9 5,101% 5,227T%

10 5.250% 5,409%

Tableau 4 : Taux zéro coupon calculés pour la date 07/03/2014

Aprés une description de la méthode directe de reconstitution de la courbe de taux,
nous passons au modéle de Nelson-Siegel et ses caractéristiques qui font de lui I’un des

modeles les plus utilisés en finance

1.2 Méthode indirecte de modélisation de la courbe de taux : Nelson Siegel

1.2.1 Définition d’une méthode indirecte

\

Pour un panier d’obligations a coupons, la méthode indirecte consiste a minimiser
I’écart au carré entre les prix de marché et les prix reconstitués a 1’aide des taux zéro-coupon

ou de la fonction d’actualisation.

Supposons un panier de n titres. Nous adoptons les notations suivantes a la date t:

- P’ Prix de marché du j ™™ titre
- éme

- f’{: Prix théorique du j = titre

- F’;: Flux futur du j ™ titre tombant & la date s (s < t)

Il s’agit de trouver le vecteur des paramétres 3 tel que :

n

mﬁinZ(Ptj - 13tj)2

j=1
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Il existe deux grandes classes de modeles :

e Les modeéles type Nelson Siegel sont fondés sur une modélisation du taux zéro

coupon, le prix théorique s’écrit :
P\t] — Z FS] B(t, S) — Z nge—(s—t).R(s—t;ﬁ)
s s

R est la fonctionnelle des taux zéro-coupon. Le prix de I’obligation est une

fonction non lin€aire des parameétres d’estimation. La résolution d’un tel probléme

s’effectue a I’aide d’un algorithme de Newton modifié.

e Les modeéles a Splines sont fondés sur une modélisation de la fonction

d’actualisation
P =Y K Bts) =Y Ffis—tp)
S S

f est une fonction linéaire des paramétres d’estimation. Par conséquent, le prix de
I’obligation est également une fonction linéaire des parameétres d’estimation. La

résolution d’un tel probléme est donc matricielle.

1.2.2 Modele de Nelson Siegel

Le modele de Nelson Siegel (NS) est le modele qu’on utilise le plus souvent en

finance pour lisser la courbe des taux.

La fonction de Nelson Siegel a une forme souple et un nombre limité de parameétres

a estimer, chose qui lui permet de s’adapter aux différentes configurations du marché.

La courbe des taux aterme résultante de I’approximation de Nelson Siegel est

la solution d’une équation différentielle de second ordre qui prend la forme suivante :

T
T

T
fQO,T) = g + poe w+usz % xe

A partir de I’intégration de ce taux a terme, nous pouvons trouver le taux zéro-coupon

de maturité T.
1 T
R(0,T) = —*f f(0,s)ds
T Jy
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Ainsi, nous déduisons la fonctionnelle paramétrique du taux proposé par ce modele :

Avec :

T T
l1—e~ l1—e 1
R(O,T) =Bo+ p1*—F—+ P * —7 e
T

T

R(0,T) : Taux zéro-coupon de maturité T

Bo : Facteur de niveau, il s’agit du taux long

B : Facteur de rotation, il s’agit de I’écart entre le taux court et le taux long
B> : Facteur de courbure

T : Parameétre d’échelle destiné a rester fixe au cours du temps

Chaque parameétre du modele de Nelson Siegel influence particulierement une partie

de la courbe de taux.

Le facteur de niveau: f3, agit sur la partie long terme de la courbe, permet de
déterminer son niveau. C’est la limite de la fonctionnelle lorsque la maturité tend vers
’infini, en d’autres termes, c’est son asymptote. Economiquement, B, est le taux
long, donc il est toujours positif.

Le facteur rotation: 3, agit sur la partie court terme de la courbe, c’est le facteur qui

modélise la pente (-f;); s’il est positif, il entraine une pente descendante, et s’il est
négatif, il entraine une pente ascendante.

Facteur de courbure : 5, a un effet sur la courbure que prend la courbe des taux

T
- T

1- =l
— e 7| décroit vers 0

a moyen terme. La composante associée a [5; :

QN

quand la maturité augmente mais varie beaucoup pour des maturités moyennes.
Le paramétre d’échelle : permet de mesurer la vitesse de décroissance vers 0 des
composantes de moyen et court terme. T détermine la position exacte du maximum et

du minimum de la courbure. Puisqu’il est homogene a un temps, il doit étre positif.
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Ainsi, les contraintes de Nelson Siegel sont :

Bo >0

B+ B2 >0

>0

1.2.3 Application du modéle de Nelson Siegel :

Le solveur Excel permet de trouver les parametres qui minimisent la somme des écarts

au carré entre les prix de marche et les prix calculés. Mais, il est trés sensible au choix des

valeurs initiales données a ces parametres qui affecte la justesse des résultats.

Bo: Prend comme valeur initiale le taux long qui correspond a la maturité 10 ans

B1: Prend comme valeur initiale la différence entre le taux cours (correspondant a

maturité 13 semaines) et le taux long correspondant a 10 ans.

B> Prend comme valeur initiale 0, c'est-a-dire qu’il n’y a pas de courbure

la

T: Prend comme valeur initiale 5 ans. Généralement si la courbe de taux présente une

courbure, elle se positionne a la limite du moyen et long terme.

Nelson Siegel
Date:  07/03/2014
maturitéa |Rzccalculé  [Racréel  |prixcalculé prixréel  |prix calculé- prix réel |{prix calculé- prix réel]?
0,25 3,370%|  3.260% 0,991608172| 0,99190792 -0,000293747 8,984826-08
0,5 3A10%| 3482% 0,983087574| 0,98274061 0,000346962 1,20382€-07
1 3486%| 3,51% 0,965736239) 0,96554479 0,000191445 3,66511E-08
2 3,615%| 3531% 0,930248575| 0,93182442 -0,001575849 24833E-06
3 3,720%| 3590% 0,834406861| 0,33783634 -0,003479483 1,21068E-03
4 3,805%| 3650% 0,358822752| 0,86414933 -0,005326573 2,33724E-05
valeurs optimales |valeurs initiales 5 3.874%| 3,710% 0,823913429| 0,83068503 -0,006771601 4,58546E-05
po 4,129% 5,885% b 3,930%| 3.770% 0,783952402) 0,7975614 -0,007608934 5,78968E-05
p1 -0,801% -2403% 7 3.975%| 4,026% 0,757108876| 0,75440802 0,002700858 7,29464E-06
p2 0,009500392 0 8 4,01%| 4.260% 0,725477603  0,7096657 0,0158119 0,000250016
T 4999973714 5 9 4,001%| 4 554% 0,695101141| 0,66375066 0,031350476 0,000932852
10 4,065%| 4,715% 0,665986216| 0,62403164 0,041904572 0,001755993
somme de (prix calculé- prix réel)? 0,003143117

Figure 6 : Calcul des paramétres de la fonctionnelle de Nelson Siegel
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La courbe de taux estimée par Nelson Siegel

1,2

1 -
0.8
0,6 prix calculé
04 prixréel
0,2

0 T T T T T T T T T T T 1

l1 2 3 4 5 & 7 E 9 10 11 12

Figure 7 : Estimation de la courbe de taux par Nelson Siegel

La courbe de taux estimée a partir de la méthode indirecte Nelson Siegel, est tres

proche de la courbe réelle, donc cette méthode modélise bien la courbe de taux.

Malgré I’importance de ce modele en finance, il ne permet pas de reconstituer toutes
les formes des courbes de taux existantes sur le marché et il manque de souplesse
d’ajustement pour les grandes maturités de sorte que les obligations de telles maturités sont

mal évaluées par ce modele.

II. Modeles stochastiques:
I1.1 structure par terme :

11.1.1 Définition du modeéle a une seule variable d’état :

Les modéles a une seule variable d’état ont pour principe que le taux d’intérét a court
terme, qui est un taux sans risque, est I’unique variable qui détermine la dynamique des

obligations zéro coupon, et ainsi, détermine celle de la structure des taux.

Il existe plusieurs modéles a une seule variable d’état, les plus courants sont le modele de
Vasicek (1977) et le modele de Cox, Ingersoll et Ross (1985). Chacun de ces modéles fournit

une forme spécifique de I’équation de structure par terme.

e Modele de Vasicek . dry = B(a —r)dt + adw;

e Modele de Cox Ingersoll & Ross :  dry = B(a — r)dt + U\/Ftdwt
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La modélisation de la courbe de structure par terme a pour principe d’admettre que la
seule source de risque qui régit le prix des obligations est déterminée par le taux a court

terme.
11.1.2 Structure des prix d’une obligation :

Le prix d’une obligation P(t,T), d’échéance T en t , est déterminé par 1’évolution

du taux courtentre t et T'.
P(t,T,r) = P(t,T)

D’aprés la relation ci-dessus, on considere que le prix de I’obligation dépend
seulement du taux court, ce dernier suit un processus d’Itd, ce qui nous permet d’écrire le

lemme d’It6 comme suivant :

dP(t,T,r) = P(t,T,r)0(t,T,r)dt + P(t,T,r)p(t, T,r)dW; (1)
D’ou
dp(t'T'r)—H(tT )dt + o(t, T, r)dW,
Pt T,r) /et en LA
Tel que :

e 0O(t,T,r) : Lespérance mathématique du rendement instantané de 1’obligation

e @(t,T,r): Lavolatilité non anticipée, engendrée par les fluctuations imprévues du

taux court.

or  dP(t,T,r) =P, + (@ = 1)B + 3By 02| dt + P o dW, )

P. et P., sont respectivement les dérivées partielles d’ordre 1 et d’ordre 2 de P par rapport

au taux court 7(t).

Des deux équations (1) et (2), on peut déduire :
1 1 )
6(t, T,r) = F[Pt +P(a—1)B+ EPTT o
1
(p(t,T,T') = - F[Pr 0]
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Le signe (-) de ¢@(t, T, r) est tiré du fait que P. est négative, car en économie les prix
décroissent en fonction du taux.

Donc I’équation (1) devient :

dP(t,T,r) = P(t,T,r)0(t,T,r)dt — P(t,T,r)e(t,T,r)dW,

Apres avoir établi la relation entre le prix et le taux court, afin d’obtenir 1’équation de

structure par terme, il est essentiel que les rendements respectent une condition d’arbitrage.

11.1.3 Condition d’arbitrage
Soit un portefeuille de deux obligations zéro coupon sans risque a rendement 7 (t) sur
le prochain instant, les deux obligation sont respectivement d’échéance Ty et T,, et sont

détenues dans des proportions respectives : w; et w, = 1 — w;.
La valeur W (t) du portefeuille s’écrit de la fagon suivante :
W = wlp(t) Tllr) + wZP(t) TZJT)

dw _  dP(tTyr) dP(t,T,T)

D’ou — =W —
w 1 ptrym) 2 p(t,Tyr)

En remplacant dP par son expression dans 1’équation (1)

dw
W = [w,0(t, Ty, 7) + w,0(t, Ty, v)]dt — [w10(t, Ty, 1) + w0 (t, Ty, r)]dw(t)

Le deuxieme terme de I’équation est la source de I’incertitude du taux court. Donc,

nous choisirons w4 et w, de telle sorte que le deuxiéme terme s’annule.
wl(p(t' Tl! T') + wz‘P(t; TZ) T') =0 (3)

Du fait que le rendement du portefeuille est égal au taux d’un actif sans risque, nous

aurons :

wle(t, Tl' T') + wze(t, Tz,r) = T(t)
Et puisque nous avons [w1 + w, = 1], nous aurons :

wq [H(t, Tl,T') - T(t)] + w; [H(t, TZ,T) - T(t)] =0 (4)
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De I’équation (3) et (4), nous formons un systeme de deux équations dont les

inconnues sont w, et w-,, et que nous pouvons écrire sous forme matricielle :

0(t,T;,r)—r(t) O6(tT,r)—r(t)\ /1 0
(t, Ty, 1) o(t, Ty, 1) W 0

Pour que ce systéme ait une solution, il faut que son déterminant soit nul, donc nous
devons avoir :

o(t, T, r) —r(t) B 0(t,T,,r)—1r(t)
go(t' Tl! T') - (p(t, TZI T')

D’ou, nous pouvons déduire que V T maturité, nous avons .

o(t,T,r) —r(t)
o(t,T,r)

= Ar(1,0)

Ainsi, nous pouvons dire que dans le cas de 1’absence de 1’opportunité d’arbitrage sur

le marché obligataire, nous avons :
0, T,r)—r(t)=A:(r,t) o(t,T,r) vt, VT

Cette égalité ¢évoque la contrainte qui désigne 1’existence d’une structure des taux
d’intérét, elle établit également une relation entre le rendement espéré et la volatilité d’une

obligation.

Ar(r,t) est définie comme la prime unitaire offerte, a I’instant t, pour le risque

généré par les fluctuations imprévues du taux court .
11.1.4 Equation de la structure par terme
L’équation de la structure par terme s’écrit sous la forme suivante :
1 2
50 (r, )P +(@ —Ap)B.—7r(t)P+P. =0
La résolution de ’équation différentielle, sous la condition [P(T,T,r) = 1], fournit
la structure des prix.
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La solution de I’équation différentielle s’écrit sous la forme suivante :

T T T
P(r,T,t) =E., = [exp(—f r(s)ds — %J A2(r,s)ds —f Agp(r, S)dW(S)]

Donc, la forme exacte du prix est assujettie a une précision des variables 8 (7, t),

o(r,t) et A-(r,s), qui sont totalement exogénes au modeéle.

Afin d’avoir une forme explicite de la structure par terme des taux, nous allons traiter
deux parmi les modeéles les plus utilisés pour la modélisation de la courbe de taux. Il s’agit du

modele de Vasicek et celui de Cox, Ingersoll et Ross.

1.2 Modele de Vasicek :

Le modele de Vasicek (1977), est parmi les premiers modéles stochastiques utilisés
pour modéliser la courbe des taux, ce modéle suppose que le taux court suive un processus
d’Ornstein - Uhlenbeck dont I’évolution stochastique obéit a 1’équation différentielle

suivante :

dr(t) = Bla — r(t)dt] + odw(t) (5)

Ou r(t) est le taux court a I’instant t, et les paramétres 3, a et g sont strictement

positifs, tel que :

o :  Lamoyenne sur long terme du taux court
B : Lavitesse d’ajustement du taux court actuel vers sa moyenne de long terme
o : Lavolatilité

w(t): Un mouvement brownien standard

Ce processus admet la solution suivante :
r(t) =ree Pt + a(1— e Ft) + ge Pt fot ePs dw(s) (6)

Cette modélisation permet de prendre en compte ’effet de retour a la moyenne

constaté sur les taux d’intéréts. Nous pouvons distinguer deux cas :

» Casl: on constate que si r(t) < a, le taux court augmente, se rapprochant

ainsi du taux moyen d’autant plus intensément que le paramétre [3 (vitesse de
retour a la moyenne) est grand.
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> Cas 2:alinverse si r(t) > a, le taux court diminue, se rapprochant du taux

moyen d’autant plus intensément que le parametre 3 (vitesse de retour a la

moyenne) est grand.

L’espérance du taux court est :
E[r(t)] = roe Pt + a(1 — e~ FY)
Et [lim,_, E[r(t)] = a] représente le phénomene de retour & la moyenne.

Sa variance est:

var|[r(t)] = var t

t
ae‘ﬁtj eBsdw(s)| = o%e 2Pt E (J ePs dw(s)>
0 0

Par I’isométrie d’Itd, nous pouvons montrer qu’on peut écrire cette variance de la

facon suivante :

var[r(t)] = % (1—e72Pt) et lim,,, var[r(t)] = g

En introduisant 1’expression des paramétres du processus dans 1’équation de structure

par terme, on obtient :

2

o
7Prr+{a(,8—r)—)t}Pr—rP+Pt =0

La solution de cette équation s’écrit sous la forme suivante :
P(t,T) = exp(A(t, T) *r(t) + B(t, T)) 7)

Avec:
o« AT)=Z(ePTD 1)

e B(t,T)= %(1 — e 2B(-D) +%(a _ % _ ;_z) (1— e FT-0) _

Sachant que A est la prime de risque, celle-ci permet le calcul de la prime de terme de

cette facon :
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1/)(1,', T, T') = %(Q_B(T—t) _ 1)

Ainsi, le rendement a I’instant t d’un titre de maturit¢ T et de prix P(t,T), s’écrit

de la fagon suivante :

1
R(t,T) = — In(P(t, T
() = ~ =5 NPT
En remplagant P(t, T, nous obtenons :
o2
R(t.T) = — B(T-t) _1q 1 — e—2B(T-1)
(t,T) T-0ls (e () +— VE (1—e )

1 A d? A
_-__ — p—B(T-1)) _ _-_ - _
+— 3 (a 3 ﬁz> (1-e ) (a T ) (T t)]

11.3 Application du modeéle de Vasigek

Pour pouvoir appliquer ce modele et faire les estimations des parametres, nous devons
nécessairement passer par la discrétisation du processus d’Ornstein-Uhlenbeck. Ceci nous
permettra, par la suite, de modéliser la série du taux interbancaire pondéré TMP qui s’étend de
01/01/2008 au 07/03/2014

11.3.1 Discrétisation du modele de Vasicek
Nous savons, d’aprés ce qui précéde, que le taux instantané a court terme du modeéle

de Vasicek suit un processus d’Ornstein-Uhlenbeck
dr(t) = Bla — r(t)dt] + odw(t)

Pour estimer les paramétres a, [ et g qui sont positifs, nous appliquons la

discrétisation exacte définie sous la forme suivante :

T —Tioq = a(l — e'ﬁ) + (e'ﬁ — l)rt_l + &
Avec : g ~N (O, % * (1 — e‘zﬁ))

Donc : Ty = a(l — e'ﬁ) +ePxr,_,+e
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Autrement rr=b+ar,_, +& (8)

Avec :
e (= e_ﬁ

o b=a(1—e‘ﬁ)

Cette équation montre que les taux courts suivent un processus autorégressif d’ordre 1.
L’estimation des paramétres de 1’équation (8) sera faite a partir des données discretes du taux
court, a I’aide de la méthode des moindres carrées ordinaires.

Une fois ces paramétres estimés, nous pouvons calculer les parametres du processus

d’Onrstein-Uhlenbeck, en utilisant les formules suivantes :

5 p ~ b A A —Ind
f =—In(a) et a=_— e 6=0, * il

[N

Notons que d, b et &, sont les paramétres estimés, avec G, est I’écart type estimé

de &

11.3.2 Analyse des données

Nous nous baserons dans notre étude sur des données journalieres du Taux Moyen
Pondéré (TMP), qui s’étalent du 01/01/2008 au 07/03/2014, soit 2258 observations.

TMPJ

(040

036 +

032 +

028

024 4

2008 2009 2010 2011 2012 2013

Figure 8 : Evolution journaliére du TMP entre 2008 et 2014

A partir de 1’évolution du TMP journalier, nous remarquons que la série est
stationnaire, mais, nous ne pouvons le confirmer qu’en faisant appel aux tests de Dickey-

Fuller Augmentés a I’aide du logiciel Eviews.
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11.3.2.1 Statistique descriptive de la serie TMP journalier :

200

Series: TMPJ
700 + — Sample 1/01/2008 207/2014
~ Ob=servations 2254
B0
500 4 Mean 0.032365
Median 0.032560
400 Maximum 0.035700
Minimum 0020870
300 1 Std. Dav. 0.002027
200 Skewness  -1.270299
Kurtosis 10.57946
100 4
Jargue-Bera  &001.550
:I :_h T i_!_= LI | LI L L | 1T 17 | 1T 17 LI | 1T 17 | LI i_i Prﬂbﬂb"lﬂ" DUDDDUD
00225 00250 00275 00300 00325 0035 0037 0.040D

Figure 9 : Histogramme et statistique descriptive du TMP journalier

Nous constatons que le TMP est trés volatile. 1l est borné, d’apres les statistiques,
entre une valeur minimale de 2.087% et une valeur maximale de 3.97%, avec un écart-type de
0,002027

La statistique de Skewness est le coefficient d’asymétrie autour de la moyenne:

» Skewness >0 : signifie que la distribution est étalée a droite
> Skewness <0 : signifie que la distribution est étalée a gauche
> Skewness = 0 : signifie que la distribution est symétrique

Nous constatons, selon la figure ci-dessus, que la valeur de skewness est de -1.270299,

ce qui signifie que la distribution est étalée plus a gauche qu'a droite.

La statistique de Kurtosis mesure ’aplatissement de la distribution, de sorte que si
kurtosis est égal a 3, la distribution est normale.
Dans notre cas, la valeur de kurtosis est égal a 10.57, donc la série n’est pas normale.

Cependant, il faut s’assurer de cette non normalité par le test Jarque-Bera, qui permet

d*évaluer I'hypothese H, : skewness = 0 et kurtosis —3 =0

La statistique du test est

n—k (K —3)?
J.B = 5 52+T NX%;O.OS

AVec:
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e 1 = Nombre d'observations

o k = Nombre de variables explicatives si les données proviennent des résidus d'une
régression linéaire. Sinon, k = 0.

o S = Skewness

e K = Kurtosis

Afin de tester la normalité de notre série, nous allons comparer la valeur de Jarque-

Bera a la valeur de la table de la loi khi-deux. Puisque J.B = 6001,55 > ( x%.05 =

5,99), on rejette I’hypothése Hyy.

11.3.2.2 Test de racine unitaire (Dickey-Fuller Augmente) :

Afin d’identifier les caractéristiques d’une série chronologique, il nous est primordial

d’étudier sa stationnarité.

Nous optons pour le test de Dickey-Fuller (test de racine unitaire), qui a pour objectif
de détecter 1’existence ou non d’une tendance dans une série temporelle.

Ce test se base sur 3 modeles :

1. rp = @ri_1 + &  «modéle autorégressif d’ordre 1 »
2. 1 = @11 + a + & «modéle autorégressif d’ordre 1 avec constante »

3. I =@ri_1 +bt+a+¢& «modéle autorégressif d’ordre 1 avec constante et

tendance »

Nous commencerons par tester le 3°*™ modéle avec tendance et constante. Pour cela,

nous aurons besoin des valeurs tabulées correspondantes au test (annexe I11).

Augmented Dickey-Fuller Test Equation
Dependent Yariable: D(TMPJ)

Method: Least Squares

Date: 051214 Time: 22:39

Sample (adjusted): 1/02/2008 3/07/2014
Included observations: 2250 after adjustments

Yariable Coefficient Std. Errar t-Statistic Prab.
TMPJ(-1) -0.184465 0012204 1511495 0.0000
C 0.006251 0.000416 15.02047 0.0000

@TREMD{1/01/2008)  -2.50E-07 A7VOE-08 (FB.59672 0.0000

Figure 10 : Test de stationnarité de DFA (modele avec tendance et constante)
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Nous testons ’hypothése de 1’inexistence d’une tendance c'est-a-dire Hg: b = 0.
La t-statistic correspondante au trend (t; = —6.596722) est inférieur a la valeur tabulée

critique qui est de 2.78, au seuil de 5% [voir annexe I11]. Donc, nous acceptons I’hypothése

de I’inexistence d’une tendance.

Nous passons au modele 2 avec constante, qui a pour hypothése Hy: @ = 0. Nous

obtenons la sortie suivante :

Augmented Dickey-Fuller Test Equation
Dependent Variable: D{TMP.J})

Method: Least Squares

Date: 05M2/M14 Time: 22:326

Sample (adjusted). 1/02/2008 3/07/2014
Included observations: 2250 after adjustments

Variable Coeflicient Std. Error t-Statistic Prob.
TMPJ(-1) -0.149207 0.011075 =13, 67 0.0000
C 0.004827 0.0003549 13.43988 0.0000
R-squared 0074712 Mean dependent var -2 30E-06
Adjusted R-squared 0074300 3S.0D. dependentwvar 0.001107
S.E. ofregression 0.0010685 Akaike info criterion -10.85003
Sum squared resid 0.002552 Schwarz criterion -10.844895
Log likelihood 12208.28 Hannan-Cuinn criter. -10.84817
F-statistic 181.5128 Durbin-Watson stat 2104037
Prob{F-statistic) 0.000000

Figure 11 : Test de stationnarité de DFA (modele avec constante)

Comme c’est affiché dans la figure ci-dessus, la statistique de student correspondante a

la constante (t, = 13.43988) est supérieure a la valeur tabulée critique qui est de 2.52, au

seuil de 5%, [voir annexe I11]. Donc, nous rejetons I’hypothése H.

Testdegp =1
t-Statistic Prob.*
Augmented Dickey-Fuller test statistic 1347267 0.0000
Test critical values: 1% level -3.433060
5% level -2 862623
10% level -2 BET302

Figure 12 : Résultat du test de DFA concernant la stationnarité

Nous remarquons que la statistique du test de Dickey-Fuller Augmenté (-13.47267) est

inférieure a la valeur critique du test (-2,861960), au seuil de 5%. D’ou la stationnarité de

notre série.
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11.3.2.3 Test d’autocorrélation :

Aprés avoir confirme la stationnarité de notre série, nous essayerons d’identifier son

modéle.

Sample: 1012008 2/O7F/2014
Included obsernvations: 2254

Autocorrelation FPartial Correlation a~C PacC Q-Stat FProo

[ — | e | 1 o850 0850 16323 0.000
L e— 1] 2 0740 0060 28884 0000
I (i 2 0630 -0.045 3ITS4 S 0000
" L] 4 0.5485 0,032 444943 0000
L S— L 1] S 0492 0,059 49910 0000
L — i & 0429 -0.040 54065 0000
| — ] ¥ 0399 0084 5¥5653 0000
[ | m— =] 8 0.387 0087 61052 0.000
"— " a9 0.3¥v6 0015 64266 0.000
= P 10 0.3¥V0 0032 6736.1 0.000
" [l L] 11 0.360 0028 TOo29.7 0.000
[ — L L] 12 0.353 0.026 7T312.9 0.000
— L] 13 0348 0026 7FT5S87.0 0000
— m 14 03246 0047 7TFT8586 0000
" L 1 15 0.340 0011 $S1205 0.000
L — | L] 16 0.338 0035 83800 0.000
L — ) | U 17 0.3234 0,022 863244 0000
L m— | ] 18 0.336 0.039 8891.F 0.000
— i 19 0.330 -0.002 9140.1 0.000
T— Ll 20 0.324 0015 93784 0000
T [l L] 21 0.320 0029 92811.8 0.000
" o] Z2 0.325 0,052 98526 0.000
L — | L] Z3 0.333 0.038 10106. 0000
L — | L] Z24 0.343 0.03F 10374 0000
L — m 25 0.358 0058 10665 0. 000
L — L] 25 0.371 0025 10979. 0.000
[ m— L] 27T 0.381 0026 413190, 0.000
| — " 28 0389 0040 91857 0.000
= P 29 0.395 0.034 12013 0,000
" | 320 0.411 0077 12400. 0.000
T i 31 0411 -0.004 42786 0000
T L [ 322 0400 0015 13153 0. 000
— [l L] 23 0.392 0,027 13505, 0000
L — 1 24 0.382 0,016 A2839. 0000
L — o 35 0.370 -0.006 14152, 0.000
T L Ul 326 0.351 -0.015 14435 0.000

Figure 13 : Test d’autocorrélation

Soit PAC;, le coefficient d’auto-corrélation partielle d’ordre i, nous testons

I’hypothése H, : PAC; = 0,1 = 1....36. L’intervalle de confiance qui correspond a ce

test, au niveau de confiance 95% est :

$1.96\H = | F1.96 /L] = [-0.04128; 0.04128]
n 2254

Nous remarquons qu’a partir du second ordre presque tous les PAC rentrent dans
’intervalle de confiance, d’ou le non rejet de Hy, en plus les auto-corrélations décroissent
exponentiellement. Ce qui menent & dire que notre processus se rapproche d’un processus

autorégressif d’ordre 1.

Puisque la série est stationnaire et qu’elle suit un processus AR(1), hous pouvons faire

I’estimation de ses parametres.
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11.3.2.4 Estimation des paramétres du modele

L’estimation du modele suivant . = b + ary_, + &, effectuée par la méthode des

moindres carrés ordinaires, permet d’obtenir les résultats ci-dessous

Sample (adjusted): 1/02/2008 30712014
Included observations: 2250 after adjustments

Yariable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.
C 004827 0.000359 13.43988 0.0000
TMPJ(-1) 850793 0.011075 76.82254 0.0000
R-squared 0724162 Mean dependentvar 0.032363
Adjusted R-squared 0724039 3.D. dependentvar 0.002028
S.E. of regression 0.001065 Akaike info criterion -10.85003
Sum squared resid 0.002552 Schwarz criterion -10.84495
Log likelihood 12208.28 Hannan-Cluinn criter. -10.84817
F-statistic 5901.702 Durbin-Watson stat 2104037
Prob(F-statistic) 0.000000

Figure 14 : Estimation des parameétres du modele

En se basant sur les sorties d’Eviews, les valeurs des paramétres a et b sont :

b =0,004827 et a = 0.850793 et 0, = 0,002027
D’ou, nous déduisons les valeurs estimés de & et §  (voir la page 50)

@ =0.03235103 et S =0,16158642 et & = 0,002192793

La statistique de Durbin-Watson est proche de 2, ce qui montre qu’il n’y a pas

d’autocorrélation des résidus.

Nous ne pouvons faire les tests de significativité des estimateurs qu’apres avoir testé la

condition d’homoscédasticité des résidus.

11.3.2.5 Test d’homoscédasticité des résidus :

Nous testons I’hypothése Hg : L’homoscédasticité des résidus. Cette hypothése
suppose que la variance du terme d’erreur est constante pour chaque observation et ne varie

pas en fonction des observations V (&;) = cte  Vt

Heteroskedasticity Test White

F-statistic 171.0627 Prob. F(2 2247) 0.0000
Obs*R-squared 297.3136  Prob. Chi-Square(2) 0.0000
Scaled explained 55 7113879 Prob. Chi-Square(2) 0.0000

Figure 15 : Résultat du test de détection d’hétéroscédasticité

-55-



chapitre2 : Modélisation de la courbe de taux

Puisque la p-value du test est inférieure au seuil qui est de 5%, nous rejetons

I’hypothése H. D’ou I’existence de 1’hétéroscédasticité.

En cas d’hétéroscédasticité des résidus, les estimateurs restent sans biais et
convergents, mais, la matrice de variance-covariance se biaise, donc il est impossible de faire

les tests post-estimation usuels (t-statistic, F-statistic...).

Ainsi, pour pouvoir faire les tests de significativité des estimateurs, nous allons utiliser
I’approche de White, qui permet de corriger la matrice de variance-covariance des parametres
estimés par la « matrice de White ».

11.3.2.6 MCO avec correction par la matrice de White :

Apres avoir corrigé la matrice de variance-covariance par la matrice de White, nous

pouvons faire, les tests de significativité des paramétres du modele.

Included observations: 2250 after adjustments
White heteroskedasticity-consistent standard errors & covariance

Wariable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.
C 0.004827 0.001065 4 530381 0.0000
TMPJ(-1) 0850793 0.032573 26.11937 0.0000
F-squared 0724162 Mean dependentvar 0.032363
Adjusted R-squared 0724039 35.D. dependentvar 0.002028
S.E. of regression 0.001065  Akaike info criterion -10.85003
Sum squared resid 0.002552 Schwarz criterion -10.84485
Log likelihood 12208.28 Hannan-Cluinn criter. -10.84817
F-statistic 5901.702 Durbin-Watson stat 2104037
Prob(F-statistic) 0.000000

Figure 16 : Estimation du modéle apres correction de la matrice variance-covariance

Nous remarquons que les p-value associées a la statistique de Student sont toutes

nulles inférieures au seuil de 5%, donc nous rejetons les deux hypothéses Hgy :a = 0 et
Hy : b = 0. On peut confirmer, alors, que les coefficients a et b sont significatifs. En

outre, pour I’hypothése Hy : @ = b = 0, la p-value de la statistique de Fisher est nulle

inférieure au seuil de 5%, donc nous rejetons 1’hypothese de la nullité des coefficients

simultanément. Ainsi, nous pouvons confirmer la significativité de notre modele.
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11.3.2.7 Test de normalité :

Nous testons Hg : I’hypothése de la normalité des résidus

1.400
Seniez: Residusls
1200 __ Sample 102008 Y07 /2014
Obs=arvations 2250
1,000 4
— W=an 73218
200 - Median 224205
acinnum 0.011888
500 Minimum 0.010010
Std. Dev. 0.001085
4004 Skewnssz {0.558TT
Hurtosis 4853955
200 4
Jargue-Bara 1575711
I:'|| I T L B |_!_ == = 1 11 Probability 0000000
1010 0005 2.000 il 1] .00

Figure 17 : Test de la normalité des résidus

Puisque la p-value du test Jarque-Bera est inférieure au seuil de 5%, nous deduisons

qu’il n’y a pas de normalité des résidus.

11.3.2.8 Test du bruit blanc :

Included obhservations: 2250

Autocorrelation Fartial Correlation el PaAC o-Stat Frob
i} il 1 -0.051 -0.051 5.8056 | U.UTD
1] 1] 2 0058 0055 13.326 | 0.001
Il il 3 -0.038 -0.032 16.502 | 0.001
Il il 4 -0.0322 -0.039 18.835 | 0.001
1] 1] 5 0,059 0.061 Z6.820 | 0.000
o il 6 -0.058 -0.061 37.3288 | 0.000
Il il T o-0.025 -0.041 38.828 | 0.000
1] 1] 8 00320 0039 40871 0.000
mnm | I 9 0,015 0.021 41.408 | 0.000
1] 1] 10 00329 0027 44900 | 0.000
m 1] 11 00719 0,029 45689 | 0.000
1] 1] 12 0,026 0.028 47.226 | 0.000
I 1l | I 12 0016 0.011 A7 806 | 0.000
1] 1] 14 0042 0047 51.876 | 0.000
mnm | I 15 0012 0020 52268 | 0.000
1] 1] 16 0034 0036 54947 | 0000
mnm | I 17 0010 0018 551475 | 0.000
1] 1] 18 0051 0055 61.146 | 0.000
1] 1] 19 0,029 0033 6320632 | 0.000
mnm | I 20 0015 0017 G63.552 | 0.000
1l |l 21 -0.001 0000 632557 | 0.000
mnm | I 22 0017 0020 64195 | 0.000
mnm | I 23 0,024 0,022 65511 0,000
I 1l |l Z4 0009 0008 65689 | 0000
1] 1] 25 0035 0036 G68.422 | 0.000
1] 1] 26 0041 00432 7T2.251 0000
i) p 27 0.032 0026 74564 | 0.000
1] 1] 258 0.042 0035 7Fa8. 508 | 0.000
1 I 29 -0.005 -0.001 T8.554 | 0.000
Im] A 30 0086 00830 95577 | 0.000
1] {u} 21 0054 0075 104.88 | 0.000
1] 1] 32 0,026 0025 10647 | 0.000
1] 1] 33 0,035 0035 10926 | 0.000
1] 1] 24 00327 0052 11242 | 0.000
1] 1] 35 0.054 0.0581 119.07 | 0.000
| LIl 36 -0.003 -0.003 119,09 | 0.000

Figure 18 : Corrélogramme des résidus

-57-



chapitre2 : Modélisation de la courbe de taux

Nous remarquons que toutes les probabilités sont inférieures au seuil de 5%, donc les

résidus de notre série ne sont pas des bruits blancs.

L’estimation des parametres du modele de Vasicek, nous permet d’avoir toutes les
données pour calculer les rendements d’une obligation zéro coupon, sauf le paramétre A.

Celui-ci représente la prime de risque et mesure la variation appliquée par les investisseurs

pour compenser le risque auquel ils sont exposés en détenant cette obligation.

Nous ne pouvons observer A directement sur le marché, mais nous pouvons 1’évaluer

comme la valeur qui réduit au minimum le carré des erreurs entre les rendements réels du

marché et les rendements théoriques.
11.3.2.9 Estimation de la prime de risque :

Pour pouvoir construire la courbe de taux zéro coupon par le modéle de Vasicek, nous
devons estimer la valeur de A, qui est obtenue par la minimisation des écarts au carré entre

les rendements théoriques et les rendements du marché a 1’aide de la méthode des moindres

carrés ordinaires (MCO).

Nous nous basons sur la courbe de taux correspondante au 07/03/2014, nous

initialisons A par zéro, et puis nous utilisons le solveur Excel pour calculer sa valeur optimale

qui minimise les écarts pour cette date. Nous calculons également, a partir de A, la prime de

terme Y (t, T, 1) qui varie en fonction des maturités.

Modeéle de Vasicek entrer une date:  07/03/2014
maturite a |A(0,T)  [B(O.T)  |A(0,T)*r(0) |Rendement calculé |Rendement réel |ecart ecart"?  |prime de terme
0,25 -0,24502| -0,0004| -0,0074779 3,154% 3,250% 0,096%  0,000% 0,001761514
parametres |valeurs 05 -0,48033| -0,0016| -0,0146598 3,243% 3482% 0,235% 0,001%| 0,003453288
a 0,8508 1 -0,92339| -0,0060| -0,0281818 3,416% 3,931% 0,115% 0,000% 0,006638546
b 0,0048 2 -1,7098] -0,0225| -0,0521587 3,735% 3,770% 0,035%  0,000% 0012286575
ecart type |  0,002027 3 -2,37738| -0,0481| -0,0725581 4,022% 4,026% 0,004% 0,000% 0,017091879
alpha | 0,03235103 4 -2,94606| -0,0813| -0,0899137 4,281% 4,287% 0,006%  0,000% 0021180197
beta | 0,16158642 5 -3,42987| -0,1211] -0,1046798 4,515% 4,554% 0,035% 0,000%|  0,02465851
sigma 0,00219 6 -3,8415| -0,1663| -0,1172426 4,726% 4,715% 0,011%|  0,000% 0,027617834
tmp 0,03052 7 419171 -0,2163) -0,127931 4,918% 4,880% -0,037% 0,000%| 0,030135606
lamda | -0,0071893 8 -1,48967| -0,2703| -0,1370246 5,092% 5051% -0,041% 0,000%| 0,032277709
ecart"2 0,001% 9 -4,74316|  0,3277| -0,1447614 5,250% 5227% 0,023%|  0,000% 0,034100195
10 -1,95884| -0,3880| -0,1513438 5,394% 540%% 0,016% 0,000%  0,035650754

Figure 19 : Estimation de la valeur de la prime de risque et calcul des rendements zéro coupon
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o« A@T) =2 (7P 1)

e B(tT) = %(1 _ e—zﬁ(T—t)) +%(a _ % _ ;_z) (1 _ e—B(T—t)) _

e R(tT) = —(T—it) [A(t, T) *7(t) + B(¢,T)]

« YET,r) =5 (eFT0 1)

Aprés avoir estimé la prime de risque A, on s’est rendu compte que la courbe obtenue

par le modele Vasicek est tres proche de celle du marche, ce qui est montré par le graphe ci-

dessous.

6,000%

5,000% e

4,000%

3,000%

RENOeEMmMeEnTCalCuUlE

Rendementréel
2,000%

1,000%

0,000% T T T T T T T T T T T

Figure 20 : Comparaison entre la courbe de Vasicek et celle du marché pour la date 07/03/2014

Donc, nous pouvons conclure que le modele de Vasicek modélise bien la courbe de
taux marocaine, et méme confirmer que la courbe théorique estimée par Vasicek est celle qui

refléte le mieux la réalité du marché national.

En outre, ’estimation de A nous a permis de calculer la prime de terme présentée par

le graphe suivant :
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primede terme

0,035
0,03 ——

0,025 /
0,02 /

0,015 / —— prime de terme
0,01 /

0,005

0,25
0,5

Figure 21 : Prime de terme du modele Vasicek

Nous remarquons que la prime croit avec les maturités, ce qui parait logique car plus

le risque est important plus la prime est élevée.

Le modele Vasicek a plusieurs avantages : Sa distribution gaussienne est facile a
manipuler, la simulation est aisée puisque les formules sont explicites pour les obligations et

les taux zéro-coupon.

Mais, son défaut majeur est dd a son caractere gaussien qui ne garantit pas la positivité
du taux court. Donc, pour remédier & cela, nous allons utiliser le modele de Cox, Ingersoll
et Ross, qui ajoute de nouvelles contraintes sur la dynamique des taux, garantissant la

positivité des taux.
1.4 Modéle de Cox Ingersol Ross :

Afin de corriger le modeéle de Vasicek et d’assurer la positivité du taux d’intérét, Cox,
Ingersoll et Ross(1985) ont introduit le modele dit en «racine carrée », dont 1’équation

différentielle s’écrit de la fagon suivante:
dri=a(b—r1y) dt+a\/7t dw, r(0) =1,

Avec 19, a, b et o sont des constantes positives vérifiant 2ab > a2, cette

condition permet de s’assurer de la stricte positivité du taux court.

Ce processus « racine carré » est caractérisé par ’effet du retour a la moyenne b, avec

une vitesse d’ajustement a.
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Notons que lorsque 7(t) devient nul, la dynamique du taux court est décrite par

1’équation déterministe positive (dr; = a * b * dt > 0). Ceci montre que, le taux court

n’est jamais négatif, et qu’une fois il atteint la valeur zéro, il redevient positif. Ainsi, nous

pouvons assimiler la valeur zéro a une barriere réfléchissante du taux court.

La solution du processus« racine carré » s’écrit de la fagon suivante :
t t
Ty =r0+f a(b—rs)ds+aj J1re dwyg
0 0

En introduisant I’expression des parametres dans 1’équation de structure par terme,

nous obtenons :
2

o
7Prr+{a*(b—r)—/1}Pr—rP+Pt=O

La solution de cette équation différentielle qui régit le prix d’une obligation zéro

coupon est la suivante :

P(T,t,r) = A(t,T) * exp(—B(t,T) * 1)

Tel que :
2ab
*(T— a2
2]/ exp ((a+A+y) (T t))
At T) = 2
(a+1+y) (exp(y(T — t)) — 1) + 2y
BT) = 2(exp(y(T —t)) — 1)
' (a+ 21+ y)(exp(y(T — t)) - 1)+ 2y
Avec : Yy =+ (a+ )%+ 202
La relation [R(t, T)=— ﬁln(P(t, T)] permet d’aboutir & la structure par terme

de taux :

B(t,T)*r(t) —In(A(t,T)

R(T,t,r) = T—¢
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11.5 Application du modéle de Cox, Ingersoll et Ross
Pour appliquer ce modéle et faire les estimations des parameétres, nous devons passer

par la discrétisation du modele CIR.

Puisque la discrétisation exacte n’existe pas dans le cas du CIR, on a recours a une
discrétisation approximative suivant différents schémas, les plus connus sont le schéma

d’Euler et le schéma de Milstein.
I1. 5.1 Discrétisation du modele de Cox, Ingersoll, et Ross :

Dans notre cas, nous avons opté pour le schéma d’Euler. Le procédé de discrétisation
consiste en I’approximation du processus continu 7 par le processus discret 7, d’ou ce

dernier s’écrit de la fagon suivante :
Tepg =T +alb—T7:)0 + 0Ty 6 * €45

Tel que &;,5 estune variable aléatoire normale centrée réduite

Si nous considérons que & est égale a une période, on aura donc :
rr=a*xb+(1—a) 4 +0yri_1 &

Les paramétres de ce modeéle peuvent étre estimés selon la régression suivante :

T ab

= +(1—-a)ri_,+ o¢
VTt-1 Tt-1 o ‘

1
Posons Xt = Tt ; Zt = \Tt=1 ; Yt =

Te1 Te1
Donc I’équation de régression devient :

Xe=abY,+(1—-a)Z;+o0¢
Etsoit « = ab et f =1 — a, nousaurons:

Xt=aYt+ﬂZt+O-€t
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11.5.2 Analyse des donneées :

Afin d’estimer les paramétres du processus « racine carrée », nous allons utiliser le

taux moyen pondéré journalier sur la période allant du 24/03/2013 au 07/03/2014.

T™MF

320

316

312+

0308

0304

0300

'DzmIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIFIII‘IIIIIIIII'IIIIIIIIIIIIIIII
M3 K4 M5 MG MY Mz Mg  M10 K11 W12 WM Mz M3

2013 2014

Figure 22 : Evolution du TMP journalier entre 24/03/2013 et 07/03/2014

A partir de 1’évolution du TMP journalier, nous remarquons que la série est

stationnaire sur toute la période. Cette stationnarité sera confirmée par le test de Dicky Fuller.

Il .5.2.1 Statistique descriptive de TMP journalier

k=l
_ Series: TMP
w4 [ Sample 3242013 3072014
_ Ohbservations 245
=
Mean 0.020532
fa ks ] | Median 0.030500
u Maximum 0.031630
154 Minimum 0.020000
Std. Dew. 0.000372
184 M Skewness 0.482015
Kurtosis 2.437788
5
Jargue-Bera 17.01285
e 1 1 LI I I I I !_! Probability 0000202

Q03000 Q03025 Q0050 QOS0TS Q0300 Q05125 Q0SS0

Figure 23 : Histogramme et statistique descriptive du TMP journalier

La série du TMP journalier fluctue entre une valeur minimale de 3% et une valeur

maximale de 3,169%, sa moyenne est de 3,0532%, et son écart type est égal a 0,000372.
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Nous constatons que la valeur de skewness est de 0.462015, ce qui signifie que la

distribution est étalée plus a droite qu'a gauche.

Quant a la normalité de la série, suite a la comparaison de la valeur de la statistique de

Jarque-Bera avec celle qui se trouve dans la table de la loi khi-deux, nous trouvons que
[].B =13.41 > )(22;0,05 = 5,99]. D’ou le rejet de I’hypothése de la normalité de la
série.

11.5.2.2 Test de la racine unitaire

Nous allons tester la stationnarité de la série par le test de Dickey-Fuller qui se base
sur les 3 modeles que nous avons déja vu dans le cas de Vasicek.
Nous commengcons par le modele avec tendance et constante :

Sample (adjusted): 3/25/2013 310712014
Included observations: 348 after adjustments

Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Praob.
TMP{-1) -0. 147663 0.023083 -5.258157 0.0000
c 0.004516 0.000859 5.2587490 0.0000

@TREMD(3/24/2013)  -3.83E-08 1.04E-07 (0368210 07129

Figure 24 : Test de stationnarité de DFA (modele avec tendance et constante)

Nous testons I’hypothése de I’inexistence d’une tendance c¢’est a dire Hy: b = 0.
La t-Statistic correspondante au trend (t; = -0.368310) est inférieur a la valeur tabulée

critique au seuil de 5%, qui est de 2.78 [voir annexe I11], donc nous acceptons I’hypothése

de I’inexistence d’une tendance.

Nous passons au modele 2 avec constante, qui a pour hypothése Hy: @ = 0, nous

obtenons la sortie suivante :

Sample (adjusted). 325/2013 310772014
Included observations: 348 after adjustments

Variable Coefficient Std. Errar t-Statistic Frab.
TMP(-1) 0147168 0.028015 -5.253098  0.0000
C 0.004494  0.000855 (5.25344D  0.0000

Figure 25 : Test de stationnarité de DFA (modele avec constante)
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Comme il est affiché dans la figure ci-dessus, la valeur de la statistique de student

correspondante a la constante ( t; =5.253447) est supérieure a la valeur tabulée critique au

seuil de 5%, qui est de 2.52 [voir annexe I11]. Donc, nous rejetons I’hypothése H .

Testdegp =1
t-Statistic Prob.*
Augmented Dickey-Fuller test statistic €253098 0.0000
Test critical values: 1% level -3 4455943
5% level 868628

10% leveal -2.571148

*MacKinnon (1996) one-sided p-values.

Figure 26 : Résultat du test de DFA concernant la stationnarité

Nous remarquons que la statistique du test de Dickey-Fuller Augmenté qui est égale a
(-5.253098), est inférieure a la valeur critique du test qui vaut (-2,869629) au seuil de 5%.

D’ou la stationnarité de notre série.

11.5.2.3 Estimation des parametres du modeéle

L estimation des paramétres de 1’équation [ X; = aY; + [Z; + 0 &] par la méthode

des Moindres Carrés Ordinaires (MCO), permet d’obtenir les résultats suivants.

Sample: 32472013 310712014
Included observations: 349

Wariable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.
¥ 0.004508 0.000856 5.267090 0.0000
Z 852352 0.028038 30.39969 0.0000
R-squared 0.313866 Mean dependentwvar 0174734
Adjusted R-squared 0311888 5.D. dependentwvar 0.001340
S.E. of regression 0001112  Akaike info criterion -10.76043
Sum squared resid 0.000429 Schwarz criterion 1073834
Log likelinood 1879.685 Hannan-Cuinn criter. -10.75164

Durbin-Watson stat 1.897320

Figure 27 : Estimation des paramétres du modele de CIR

A

D’aprés ce résultat nous avons & = 0.004508 et f = 0.852352

_0.004508

Donc:d@ = 1—0.852352 = 0.147648 et b =
0.147648

page 62)

= 0,03053208 (voir
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L’estimateur de o est 1’écart type qui se trouve dans la figure 23 : 6 = 0,000372

11.5.2.4 Test d’hétéroscédasticité pour le modele CIR

Afin de tester I’hétéroscédasticité des résidus, nous avons opté pour le test de White

sous Eviews

Heteroskedasticity Test White

F-statistic 0.150655 Prob. F(2,346) 0.8602°
Obs*R-squared 0.303657 Prob. Chi-Square(2) 0.8591
Scaled explained 55 1.465455 Prob. Chi-Square(2) 0.4306

Figure 28 : Test d’hétéroscédasticité des résidus

Puisque la p-value est supérieur au seuil de 5%, nous acceptons 1’hypothése

d’homoscédasticité des résidus.

11.5.2.5 Tests de significativité des parametres du modeéle

Nous remarquons que les p-value associées a la statistique de Student sont toutes

nulles inférieures au seuil de 5%, donc nous rejetons les deux hypothéses Hy : ¢ = O et
H, : f = 0. Cela méne a dire que les coefficients a et b sont significatifs. En outre, pour

I’hypothése Hy : &« = § = 0, la probabilité de la statistique de Fisher (P-value) est nulle
inférieure au seuil de 5%, donc nous rejetons 1’hypothése de la nullité des coefficients

simultanément. Ainsi, nous pouvons confirmer la significativité de notre modele.
Notre modele s’écrit donc comme suit :
X; =0.004508 = Y; + 0.852352 x Z, + 0,000372

11.5.2.6 Test de bruit blanc : Box Pierce

Dans le dessein de tester si les résidus de notre série sont des bruits blancs, nous
procédons au test de Box Pierce qui a pour hypothese nulle Hy : les résidus sont des bruits

blancs
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Sample: 324/20132 /072074
Included observations: 249

Autocorrelation Fartial Correlation A PaAC D-Stat FProb
L L 1 0,012 0,012 00568 |0.812
g g1 2 -0.050 -0.060 1.3297 |0.514
LN L R 2 0028 0030 1.6164 |0.656
Ll L 1 4 0058 0064 32668 |0.514
LN L R 5 00328 0040 37924 |0.580
L i &6 -0.005 0.001 3.80179 JO.703
g g T O-0.0323 00332 42031 0756
L p 8 -0.003 -0.010 42070 |0.535
g g 9 -0.037 -0.046 4.6940 (|0.260
LN L R 10 0039 0.041 52469 0574
g g1 11 -0.065 -0.067 G.7771 0.817
g g 12 -0.067 -0.055 8.3974 |0.753
[ 1 12 -0.000 -0.002 8.2974 |0.817
Ll L n 14 0071 0066 10226 |0.745
o g1 15 -0.085 -0.080 12894 |0.611
L L 156 0000 0022 12.594 |0.651
g o 17 -0.0280 -0.090 15265 |0.576
Ll L n 18 0070 0068 17.065 |0.519
[ ] [ 19 0019 0010 17.199 |0O576
Ll L ] 20 0074 0090 19220 |0.505
N B [N N 21 -0.022 -0.01&8 19402 |0.559
M L 1 22 0.045 0055 20202 |0.570
N B g 23 -0.012 -0.036 20260 |0.526
A L ] 24 0111 0097 24,888 |0.412
i rm 25 0.032 0.033 25276 |0.447
g g 26 -0.073 -0.074 27.308 |0.293
) H 27 -0.007 -0.004 27 328 |0.4456
LN p 28 0,025 -0.014 27.568 |0.487
N rm 29 0.015 0.028 27.654 |0.5326
(= ) =l 20 -0.110 -0120 32271 0.355
M | 321 0.050 0112 33248 |0.3258
A L ] 32 0128 0.086 39.581 o168
o g1 33 -0.087 -0.055 42523 |0.124
LN L R 24 0026 0.028 42789 |0.1432
L L 1] 325 0,024 0,043 43007 |0.166
g o 26 -0.068 -0.086 44.838 |0.148

Figure 29 : Corrélogramme des résidus

Nous constatons, d’aprés le corrélogramme des résidus, que les p-value sont toutes
supérieures au seuil de 5%, d’ou le non rejet de ’hypothése H. Ainsi, les résidus sont des

bruits blancs.

11.5.2.7 Test de normalité des résidus :

Testons Hg : I’hypothése de normalité des résidus

140
Series: Residuals

1204 — Sample 324:2013 307201
Observations 343

100 4

- Waan -2.08=08

804 Median -1.88=-08
haztinmum 0. DT

R Miinsirmym -0.00455T
Std. Dev. 0.001110

40 Skewness 0.3594108
Hurtosis 10. 78382
Jargue-Bara  BERBIED

I:':_=||||||| |||||||||||:_=Pmbabi"w

0004 000z Q000 anaz Q0 Q005

Figure 30 : Test de normalité des résidus

Puisque la p-value du test Jarque-Bera est inférieure au seuil de 5%, nous déduisons

qu’il n’y a pas de normalité des résidus.
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11.5.2.8 Estimation de la prime de risque :

Afin de construire la courbe du taux zéro coupon par le modele de Cox, Ingersoll et
Ross, nous devons faire I’estimation de A . Celle-ci est obtenue par la minimisation des

¢carts au carré entre les rendements théoriques et les rendements du marché a ’aide de la

méthode des moindres carrés ordinaires (MCO).

Comme dans le modéle de Vasicek, nous allons travailler sur la courbe de taux

correspondante au 07/03/2014. Nous allons initialiser A par zéro, et puis utiliser le solveur

Excel pour calculer la valeur de A qui minimise les écarts pour cette date.

Modele CIR Date 07/03/2014
maturité a |A(T) B(T) Rendement calculé  |Rendementréel  |écart ecart"2
0,25 0,99985897 0,2504 3,114% 3,250% 0,136%| 0,0001859%
0.5 0,99943537 0,5017 3,175% 3,482% 0,307%| 0,0009397%
paramétres |valeurs 1 0,99773821 1,0069 3,299% 3,531% 0,231%| 0,0005339%
a 0,147648 g 0,99094215 2,0277 3,549% 3,770% 0,221%| 0,0004870%
b 0,03053208 3 0,97964258 3,0627 3,801% 4,026% 0,225%| 0,0005049%
sigma 0,000372 4 0,96393294 4,1119 4,056% 4,287% 0,231%| 0,0005350%
gamma 0,013743623 5 0,94396872 5,1757 4,312% 4,554% 0,241%| 0,0005828%
tmp 0,03052 B 0,91996519 06,2541 4,572% 4,715% 0,143%| 0,0002049%
lamda -0,16138155 7 0,8921938 7,3475 4,833% 4,880% 0,047%| 0,0000223%
ecart"2 0,005% 8 0,86097715 8,4260 5,097% 5,051% -0,046%| 0,0000213%
g 0,82668272 9,5798 5,363% 5,227%|  -0,136%]| 0,0001861%
10 0,78971556 10,7192 5,632% 5,405% -0,223%| 0,0004979%

Figure 31 : Estimation de la prime de risque A et calcul des rendements zéro coupon

2ab
ey (e \F
’ — \ (@a+2+p)(exp(y(T-1))-1)+2y
« B(tT)= 2(exp(y(T-t))-1)

(a+2+y)(exp(y(T—t))-1)+2y

° y=\/(a+/1)2+20'2

B(t,T)*r(t)-In(A(t,T)
T—t

e R(T,t,7r)=

Aprés avoir estimé la valeur de la prime de risque A, nous allons comparer entre la

courbe calculée par le modele de CIR et celle du marche.
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6,000%
5,000% /

4,000% /_/

_/ == Rendement calculé

= Rendement réel

3,000%

2,000%

1,000%

O'OOO% T T T T T T T T T T T 1
02505 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Figure 32 : Comparaison entre courbe du marché et celle obtenue par CIR

Nous remarquons que les deux courbes sont proches, et presque collées, ce qui montre

que le modele de CIR modélise bien la courbe de taux marocaine.
Nous allons opter pour le modéle de CIR pour faire les prévisions car :

- Il garantit la positivité des taux
- Ses résidus vérifient I’hypothése d” homoscédasticité

- Ses résidus sont des bruits blancs

11.5.2.9 Prevision de la courbe par le modele de CIR

Pour pouvoir faire les prévisions de la courbe de taux zéro coupon par le modele de
CIR, il faut, d’abord, faire les prévisions du taux moyen pondéré (TMP) et de la prime de

risque A.
1) Prévision de taux moyen pondéré TMP par Monte Carlo :

Pour faire des prévisions sur le taux court, nous allons essayer de simuler le

mouvement brownien en utilisant VBA Excel.

Pour ce faire, nous générons 500 variables de loi normale N (0,1) pour chaque jour t

des 365 jours dont nous souhaitons faire les prévisions.
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-
Génération de nombres aléatoires

Mombre de wvariables:

Mombre d'échantillons générés: 355 Annuler

Mormale El

Distribution:

i)

Paramétres
Moyenne = o

Ecart—i_:ype =

Entier générateur:
Options de sortie

_ ) Plage de sortie: Rz
@ Insérer une nouvelle feuille:

) Créer un nouveau dasseur

Figure 33 : Simulation de 500 résidus pour 365 jours

Ensuite, nous remplacons les résidus simulés pour le jour t , dans I’équation du

modéle de CIR : 1, =ab+ (1—a)r,_y +0/1:_1 &, afin d’obtenir 500 TMP
simulés. La moyenne calculée sur ces TMP permet d’avoir le taux prévisionnel correspondant

au jour t. On passe, apres, au jour suivant, et on reprend le calcul.

date tmp prévisionnel
08/03/2014 3,0522604%
09/03,/2014 3,0522884%
10/03/2014 3,0521761%
11/03/2014 3,0526156%
12/03,/2014 3,0525349%
12,/03/2014 3,0526447%
14/03/2014 3,0528409%
15/03/2014 3,0525489%
16/03/2014 3,0521410%
17/03/2014 3,0528474%
18/03/2014 3,0527119%
19/03/2014 3,0528125%
20/03/2014 3,0528252%
21/03/2014 3,0528631%
22/03/2014 3,0524389%
22/03/2014 3,0522500%
24,/03/2014 3,0514200%
25/03,/2014 3,0519969%
26/03/2014 3,0523966%
27/03/2014 3,0524182%
28/03/2014 3,0524592%
29/03/2014 3,0526995%
30/03,/2014 3,0522769%

Tableau 5: Prévisions du TMP journalier du 08/03/2013 au 30/03/2014

2) Prévision de la prime de risque A :
Afin de pouvoir effectuer des prévisions sur la prime de risque, nous avons calculé une

série de A, allant du 01/11/2013 au 07/03/2014, soit 127 observations.
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Le graphe montre que la série des A est non stationnaire.

LAMBDA

-.128

-130

-132H

-134 4

-138 H

-138 1

140 T —— — e

4 11 18 25 2 9 16 23 30 6 13 20 2F 3 10 17 24
2013m11 2013m12 2014m1 2014m2

Figure 34: Evolution de la série de la prime de risque

3

Cette absence de stationnarité dans la série est confirmée par le test de Dickey-Fuller

Augmenté :

t-Statistic Prob.*

Augmented Dickey-Fuller test statistic @?4-42 0.0595
Test critical values: 1% level -4.032498

A% level .—3.4458?

10% level -3 147878

*Mackinnon (1998) one-sided p-values.

Augmented Dickey-Fuller Test Equation
Dependent Variable: D(LAMBDA)

Method: Least Squares

Date: 05/25M14 Time: 10:08

Sample (adjusted): 11/02/2013 310712014
Included observations: 126 after adjustments

Variable Coefficient Std. Errar t-Statistic Praob.
LAMBDA-1) -0.167183 0.049544  -3.374426 0.0010

c -0.022471 0006648  -3.379897 0.0010
@TREMND{11/01/2013) 4 42E-07 3ATE-06 0.139242 0.85895

Figure 35 : Test de Dickey Fuller (modéle avec constante et tendance)

En effet, d’aprés la figure ci-dessus, la statistique du test de DFA qui est égale a (-

3,374426), est supérieure a la valeur critique du test qui vaut (-3,445877) au seuil de 5%.

Donc la série est non stationnaire (série DS).
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Ainsi, pour faire les prévisions sur la prime de risque, nous avons stationnarisé la série
en utilisant la premiere différence [dlambda = lambda-lambda(-1)]. Le graphe suivant montre

I’évolution de la nouvelle série :

DLAMBDA,
008

004 +

J002 H

J000 +

- 002 H

004+

-.006 +

-0o2 L L LY L L LN Y L L L R LRy L LN LR Ry

4 11 18 25 2 9 16 23 30 & 13 20 2f 3 10 17 24 3
2013m11 2013m12 2014m1 2014mz2

Figure 36 : Graphe de la série dlambda

La série apparait stationnaire, mais comme toujours, on va le confirmer par le test de

Dickey-Fuller Augmenté.

e Test de la nullité de la tendance :

t-Statistic Prob.*
Augmented Dickey-Fuller test statistic -10.90047 0.0000
Test critical values: 1% level -4 033727
5% level -3.445464
10% level -3.148223
*MacKinnon (19968) one-sided p-values.
Augmented Dickey-Fuller Test Equation
Dependent Variable: D(DLAMBDA)
Method: Least Squares
Date: 052514 Time: 10:36
Sample (adjusted): 11/04/2013 20712014
Included observations: 124 after adjustments
Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.
DLAMBDAC-1) -1.336454 0122605 -10.90047 0.0000
C{DLAMBDAL-1)) 0325121 0086327 3. 766165 0.0003

c -7.03E-05 0.000240 -0D.28 & 0yyoz
@TREMD(11/01/2013) 3.98E-07 3.25E-06 @ 0.9027

Figure 37 : Test de DFA, modéle avec tendance et constante

La t-statistic correspondante au trend (0,122472) est inférieure a la valeur tabulée

critique (2.79) au seuil de 5%. Donc on ne rejette pas I’hypothése de la nullité de la tendance.
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e Test de la nullité de la constante :

t-Statistic Prob.*
Augmented Dickey-Fuller test statistic -10.94443 0.0000
Test critical values: 1% level -3.483751
5% level -2.884856
10% level -2.579282
*MackKinnon (1996) one-sided p-values.
Augmented Dickey-Fuller Test Equation
Dependent Variable: D{DLAMBDA)
Method: Least Squares
Date: 0542514 Time: 10:28
Sample (adjusted): 11/04/2013 30712014
Included observations: 124 after adjustments
Wariable Coefficient Std. Errar t-Statistic Prokb.
DLAMBDAL-T) -1.336200 0122099 -10.94443 0.0000
DiDLAMBDA-1Y) 0.325047 0.085873 3 26 0.0002
C -4 46E-05 0.000116 -0.38405 07016

Figure 38 : Test de DFA (modéle avec constante)

La t-statistic de Student correspondante a la constante (-0.384050) est inférieur a la
valeur tabulée critique (2,53) au seuil de 5%. D’ou le non rejet de ’hypothése de la nullité de

la constante.

e Test du modele sans tendance ni constante :

Mull Hypothesis: DLAMBDA has a unit root
Exogenous: Mone
Lag Length: 1 (Automatic - based on SIC, maxlag=12)

f-Statistic Prob.*

Augmented Dickey-Fuller test statistic (EI.Q?EE 0.0000
Test critical values: 1% level -2.583744

5% level

10% level -1.615011

Figure 39 : Test de DFA, modéle sans tendance ni constante

La statistique du test de DFA (-10,97610) est inférieure a la valeur critique (-

1,943427) au seuil de 5%. Donc, la série est stationnaire.
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Nous allons essayer de trouver le modéle de dlambda :

Sample: 11/01/2013 3/07/2014
Included observations: 126

Autocorrelation Partial Correlation A PAC -Stat Frob
1 ! ! ! 1 -0.008 -0.008 00092 09232
— — 2 -0.325 -0.325 13.7432 0.001
1 ! ! ! 3 -0.002 -0.010 132744 0003
LI g 4 0050 -0.062 14070 0.007
g g 5 -0.072 -0.085 14756 0.011
g g 5 -0.027 -0.037 14.854 0.021
L | g 7 -0.045 -0110 15133 0.034
LI L i 8 0065 0048 15702 0.047
LI 1 ! ! 9 00.052 0001 16.070 0065
1A oA 10 0047 0085 16.278 0089
1 ! L i 11 0.015 0.042 16.408 0127
g LY 12 0126 0117 19.042 0087
L] = 132 -0.154 -0.149 22438 0.049
[ = LI | I 14 0112 0029 24232 0043
LI L 15 0101 0,026 25717 0.041
g 1 1 16 -0.052 -0.002 26.121 0.052
L] | —_ 17 -0.182 -0157F 29552 0.030
LI s ! ! 18 0.078 0,022 320458 0.0322
1 1 LY 19 0002 -0.1324 20460 0046
g ! ! 20 -0.0329 -0.012 320.6888 0.059
LI g o 21 -0.042 -0.0632 30.960 0074
LI L 22 0,052 0.035 321.297 0.088
LI | rg o 23 -0.029 -0.071 21.520 0110
LI = oA 24 0107 0098 3232230 0097
LI L 5 25 0111 0082 35295 0.083
LI | 1 1 26 -0.045 0019 325.627 0.099
L] g o 27 -0.184 -0.056 29.505 0.057
LI ! ! 28 0025 0019 329.605 0072
LI g 29 0.020 -0.0681 329.750 0.088
1 1 1 1 20 0002 -0.002 29.752 01710
1 ! ! ! 321 -0.014 ©0QO007F 329.785 01324
LI L 22 0.055 0,031 403200 0.149
LI L 22 0.064 00321 41.007 0150
LI s A 34 0072 0076 41.219 0165
LI LI i ) 35 -0.029 0.051 42 068 0192
g L 26 -0.101 -0.068 43.880 0172

Figure 40: Corrélogramme de la série dlambda

Le corrélogramme montre que la série peut étre 1’un des processus suivants : AR(2),
MA(2) ou ARMA(2,2). Mais apres avoir effectué les tests de significativité des estimateurs
sur les trois modeles, nous avons trouvé que le modeéle qui vérifie ce test est le processus
AR(2).

Sample (adjusted): 11/04/2013 3/07/2014
Included observations: 124 after adjustments
Convergence achieved after 3 iterations

\ariable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.

AR(Z) -0.324142 0085299  -3.800035 (0.0002

Figure 41 : Estimation des parametres du modele AR(2)

La p-value associé au coefficient du modele AR(2) est inférieure du seuil de 5%, d’ou

la significativité de I’estimateur.

Par la suite, vérifions si les résidus de la régression sont des bruits blancs
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Sample: 11/04/2013 /07T 20174
Included observations: 124
D-statistic probakbilities adjusted for 1 ARMA termiis)

Autocorrelation Fartial Correlation A Pauc o-Stat FProb

! ! ! 1 1 -0.0174 -0.0174 00264

! ! ! 1 2 -0.020 -0.020 00729 0779
g g o 3 -0.032 -0.033 02116 | 0.9200
g o g o 4 -0.067F -0.068 O.Fa876 o852
g [N o 5 -0.106 -0.110 22631 0.687
! ! ! 1 =7 0,003 -0.000 22720 o810
g o g o ¥ -0.054 -0.074 28104 | 0232
oA oA 8 0.087F7 00732 28255 | 0.800
opa o =] 00532 o.0z29 4 2002 08329
pa ! 1 10 0032 0024 43413 o.888
! ! ! 1 11 -0.019 -0.013 4.2912 0,923
Ll Ll = 12 -0.111 -0.115 G.1120 | 0866
" L 13 -0.148 -0.136 92167 |0.684
LI 5 ) [ 1 ] 14 0.069 006564 98982 o.Foz
! ! ! 1 15 o014 0019 Q.9247F 0758
! ! ! 1 16 0,005 -0.015 2.9283 0.824
" — 17 -0.152 -0.204 13.292 | 0.651
LI 1 ) ! 1 18 00632 0023 132.870 | 0676
g o [ 19 -0.075 -0.089 14 F11 o682
! ! ! 1 20 -0.000 -0.009 14 F11 o F41
rg o rg 21 -0.064 -0.053 15.331 0.7F57
oA oA 22 0090 0070 16.585 | 0736
! ! g o 23 -0.010 -0.026 16.601 0785
L ) [ = ] 24 01326 o083 19 474 | 0673
LI 5 ) [ = 25 0071 o072 20270 o681
! ! ! 1 26 -0.002 -0.001 20.2831 0.7rF32
" Ll = 27 -0.139 -0.099 232409 | 0.610
! ! ! 1 28 0015 0019 23 448 | 0.661
LI I [ 29 -0.025 -0.026 22 549 o.Fos
pa ! 1 20 0032 o001 23720 0743
! ! LI | I 31 0017 0.026 23.768 o.raz
oA LI i 32 0095 0055 25300 | 0754
LI 1 ) LI 33 00632 0040 259826 | 0754
LI 5 ) o 24 0072 00326 2656. 8986 0754
LI I o 25 -0.040 0.0325 2T 174 | 0791
g g 26 -0.1017 -0.100 Z25.930 0753

Figure 42 : Test de Box Pierce

Le test de Box Pierce réalisé sur les résidus de la régression atteste la présence du

« bruit blanc »au seuil de 5%.

Nous pouvons, Ainsi, faire les prévisions sur lambda a partir de dlambda, pour un

horizon d’un an, gréace au logiciel Eviews :

date lambda prévisionnel
os/o3/2014 -0,135818672
o9/oz/2014 -0,13585202
10/03/2014 -0,135885369
11/03/2014 -0,135918717
12/03/2014 -0,135952065
13,/03/2014 -0,135985413
14/03/2014 -0,136018761
15/03/2014 -0,136052109
16/03/2014 -0.136085457
17/03/2014 -0,136118805
18/03/2014 -0,136152153
19/03/2014 -0,136185501
20,/03/2014 -0,136218849
21,/03/2014 -0,136252197
22/03/2014 -0,136285545
23,/03/2014 -0,136318893
24,/03/2014 -0,136352241
25,/03/2014 -0,136385589
26,/03/2014 -0,136418937
27/03/2014 -0,136452285
28/03/2014 -0,136485634
29,/03/2014 -0,136518982
30,/03/2014 -0,13655233

Tableau 6 : Lambdas prévisionnels du 08/03/2013 au 30/03/2014
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3) Prévision de la courbe de taux:

Puisque nous avons effectué des prévisions sur A et TMP, il suffit juste de les

remplacer dans la formule du rendement estimé par le modéle de CIR, pour avoir la courbe de

taux prévisionnels. Ci-dessous les calculs des rendements zéro coupon du 08/03/2014 au

30/03/2014
R(t,T)

date 0,25 0,5 1 2 3 4 5 6 7 3 9 10
08/03/2014| 3,10405%| 3,15573%| 3,25879%| 3,46370%| 3,66701%| 3,86872%| 4,06885%| 4,26742%| 4,46444%)| 4,65992%| 4,85388%| 5,04632%
09/03/2014| 3,10409%| 3,15578%| 3,25887%| 3,46384%| 3,66721%| 3,86898%| 4,06918%| 4,26783%| 4,46492%| 4,66048%| 4,85452%| 5,04706%
10/03/2014| 3,10399%| 3,15570%| 3,25881%| 3,46384%| 3,66727%| 3,86911%| 4,06938%| 4,26810%| 4,46527%| 4,66091%| 4,85504%| 5,04766%
11/03/2014| 3,10444%| 3,15616%| 3,25930%| 3,46438%| 3,66787%| 3,86978%| 4,07011%| 4,26890%| 4,46614% | 4,66186%| 4,85607%| 5,04878%
12/03/2014| 3,10437%| 3,15611%| 3,25928%| 3,46441%| 3,66796%| 3,86993%| 4,07034%| 4,26920%| 4,46652% | 4,66232%| 4,85662%| 5,04941%
13/03/2014| 3,10449%| 3,15624%| 3,25944%| 3,46463%| 3,66824%| 3,87028%| 4,07075%| 4,26968%| 4,46708%| 4,66296%| 4,85734%| 5,05022%
14/03/2014| 3,10470%| 3,15646%| 3,25969%| 3,46494%| 3,66861%| 3,87070%| 4,07125%| 4,27025%| 4,46773%| 4,66369%| 4,85815%| 5,05111%
15/03/2014| 3,10442%| 3,15620%| 3,25945%| 3,46476%| 3,66849%| 3,37066%| 4,07127%| 4,27035%| 4,46790% | 4,66394%| 4,85849%| 5,05155%
16/03/2014| 3,10403%| 3,15582%| 3,25910%| 3,46447%| 3,66826%| 3,87049%| 4,07118%| 4,27033%)| 4,46797%| 4,66409%| 4,85872%| 5,05187%
17/03/2014| 3,10475%| 3,15655%| 3,25985%| 3,46527%| 3,66913%| 3,87142%| 4,07217%| 4,27140%)| 4,46910%| 4,66530%| 4,86001%| 5,05324%
18/03/2014| 3,10463%| 3,15644%| 3,25977%| 3,46525%| 3,66916%| 3,87153%| 4,07235%| 4,27164%| 4,46943%| 4,66571%| 4,86050%| 5,05383%
19/03/2014| 3,10474%| 3,15657%| 3,25992%| 3,46546%| 3,66943%| 3,87186%| 4,07275%| 4,27212%| 4,46998% | 4,66634%| 4,86122%| 5,05463%
20/03/2014| 3,10476%| 3,15660%| 3,25999%| 3,46558%| 3,66962%| 3,87211%| 4,07307%| 4,27251%| 4,47045%| 4,66689%| 4,86185%| 5,05535%
21/03/2014| 3,10482%| 3,15667%| 3,26008%| 3,46573%| 3,66983%| 3,87238%| 4,07341%| 4,27293%| 4,47094%)| 4,66746%| 4,86251%| 5,05609%
22/03/2014| 3,10440%| 3,15627%| 3,25971%| 3,46542%| 3,66958%| 3,87221%| 4,07331%| 4,27289%| 4,47099%) 4,66759%| 4,86273%| 5,05640%
23/03/2014| 3,10423%| 3,15611%| 3,25958%| 3,46534%| 3,66957%| 3,87226%| 4,07343%| 4,27309%| 4,47126%| 4,66795%| 4,86317%| 5,05693%
24/03/2014| 3,10341%| 3,15531%| 3,25880%| 3,46463%| 3,66892%| 3,87168%| 4,07293%| 4,27267%| 4,47092%)| 4,66769%| 4,86300%| 5,05686%
25/03/2014| 3,10400%| 3,15591%| 3,25943%| 3,46531%| 3,66966%| 3,87248%| 4,07379%| 4,27360%| 4,47193%| 4,66878%| 4,86417%| 5,05811%
26/03/2014| 3,10441%| 3,15633%| 3,25988%| 3,46582%| 3,67023%| 3,87311%| 4,07449%| 4,27437%| 4,47277%) 4,66970%| 4,86517%| 5,05920%
27/03/2014| 3,10445%| 3,15638%| 3,25996%| 3,46595%| 3,67042%| 3,87337%| 4,07482%| 4,27477%| 4,47325%) 4,67026%| 4,86581%| 5,05993%
28/03/2014| 3,10450%| 3,15645%| 3,26005%| 3,46610%| 3,67063%| 3,87365%| 4,07516%| 4,27519%| 4,47374%| 4,67083%| 4,86647%| 5,06068%
29/03/2014| 3,10475%| 3,15671%| 3,26034%| 3,46645%| 3,67104%| 3,87412%| 4,07570%| 4,27580%| 4,47443%| 4,67160%| 4,86732%| 5,06161%
30/03/2014| 3,10435%| 3,15632%| 3,25997%| 3,46614%| 3,67079%| 3,87394%| 4,07560%| 4,27577%| 4,47448% | 4,67173%| 4,86754%| 5,06192%

Tableau 7 : Courbe de taux prévisionnelle de 08/03/2014 au 30/03/2014

4) Comparaison de la courbe de taux prévisionnelle de 07/03/2015 avec la
courbe réelle de 07/03/2014

Nous avons

fait les prévisions sur un horizon d’un an, afin de voir comment va

évoluer le taux d’intérét durant I’année a venir, et décider ainsi, des positions que peuvent

prendre les investisseurs face a cette variation des taux.

Le graphe ci-dessous montre que la courbe prévue pour la date 07/03/2015 par le

modele de CIR, ne s’¢loigne pas vraiment de celle observée a la date 07/03/2014. 1l s’agit

d’un déplacement paralléle qui survient lorsque les changements des taux est le méme pour

toutes les échéances (court, moyen et long terme).
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Comparaison entre la courbe réelle du 07/03/2014 et de la
courbe prévue en 07/03/2015
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Figure 43 : Comparaison entre la courbe réelle du 07/03/2014 et la courbe prévue en 07/03/2015

En effet, nous remarquons une tendance baissiére pour 1’ensemble des maturités. Ce
constat influence les positions prises par les investisseurs, qui, dans ce cas, ont intérét a
investir dans les titres pour fixer de maniére définitive les taux d'intérét courants
comparativement élevés avant que la baisse prévue n‘ait lieu. Donc, pour les nouveaux
investisseurs qui préferent n’investir qu’aprés un an : ils recevront un rendement plus bas que
celui touché par leurs ainés, et courent des risques de moins-values en capital, car les cours

vont monter.

Pour les emprunteurs, ils ont intérét a attendre a ce que les taux baissent pour

s’endetter a des taux d'intérét plus modestes.

5) Validité des prévisions des taux estimés par CIR

Afin de s’assurer de la qualité des prévisions effectuées suite a 1’estimation de la
courbe par le modéle de CIR, nous avons fait des prévisions sur des jours dont nous
disposons, déja, des rendements réels. Cela nous a permis de vérifier si les taux prévus
s’approchent de la réalité¢ ou s’il y a assez de décalage qui biaise les prévisions et réduit

I’ajustement du modele.
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Comparaison entre la courbe prévisionnel et la courbe
réelle coresondantes a la date 30/04/2014
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Figure 44 : Backtesting pour la validité des prévisions

Nous remarquons que les prévisions effectuées par le modéle de CIR, permettent
d’obtenir une courbe qui s’approche bien de celle du marché. Ce test, a été fait sur plusieurs
autres dates et a donné un bon résultat. D’ou la confirmation de I’efficience des prévisions

faites par CIR.

-78-



Chapitre2 : modélisation de la courbe des taux

Conclusion du deuxieme
chapitre
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Chapitre 3: Valorisation des
dérives de taux
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|. Risque du taux d’intérét

Les fluctuations des taux d’intérét peuvent avoir un impact significatif sur le résultat
de D’entreprise, elles peuvent 1’exposer au risque de perte ou de diminution des revenus.
Si les taux sont a la hausse, I’entreprise est en mesure de perdre ou de rater I’opportunité de

gagner si :

» Elle doit faire un emprunt dans I'avenir
> Elle a déja emprunteé a taux variable

> Elle a fait un placement a taux fixe
Si les taux sont a la baisse, le manque a gagner ou la perte auront lieu si :

> elle a emprunté a taux fixe
> elle prévoit réaliser des placements dans le futur
> elle a déja réaliseé des placements a taux variable

Ainsi, qu’il s’agisse d’emprunts ou de placements, pour pouvoir maitriser les risques
encourus par l’entreprise, assurer le gain ,et limiter 1'impact de la fluctuation des taux
d'intérét, plusieurs instruments de couverture sont présents sur le marché permettant a
I’entreprise de se protéger. Il s’agit des dérivés de taux qui sont des instruments financiers

dont les payoffs dépendent d'une fagon ou d'une autre du niveau des taux.

Les volumes de transactions sur ces produits sont trés importants, ce qui nécessite
alors de trouver des modeéles d'évaluation et de couverture efficaces et robustes pour ces

produits.

Les derives de taux sont plus difficiles a évaluer que les dérivés sur actions ou

sur devises pour les raisons suivantes :

e L'évolution d'un taux d'intérét est plus compliquée a modéliser que celle d'une
action ou d'une devise.

e Pour I'évaluation de nombreux produits, il est indispensable de recourir a un modéle
d'évolution de la courbe des taux dans son ensemble.

e Les taux d'intérét interviennent a la fois dans la définition des payoffs de ces

actifs et dans I'actualisation de ceux-ci.
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Nous allons essayer, dans ce qui suit, d'évaluer les options de taux les plus classiques

. il s'agit des options sur obligations, des caps, et des floors.

I1. Généralités sur les options et les options de taux

Nous allons voir les caractéristiques des options en général et comment nous pouvons
les évaluer, puis, nous allons montrer la particularité des dérivés de taux que nous allons
traiter par la suite, et finalement nous allons introduire le modele le plus souvent utilisé pour

leur valorisation, qui est le modéle de Black.

1.1 Généralités sur les options

11.1.1 Définition et caractéristiques de I’option

L’option donne a son détenteur le droit, et non I’obligation, d’acheter ou de vendre a
une date future, un actif qualifié d’actif sous-jacent, a un prix fixé au moment de la conclusion

du contrat.

Il existe deux types d’options : celle qui permet d’acheter (option d’achat ou call) et

celle qui permet de vendre (option de vente ou put).

On dit que le détenteur exerce 1’option, lorsque celui-ci achéte ou vend le sous-jacent

au prix fixé par I’option, ce prix s’appelle le prix d’exercice.

Les options européennes ne sont exergables qu’a leur échéance tandis que les options
américaines peuvent étre exercées a n’importe quel moment entre la date d’émission et la date

d’échéance.

Pour acheter une option, il faut payer une prime, et on ne 1’exerce que si elle procure
un gain.
11.1.2 Flux des options

Flux du call : Si, a I’échéance, le prix du sous-jacent est supérieur au prix d’exercice,
la valeur du call est égale a la différence entre le prix du sous-jacent et le prix d’exercice. Et
si, le prix du sous-jacent est inférieur au prix d’exercice, le détenteur de 1’option n’exerce pas
et la valeur de I’option est nulle.

Donc la valeur de I’option d’achat a 1’échéance est :

C = Max(S—K; 0)
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Avec :
- § : Prix du sous-jacent a I’échéance.

- K : Prix d’exercice.

Flux du put: I’acheteur d’un put exercera I’option si le prix du sous-jacent S est

inférieur au prix d’exercice :

P=Max(K—-S; 0)

e Lorsque la valeur d’une option est positive, elle est dite dans la monnaie.

e Lorsque le détenteur de 1’option n’a pas intérét a I’exercer, 1’option est dite en dehors
de la monnaie.

e Lorsque la valeur d’une option est nulle, c’est a dire le prix d’exercice est égal au prix

de marché. L’option est alors a la monnaie.

Selon la Loi du prix unique, le prix d’un actif financier est égal a la somme actualisée
de ses flux futurs. Donc, pour évaluer le prix d’une option, il faut estimer les flux qui

surviendront a I’échéance de I’option.

11.2 Options de taux

Les options de taux sont des options dont le sous-jacent dépend d’une maniére ou
d’une autre du taux d’intérét. Le calcul du prix de ces options peut étre simplifié par le

modele de Black, sous I’hypothese de la log-normalité du prix du sous-jacent a 1’échéance.

11.2.1 Modele de Black

Ce modele est une variante du modele Black and Scholes d'évaluation d'option. Ses

applications primaires sont pour des options sur obligations, caps et floors.

Considérons une option européenne sur une variable de valeur V' et définissons :

e T :Durée deviede l'option

F : Prix forward de V pour uncontrat d'échéance T

Fy: Valeur de F a la date O

K : Prix d'exercice de I'option

P(t,T) : Prix en date t d'un zéro-coupon de maturité T

Vi :Valeur deV enT
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e o :\Volatilité de F

Le modéle de Black consiste a calculer le payoff espéré de I'option en supposant que :

- V7 a une distribution log-normale telle que I'écart-type de In(V;) est oVT.

- L'espérance de Vi est F

On actualise ensuite le payoff espéré sur T années au taux sans risque en
multipliant par P(0,T). Le payoff de l'option a la date T est [Max(Vy — K;0)].

L'hypothése de log-normalité implique que le payoff espéré estégal a:
E(Max(Vy — K;0)) = E(Vy) N(dy) — K N(d2)

Ou E(V;) est la valeur espérée de V; et:

0= In (E(IZT)) + o2 ;T

oVT
E(Vr)\ _ 2T
d =1n( K ) o 2
2 O'\/T
d2=d1—0'\/7

La fonction N (x) désigne la fonction de répartition de loi normale centrée réduite,
c'est-a-dire, c’est la probabilité qu’une variable suivant une loi normale N(0,1) soit
inférieure a x.

Comme nous avons supposé que E(Vy) = F,, lactualisation au taux sans
risque implique :

¢ = P(0,T) [Fy N(dy) — K N(d5)]

~ In (%) + o2

d, =
! oVT
Fo\ _ 2T
d _ln(K) o 2
2 oVT

-84-



Chapitre 3 : valorisation des dérivés de taux

De méme, la valeur du put :
p = P(0,T) [K N(—d) — Fy N(—d,)]

Une des caractéristiques importantes de ce modele est que I'hypothése d'un
mouvement brownien géométrique pour I'évolution de V ou F n'est pas nécessaire. Par
contre il faut supposer qu'a la date T la variable V7 est log-normale. Le paramétre o est
généralement appelé volatilit¢ de F ou volatilit¢ forward de F. Cependant son role se

limite a permettre la définition de I'écart-type de V7 par la relation

Ecart — type( In(Vy)) = oNT

Ce paramétre de volatilit¢ ne nous dit cependant rien sur I'écart-type de (n(Vy) a

d'autres dates t que T.

11 2.2 Justification du résultat donné par le modele de Black

La démonstration consiste a expliquer pourquoi le payoff espéré d’une options d’achat
[E(max(V; — K;0))] est égal, selon le modeéle de Black, a [E(V;)N(d,) —
K N(d>)]

L’hypothése du modéle de Black consiste a supposer que Vo suit une loi log-normale

et que I’écart type de In(Vy) est ovT

Notons g (V) la fonction de densité de probabilité de Vi, nous avons alors

E(max(Vy — K;0)) = [/ " (Ve — K) g(Vy) dVy ©)

La variable In(Vy) est distribuée selon une loi normale d'écart-type o/T.
Grace aux propriétés de la distribution log-normale, la moyenne de [n(V;) est égale a
m, ou:

m = In(E(Vy)) — Q (10)

Procedons au changement de la variable :
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0= In(V;) —m
VT
Cette variable est gaussienne centrée réduite. Notons h(Q) fonction de densité de Q,
définie par :
hO) 1 -e?
= *x e 2
V2m
Nous pouvons transformer I’intégrale de 1’équation (9) en intégrale par rapport a Q) au
lieu de V7
+00
E(max(V; — K; 0)) = J (eQ oVT+m _ K) h(Q) dQ
In(K)-m
VT
Donc:
+o00 + 0o
B(max(Vy ~K;0) = [ e?o @) de -k [ h(@)do
In(K)-m In(K)-m
oVT oVT
Nous écrivons :
—_02 T
eQJ\/T+m h(Q) _ 1 . e( Q +2Q20 T+2m)
V2m
1 —(Q—0VT)2+T+0%+2m
= — % 2
V= ¢
Txo2 2
e 2 tMm  —(Q-0ovT)
= — % 2
N
Txa?

=e 2 " xh(Q—oVT)

L’équation devient :

E(max(V; — K;0)) = eT*TGZJ’m f h(Q —oVT)dQ — K f h(Q) dQ (11)
In(K)-m In(K)-m
T oVT T oVT
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Puisque nous avons noté N(x) la probabilité qu'une variable normale centrée-

réduite soit inférieurea x, la premiére intégrale de I'équation devient :

In(K) —m B —In(K) +m
1—N(0_—\/T—O'\/T>—N<—O_\/T +O'\/T>

En remplagant m par son expression déduite de I'équation (10), nous avons :

—In(K) + In(E(V) - =~ —In(K) + In(E(Vp) +
oNT +0oVT | =N o~
In (E(IZT)) n UZZ*T )
T (dy)

De la méme fagon, nous montrons que la seconde intégrale de I'équation (11) est

N(d,), I’équation devient donc :

Txg?2

E(max(V; —K;0)) = e 2

"™N(dy) — K N(dy)

e
i . ) o m.
Si nous remplacons encore une fois m par son expression dans € 2 :
Txg? Txg? a2xT
+m —+In(E(V - _
e 2 —e 2 (E0D)-= =E(V;)

Nous trouvons le résultat

E(max(Vy — K;0)) = E(Vr) N(d,) — K N(d3)
c=P(0,T) (E(V;) N(dy) — K N(dp))

e N(d,) est la probabilité, dans l'univers risque-neutre, que l'option soit exercée.
Donc K N(d,) est l'espérance du décaissement a I'échéance.

e E(V;) N(d;) est l'espérance dune variable valant Vy, siV; > K, et zéro

sinon. C'est donc I'encaissement espéré a I'échéance.

Le prix de l'option peut donc étre vu comme la valeur actuelle nette espérée du

projet d'investissement « achat de I'option ».
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11.2.3 Volatilité du modeéle de Black

Parmi tous les parameétres entrant dans la formule de Black, seule la volatilité n’est pas
observable directement sur le marché. C’est dans le choix de la valeur de ce paramétre
essentiel que se posent les problémes de mise en ceuvre du modéle. Dans la pratique, deux

approches sont utilisées pour 1’identifier :

e la méthode ‘“historique” : ce sont des méthodes empiriques utilisant les données
historiques sur les cours du forward.
e la méthode implicite : ce sont des méthodes basées sur 1’observation des prix des

options.

11.2.3.1 Volatilité historique

Dans le modele de Black, la volatilité o est I’écart-type des rentabilités du sous-jacent.
Cette volatilité provient de la tombée de nouvelles informations, qui entrainent des variations

de cours (lorsqu’elles ne sont pas anticipées).

L’estimation empirique du paramétre o est facile si les rentabilités, et également les
log-rentabilités, sont indépendamment distribuées, ce qui implique que la volatilité est
constante. 1l suffit de prendre n log-rentabilités [R; = In(F;;;) — In(F;)] historiques,
avec (n = 30), calculées sur des périodes i de durée constante (jours, semaines, mois,

trimestres...) et de calculer leur moyenne empirique.

Et I’écart-type empirique

n
1
0= [rmg DB By
=1

~ 2 . . . - :
Op" est un estimateur sans biais du carré de la volatilité forward (mensuelle si les
rentabilités sont mensuelles, hebdomadaires si les rentabilités sont hebdomadaires ...). Par la

suite, pour trouver la volatilité annuelle notée &, qui est le paramétre intervenant dans la
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formule d’évaluation, on multiplie la volatilité période 6‘}, par \/E , ou p est le nombre de

périodes dans une année ; par exemple V12 si les observations sont mensuelles, V256 si les

observations sont quotidiennes ( parce qu’il y a 252 jours de bourse par an en moyenne).

L’estimation obtenue est appelée la volatilité (annuelle) historique. Cette annualisation
de la volatilité n’est valable que si les log-rentabilités sont indépendantes, ce qui est souvent

le cas, sauf sur les marcheés peu liquides et inefficients.

11.2.3.2 Volatilité implicite
La méthode implicite repose sur I’idée que dans un marché liquide, la loi de 1’offre et
de la demande permet la fixation des prix d’équilibre correspondants & un consensus du

marché.

Ainsi, la volatilité implicite est obtenue en inversant la formule de Black, qui donne le

Cmarché

prix du call C par rapport au prix du call de méme caractéristiques observé sur

le marché.
CB (t,F,K,T,c™P) = c™arché (T F K, T)

On définit bien de maniére unique glmp puisque le prix CB de Black est une
fonction strictement croissante de la volatilité. Il n’existe pas de formule explicite pour o tmp
mais on utilise des méthodes numériques pour la calculer (méthodes par dichotomie, méthode
de Newton-Raphson...).

a™P  dépend du strike et de la maturité liés au prix du call observé sur le marché.
Souvent, on calcule cette volatilité implicite pour différents strikes et différentes maturités de

call et on représente alors son graphe en fonction du strike et/ou de la maturité.

Aprés avoir définit le modele de Black et introduit les méthodes de calcul de son
paramétre inconnu @, nous allons essayer de I’appliquer aux différents dérivés de taux que
I’on va traiter en détails dans ce qui suit.

I11. Cap, floor et collar

Ces produits d'option peuvent étre employés pour établir le maximum (cap), ou les

taux minimum (floor), ou une combinaison des deux, qui est désignée sous le nom d'un
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Collar. Ces produits sont employeés par des investisseurs et des emprunteurs, pour se protéger

contre les mouvements défavorables des taux d'intérét.
111.1 Cap

II1.1.1 Définition du cap

Un cap est un contrat permettant a son acheteur une couverture contre la hausse des
taux d’intérét, au-dela d’un seuil spécifi¢ a 1’avance (taux plafond, taux d’exercice),
moyennant le paiement immédiat d'une prime. Tout en conservant un profit d'une
éventuelle baisse des taux d'intérét. Les caps peuvent effectuer des paiements a son détenteur

sur une base mensuelle, trimestrielle ou semi-annuelle.
II1.1.2 Cap comme portefeuille d’options (caplets)

Le cap est une somme de plusieurs caplets successifs, qui peuvent étre assimilés a des
options d’achat sur des périodes réguli¢res. Chaque période, le paiement est déterminé en
comparant le niveau actuel du taux d'intérét variable au taux d’exercice, Si le niveau de ce
taux variable est supérieur au taux d'exercice, le vendeur du cap verse a l'acheteur le
différentiel de taux appliqué au montant nominal et rapporté au nombre de jours de la période
d'intérét. Au cas ou le taux variable ne dépasse pas le taux plafond, aucun paiement n'est
effectué pour cette période.

Considérons un cap de durée de vie T, avec un principal N et un taux plafond K.
Les dates de réajustement sont notées tq,t, ... ... ,ty, etonnote t,,; = T. Soit R}, le taux
effectif pour la période [ty, tyx41[, Observé a la date t;, . Le payoff du caplet sur cette

période en t, ., s’écrit:

N 6, max(Ry, — K; 0)

Ou [6y = tx+1 — ti], appelé tenor.
Donc le cap peut étre vu comme un portefeuille de N caplets. Les taux variables sont

observés aux dates tq, ty ...... , t, et les paiements sont réalisés aux dates ¢,
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111.1.3 Exemple du cap

Supposons que le taux variable est le taux Euribor 3 mois et que le tenor soit de 3
mois : le taux pour les trois premiers mois est le Euribor initial, pour les trois mois suivants, le

taux d’intérét payé est le Euribor constaté a la fin du premier trimestre, et ainsi de suite.

Supposons que le principal est de 10 millions, le tenor de 3 mois, la durée de cap est
de 5 ans et le taux plafond de 6%. Si a une date de réajustement quelconque le taux atteigne
7%. Le flux a payer a la fin du trimestre qui suit, est égale a :

0.25*10 000 000*(0.07-0.06) = 25000

A chaque date de réajustement, le taux Euribor est constaté, s’il est inférieur a 6%, le
cap n’engendre aucun flux (trois mois plus tard), si, par contre, il dépasse 6%, le payoff
engendré 3 mois plus tard est calculé de la méme fagon que ci-dessus.

85 - Activation du cap
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Figure 45 : Dates d’activation du cap

111 .2 Floor

111.2.1 Définition du floor

Un floor est un contrat permettant a son acheteur une couverture contre la baisse des
taux d’intérét en deca d'un certain niveau (taux plancher ou taux d'exercice), moyennant le
paiement d'une prime, tout en maintenant un profit d'une éventuelle hausse des taux d'intérét.
Les floors peuvent garantir des paiements a son détenteur sur une base mensuelle,

trimestrielles.....
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I11.2.2 Floor comme portefeuille d’options (floorlets) :

Le floor est une somme de plusieurs floorlets successifs, qui peuvent étre assimilés a
des options de vente sur des intervalles réguliers. Chaque période, le paiement est déterminé
en comparant le niveau actuel du taux d'intérét variable au taux d’exercice, Si le niveau de ce
taux variable est inférieur au taux d'exercice, l'acheteur du floor recoit du vendeur le
différentiel de taux appliqué au montant nominal et rapporté au nombre de jours de la période
d'intérét. Et si le taux variable est supérieur au taux plancher, aucun paiement n'est effectué

pour cette période.

Le floor engendre un flux lorsque le taux variable est inférieur au taux plancher. En

utilisant les notations précédentes, le payoff d’un floor en €j 44 s’écrit:

N 6’( maX(K - Rk' 0)

111.3 Collar :

111.3.1 Définition et généralités :

Un collar est un instrument congu pour garantir que le taux d'intérét variable se trouve
toujours entre deux niveaux. C'est une combinaison d'une longue position sur cap et de courte

position sur floor.

Les emprunteurs et les investisseurs peuvent tous les deux, bénéficier des collars. Dans
le casd'un emprunteur, le collar protege contre la hausse des taux mais limite les
rendements en cas de baisse de taux. Dans le cas d'un investisseur, le collar protege contre
baisse des taux mais limite les bénéfices engendrés en cas de hausse des taux. Dans I'un ou
I'autre de scénario, le client est un acheteur d'un produit, et un vendeur de l'autre.

L'acheteur et le vendeur se mettent d’accord sur le terme (tenor), les taux d’exercice
de cap et de floor, le notionnel, la date de début, la fréquence de réglement et la date

d’échéance.

111.3.2 Flux du collar :

Un collar peut étre considéré comme un portefeuille composé d'une longue position

sur cap avec un taux d’exercice K. et d’une courte position sur floor avec un taux
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d’exercice Ky , sachant que Ky < K. (et les mémes dates de paiement et

taux sous-jacent).

Payoff = N 6, [max{Rk — K., 0} — max{(Kf — Ry, O}]

e Payoff = N6 (Kr — Ry) Si Ry < Kf
e Payoff =0 Si Kr < Ry < K,
o Payoff = N6.(R,—K.) Si K. < Ry

La valeur du collar est donné par : Cp (K.) — F;, (Kz)

Un investisseur qui a emprunté des fonds sur la base d’un taux flottant peut, en

achetant un collar, s'assurer que le taux d'intérét paye se situe toujours entre Ky et K.

Clairement, le prix du collar et inférieur au prix du cap (avec le méme taux de cap),

mais les bénéfices engendrés par des taux d'intérét tres bas sont sacrifiés.
111.4 Evaluation des caps et des floors

Comme on a vu précédemment, le caplet qui correspond au taux observé en t;, paye

un flux en £, 41 quiestégal a:

N 51( maX(Rk - K, 0)

Si on considére que Ry, est log-normal avec une volatilité oy, le modele de Black

permet d’avoir la valeur du caplet comme suit :
N &y P(0, tyy1) [FiN(dy) — KN(d2)]

Avec
Fi

ln(?)+ak2 %"”
dy=—

ak\/ﬁ
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d2=d1_0k\/t_k

Tel que Fy, est le taux forward entre t;, et ty.,,sachantque Ej.,(Ry) = Fy

La valeur du floorlet est donnée par le modele de Black :

N & P(0,tg41) [KN(—d;) — FxN(—d,)]

I11.5 Mise en place de Pricers de cap, floor et collar :

I11.5.1 Pricer de cap :

Il est vrai qu’il n’existe pas au Maroc un marché des options sur taux, mais, NOus
avons essayé quand méme d’élaborer un pricer qui permet de valoriser des produits indexés a

la courbe de taux marocaine.

En effet, Nous avons essayé d’automatiser, via VBA Excel, la valorisation du cap par
le modeéle de Black. Pour cela, il nous fallait travailler avec les taux forwards que nous avons

calculé a partir des rendements zéro coupon selon la relation suivante :

1
(1 + R(¢t, T,)27t|T2-T1
F(t, Ty, T,) = -1
(6T, T2) (14 R(t, Tt

Supposons un cap dont le tenor est de 3 mois et la maturité de 2 ans

R(0,3) F(0,3,3) F(0,3,6) F(0,3,9) F(0,3,12) F(0,3,15) F(0,3,18) F(0,3,21)

L L | I I 1 1 } >
0.\ 3mois \ \ 6mois' \ 9mois\ \ 12mojs \ \ 15mois \ \ 18mois \ \ 21lmois\ \ 24mois

Figure 46 : Flux appliqués chaque trimestre pour un cap trimestriel de deux ans

A la fin du 1¢"trimestre, nous appliquons le taux constaté a la date initiale qui est le
rendement de 3 mois. A la fin du 2°™¢ trimestre, nous appliquons le taux constaté au 1"
trimestre et qui est estimé par le taux forward 3 mois dans 3mois. A la fin du 3°™¢ trimestre,
nous appliquons le taux constaté au 2°™e trimeste et qui est estimé par le taux forward 3 mois

dans 6 mois. Et ainsi de suite.
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Voici un exemple de calcul du taux forward pour des caps trimestriel et semestriel

ayant une maturité 2 ans pour la date 07/03/2014 :

3moisx3mois | 3moisxémois | 3moisx9mois | 3moisxlan | 3moisx15mois | 3moisx18mois | 3moisx21mois

‘ 07/03/2014 3,715% 3,555% 3,603% 3,830% 3,950% 4,070% 4,190%

Tableau 8 : Calcul des taux forward pour un caps trimestriel de maturité 2 ans

6moisxémois | 6moisxlan | 6moisx18mois
‘ 07/03/2014 3.579% 3.89% 4,13%

Tableau 9 : Calcul des taux forward pour un caps semestriel de maturité 2 ans

Maintenant que nous avons déterminé les taux forwards, nous pouvons appliquer le
modele de Black pour calculer le prix du cap, mais le probleme qui se pose, est que la

volatilité n’est pas observable sur le marché. Donc nous sommes contraintes de 1’estimer.

Du fait, que nous allons travailler sur les données marocaines et qu’il n’existe pas
encore un marché d’option sur taux, NOUS Ne Pouvons pas s’appuyer sur les prix du marché et
calculer la volatilité implicite. Mais, vu que nous avons calculé un historique journalier des
taux forward a partir de la courbe de taux marocaine, nous pouvons estimer la volatilité

historique.

Pour cela, nous avons calculé les rendements, [R; = In(N * F; 1) — In(N * F;)]
a partir desquels, nous avons déterminé les volatilités forwards quotidiennes pour des tenors

de 3 mois, 6 mois et 1 an, par la relation suivante

n
1
Op = n—1 Z(Ri _.up)z
i=1

Tel que :

Nous avons transformé ces volatilités en volatilités forward annuelles en les

multipliant par V256 ,
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Les volatilités annuelles historiques que nous avons trouvées en utilisant cette méthode sont :

Tenor 3 mois 6 mois 1an
Volatilités 25,410% 24.011% 23,058%
annuelles

Tableau 10 : Volatiltés annuelles calculées a partir de la base journaliére des taux forwards

Une fois la volatilité estimée, nous pouvons directement passer a 1I’application du

modele de Black, que nous avons automatisé via VBA Excel.

valorisation du cap

convention Exact/365 |date |forward caplets
fréquence paiement |trimestriel 06/12/2013 4,579% 1531,90895
valeur faciale 1000 000 calculer 06/03/2014 4,457% 1277.86581
strike 4,00% 06/06/2014 4,431% 1226,56477
volatilité 25,41% 06/09/2014 4,511% 1390,448
06/12/2014 4,598% 1575,21931
date début 06/03/2013 06/03/2015 4,687% 1771,47159
date d'échéance 06/03/2015
date de valorisation 09/06/2013
cap 8773,47844
0,88%

Figure 47 : Pricer du cap sous VBA

Le pricer que nous avons élaboré, s’appuie sur les données suivantes :

Convention : C’est la base de calcul, nous supposons que I’année contient 365 jours (nous ne
prenons pas en considération les années bissextiles), et le nombre de jours entre deux dates

se calcule par le nombre de jours calendaires exact.

Fréquence de paiement : nous avons programmeé le calcul du prix du cap, en tenant compte

de trois fréquences de paiements : trimestrielle, semestrielle et annuelle.
Valeur faciale : c’est le nominale de I’emprunt qui sert au calcul des intéréts verses.
Strike : taux d’exercice du cap (taux plafond).

Volatilité : volatilité historique qu’on a estimée a partir de la base des taux forwards.
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Date début : date d’activation de I’option cap.
Date d’échéance : date d’expiration de 1’option.

Date de valorisation : date ou nous voulons valoriser le prix du cap, ¢a peut étre la date
d’aujourd’hui si nous voulons connaitre la valeur actuelle du cap, ou une date ultérieure, si

nous voulons connaitre sa valeur dans le futur.
Si la date de valorisation differe de la date de début du cap, on distingue deux cas :

e Date de valorisation coincide avec une date de caplet :

date de valorisation

\f

date début) 1 | 1 L 1 1 | |date d'échéance
b | 1 1 | I | | |
0 3mois 6mois 9mois 12 mois 15mois 18mois 21mois 24mois

capletl caplet2 caplet3 capletd caplet5 caplet6 caplet7 caplet8

les caplets considérés dans le calcul du cap

Figure 48 : Tombée de la date de valorisation

Dans ce cas, nous ne prenons pas en considération dans le calcul, le flux du
3°me caplet, puisque sa date de constatation a eu lieu 3 mois avant la date de

valorisation.

e Date de valorisation ne coincide pas avec une date de caplet :
date de valorisation

W

date début) | | | i 1 1 | |date d'échéance
| | | 1 | I I |
0 3mois 6mois 9mois 12 mois 15mois 18mois 21mois 24mois

capletl caplet2 caplet3 caplet4 capletd caplete caplet? caplet8

les caplets considérés dans le calcul du cap

Figure 49 : Tombée de la date de valorisation

Dans ce cas, nous ne prenons pas en consideration dans le calcul, le flux du

4°mecaplet, puisque sa date de constatation a eu lieu avant la date de valorisation.
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Le pricer que nous avons mis en place permet de calculer et d’afficher les dates des
caplets et leurs flux actualisés a la date de valorisation, ainsi que le prix du cap qui n’est que

la somme de ces flux.

On peut assimiler I’exemple calculé par notre pricer, a un détenteur de cap, qui I’a

acheté au 06/03/2013, et qui voulait le valoriser a la date 06/07/2013.

Ce cap engendre 6 payoffs a partir de la date de valorisation, donc le détenteur a une
option dont le prix est la somme actualisés de ces caplets, cette somme est égale, dans ce cas,
a 0,88%.

111.5.2 Pricer de floor :

La mise en place d’un pricer de floor nécessite les mémes procédures de calcul et les

mémes données que nous avons utilisées pour valoriser les caps, seule la formule de Black qui

change.
valorisation du floor

convention exact/365 |date |fonuard floorlets

type de taux d'intérét|trimestriel 06/12/2013 4,314% 254,4138793

valeur facial 10 000 000 calculer 06/03/2014 4.321% 247,278675

strike 3,50% 06/06/2014 4,292% 279,067119

volatilité 25,41% 06/09/2014 4,351% 217,161097
06/12/2014 4,441% 146,319562

date début 06/03,/2013 06/03/2015 4,533%  96,795696

date d'échéance 06/03/2015

date de valorisation | 06/07/2013

floor 1241,04054
0,01%

Figure 50 : Pricer de floor via VBA Excel

De la méme maniére, nous avons calculé les dates de tombées des floorlets qui
viennent apres la date de valorisation ainsi que leurs flux actualisés. Puis nous avons

déterminé la valeur du floor comme étant la somme de ces flux.
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111.5.3 Pricer de collar :

La mise en place d’un pricer de collar suit la méme logique de calcul, puisque c’est

une combinaison d’achat de cap et de vente de floor ayant les mémes caractéristiques a

I’exception du strike qui est différent : [Kﬂoor < Kcap].

Donc il suffit de calculer les caplets et les floorlets et de faire la soustraction de la
somme actualisée des floorlets de celle des caplets pour obtenir la valeur du collar.

Valorisation du collar

convention Exact/365 |date |‘F0rwa rd caplets floorlets caplets-floorlets
fréquence paiement |trimestriel 06/12/2013 4,314% 1531,90895 254,418793 1277,49016
valeur faciale 10 000 000 calculer 06/03/2014 4,321% 1277,86581 247278675 1030,587133
strike (cap) 4,00% 06/06/2014 4,292% 1226,56477 279,067119 947,4976545
volatilité 25,41% 06/09/2014 4,351% 1390,448 217,161097 1173,286901
strike (floor) 3,50% 06/12/2014 4,441% 1575,21931 146,319562 1428,899749
date début 06/03/2013 06/03/2015 4,533% 1771,47159  96,795696 1674,675897
date d'échéance 06/03/2015

date de valorisation 07/01/2014

collar 7532,43749
0,08%

Figure 51 : Pricer du collar via VBA Excel

L’application permet de calculer et d’afficher les flux de paiement durant la période de

couverture, ce qui permet d’obtenir le prix du collar.

Dans cet exemple, on a valorisé un collar qui est une combinaison de cap et de floor
traités dans les exemples précédents. Nous remarquons que le prix du collar qui est de 0.08%
est inférieur au prix du cap calculé précédemment dont la valeur est 0.88%. Ce qui parait
logique puisque le collar, contrairement au cap, limite les rendements en cas de baisse de

taux.

La valeur du prix du caller est trés petite, parce que 1’intervalle entre le taux plafond et
le taux plancher est réduit, ceci veut dire que si les taux dépassent le taux plafond, le collar est
exerce, mais si les taux franchissent le taux plancher, on ne bénéficie pas de cette baisse qui

est fort probable puisque le taux plancher est assez élevé (proche du taux plafond).
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IVV. Les options sur obligations :

Aprés avoir déterminé, dans le premier chapitre, les caractéristiques d’une obligation
classique ainsi que la méthode de son évaluation, nous allons voir ce que sont les obligations

avec options.

Une option sur obligation est le droit dacheter ou de vendre une obligation
particuliére a une date future donnée et a un prix spécifie. Ces options sont en géneral
cotées sur le marché, mais des options de ce type sont souvent incluses dans des

émissions d'obligations, c’est ce qu’on appelle des obligations avec options.

Il existe de nombreuses options européennes sur obligations, mais nous allons nous

concentrer sur les options de remboursement anticipé.

Les obligations ayant ce genre d’options sont les obligations remboursables au gré de
I’émetteur (ou callable bonds) et les obligations remboursables au gré du souscripteur (ou
puttable bonds).

1V.1 Collable bonds :

C’est une obligation avec une option qui permet a I'émetteur d’avoir le priviléege de
racheter I’obligation a une certaine date et a un certain prix avant qu’elle n’atteigne son
échéance. Donc, c’est I’investisseur qui se retrouve vendeur de cette option a I’émetteur. Le
prix d'exercice est le prix auquel I'émetteur convient de rembourser 1’0bligation. En
général, l'option de remboursement anticipé ne peut étre exercée dans les premieres
années de vie de l'obligation. A partir du moment ou cet exercice est possible, le prix

d'exercice est le plus souvent une fonction décroissante du temps.

Ainsi, I'émetteur a une option qu'il paye en offrant un taux nominal plus élevé. S’il y a
une baisse des taux d'intéréts sur le marché avant la date d'exercice du call, I'émetteur pourra
refinancer sa dette a un niveau de marché meilleur et sera motivé pour racheter les

obligations qu'il a a l'origine émises.

De méme, l’investisseur a l'avantage de recevoir des valeurs de coupons plus
importantes de celles qu'il aurait eu avec une obligation non-rachetable. Mais, si les taux
d'intérét baissent, I’émetteur exerce son option et rachéte 1’obligation de I’investisseur qui

investira a un taux bas.
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1VV.2 Puttable bonds :

C’est une obligation avec une option qui permet au détenteur de la revendre a
I’émetteur a n’importe quel moment au prix convenu au moment de 1’émission. Ainsi, Le
détenteur de ’obligation a le droit, mais pas I'obligation, d'exiger le remboursement tot du
principal. Cette option est donc vendue par I’émetteur a I’investisseur et peut étre exercée a

une ou plusieurs dates spécifiées.

Ce type d’obligation protége I’investisseur : si les taux d'intérét sont en hausse, la
valeur future des paiements de coupons deviendra moins précieuse. Par conséquent,
I’investisseur préférera de se débarrasser de cette obligation et de la revendre a 1'émetteur
pour pouvoir préter le montant ailleurs a un niveau supérieur. L’investisseur est prét a payer
une telle protection en acceptant un rendement inférieur relatif par rapport a celui des

obligations classiques.

Il'y a plusieurs exemples de clauses optionnelles semblables aux options sur obligation tels

que :

e Les possibilités de remboursement anticipé sur les emprunts immobiliers aupres
des banques.

e Lorsque la banque propose aun client un prét au taux de 5% pour cingans et lui
donne deux mois pour se décider. C'est comme si le client avait obtenu une
option de vente de durée de vie deux mois et dont le sous-jacent est une
obligation a 5ans avec un taux de couponde5 %.

IV.2 Valorisation de I’option sur obligation par le modéle de Black :

L'hypothése la plus commune est que le prix de l'obligation suit a I'échéance de

I'option une loi log-normale. Le modele peut donc étre utilisé pour évaluer I'option en

considérant que Fg est le prix forward de I'obligation. g est défini de fagon a ce que

O'B\/T soit I'écart-type du logarithme du prix aladate T. Les équations définissant les

prix d'options sur cette obligation sont :

¢ = P(0,T)[Fg N(d;) — K N(d,)]
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In (%B) + 052 =

d, =
1 O'B\/T
F,
. _ln(f)—aBz —~
2 = O'B\/T
d2=d1_0-3\/7

Pour le parametre Fjg, il est calculé par la formule :

BO_I

Fp = ——
BT p,1)

e Bjest le prixde l'obligation ala date 0

e [est la valeur actuelle des coupons qui sont payables pendant la durée

de vie de l'option.

Dans cette formule, il faut noter que les prix de I'obligation sont des prix coupon
couru (dirty price).

Le prix d'exercice devrait étre un prix d'exercice coupon couru. Il faut donc étre
vigilant dans la définition des caractéristiques de I'option. Si le prix d'exercice est défini
comme le montant qui sera échangé au moment de I'exercice, le prix K devra étre égal a
ce montant. Si par contre, comme c'est plus courant, le prix d'exercice est le prix pied
de coupon (clean price) applicable a la date d'exercice, K doit étre égal au prix

d'exercice plus le coupon couru.

IV.2.1 Volatilité de taux:

Nous pouvons trouver la volatilité de prix a partir de la volatilit¢ de taux, en
introduisant la duration D (voir page 28) qu’on a traité dans le chapitre précédent. La
relation entre les variations des prix forward Fp et les variations des taux forward Vg

s’écrit :

AFy DA
— = —] %
Fy Yr
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Ou encore
AFg D Ayr
—_— P — *k y *k
Fp F YF

La volatilitt du prix forward est reliée a celle du taux forward, de maniére

approximative selon la relation suivante :
op =D*y, 0y
Avec Yy, lavaleur initiale de yg.

IV.2.2 Exemple de calcul du prix d’une option sur obligation :
Soit une option sur obligation ayant les caractéristiques suivante :

e Maturité de I’obligation : 9 ans

e Nominal : 1000

e Prix de I’obligation (dirty price) : 900
e Prix d’exercice (dirty price) : 1000

e Coupon: 8%

e Fréquence de paiements des coupons : semestrielle
e Maturité de I’option : 13 mois

e Volatilité du prix forward : 10%

e Date de valorisation : 05/03/2014

e Taux sans risque a 6 mois : 3,492%

e Taux sans risque a 12 mois : 3,541%

e Taux sans risque 13 mois : 3.56%

Calcul :

Donc, la valeur actuelle des coupons ; 40 * e ~0-5*349% 4 40 x ¢=1*3:54% = 77 92

Et:
By—1 900-—77.92

F = =
57 P(0,T)

= 854,404197

13
- 0,
e 12*3.56/0
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n(52) ¢ 010202
d, = = —1,45973688
13
0.1 5
() -0t 202
d, = = —1,56382018
13
0.1 o

N(d,) = 0,0721812
N(d,) = 0,0589299

D’apres les calculs effectués ci-dessus, nous appliquons la formule de Black et nous

obtenons le prix de I’option :

13 o
C = e 12°°%% 4 (854.404 % 0,0721812 — 1000 * 0,0589299)
C = 2,63826922

NB : Si le prix d’exercice est clean price alors:

1
K = prix d’exercice + coupon couru = 1000 + i 4% » 1000

IV.3 Elaboration d’un pricer d’option sur obligation :

Nous avons établi un pricer d’options sur obligation qui permet de calculer et
d’afficher les valeurs des coupons tombant avant la date d’échéance de 1’option, et actualisés
a la date de valorisation. Ces coupons servent au calcul du prix forward entrant dans la

formule de Black.

Aussi cette application permet de déterminer la volatilité du prix forward, qui

nécessite le calcul de la duration du sous-jacent (1’obligation).
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Bond options
| date | cashflow
05/06/2014 20
convention 365 | 05/09/2014 19,83815837
fréquence de paiement trimestriel |~ w 05/12/2014 19,65383068
valeur facial 1000 05/03/2015 19,47944387
strike 1000
volatilité 10%
prix de |'obligation{dirty price) 500
date début 05/03/2014
taux de coupon 8%
date d'échéance 05/04/2015
date de valorisation 05/03/2014
durée obligation 4

Figure 52 : Pricer d’option sur obligation

prix de |'option

2,580569821

Convention : C’est la base de calcul, nous supposons que I’année contient 365 jours (nous ne

prenons pas en considération les années bissextiles) et le nombre de jours entre deux dates

se calcule par le nombre de jours calendaires exact.

Fréquence de paiement : nous avons programmeé le calcul du prix du cap, en tenant compte

de trois fréquences de paiements : trimestrielle, semestrielle et annuelle.
Valeur faciale : ¢’est le nominal qui sert au calcul des coupons

Strike : prix d’exercice

Volatilité : volatilité de prix calculée a partir de la volatilité de taux forward
Date début : date d’activation de 1’option sur obligation

Date d’échéance : date d’expiration de I’option sur obligation

Date de valorisation : date ou nous voulons valoriser le prix de I’option sur obligation.

Ainsi, ce pricer permet de calculer, a partir des données ci-dessus, les coupons qui

entrent dans le calcul du prix forward, la volatilité, et d’en déduire le prix de 1’option sur

obligation.
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Conclusion du dernier
chapitre
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Conclusion générale

L’objectif de ce mémoire est de concevoir une application qui permet de valoriser a
n’importe quelle date, les prix des dérivés de taux, en utilisant les prévisions issues de la

modélisation de la structure par terme.

Dans ce contexte, il serait opportun de mentionner que la structure par terme des taux
est parmi les problématiques financieres les plus complexes auxquelles, il n’était pas évident

de trouver des réponses definitives.

Le premier chapitre de ce mémoire, n’était qu’une initiation a notre sujet, ou nous

avons introduit les notions générales relatives aux marchés financiers et au marché de taux.

Le deuxiéme chapitre a traité la modélisation de la structure par terme par les modeles
stochastiques et déterministes, il est a signaler en guise de synthese générale des résultats
obtenus des trois modeéles : Neslon Siegel, vasicek et CIR, que pour chaque date la courbe du
rendement du marché et celle du rendement théorique estimée par I’'un des trois modéles

étaient trés proches. Ce qui montre qu’effectivement ils modélisent bien la courbe réelle.

I1 est a noter que dans ce chapitre, pour presque toutes les dates qu’on a choisies pour

faire le back testing, le modéle de CIR a bien approché la courbe des taux du marché.

Le dernier chapitre était consacré a la valorisation des dérivés de taux, pour cela nous
sommes arrivées a adapter les données marocaines au modeéle de Black, par le biais du calcul
des taux forward a partir des rendements zéro coupon, ce qui nous a permis d’estimer la

volatilité comme étant le seul paramétre inconnu du modéle.

L’automatisation de ces pricers des dérivés de taux nous a permis de calculer les prix

des options a partir de leurs caractéristiques.
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Conclusion générale

Au terme de ce mémoire, nous aimerions dire qu’il est possible d’étendre la

problématique de structure par terme en procédant a sa modélisation par des modeles a deux

variables d’état.

Il est également possible de valoriser les prix des dérivés de taux en ayant recours a
des modeles autres que celui de Black 1976.
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Annexes

Annexes

Annexe | :
Le processus (B;):so €st un mouvement Brownien (standard) si :

° B0
e Les trajectoires t — B; sont presque sirement continues
e Le processus est (B;):so & accroissement indépendants et stationnaires:

1) Vs <t, B,— B;estindépendantde o(B,; u < s).
2) Vs<t, B,—B,~N(0,t—s)

Lemme d’1t6 :

Le lemme d’It6 est utilisé dans les processus stochastiques. Si est la solution de
I’équation différentielle stochastique (EDS) :

t t

u(X(s),s)ds + j o(X(s),s)dB;

0

X(t) =X(0) +j

0

Le processus d’Ito s’écrit :
dX(t) = u(X(t),)dt + a(X(t),t)dB,
Avec B,un mouvement brownien, u le drift et o la volatilité.

Si f(t, x)est une fonction de classe C1%(R, R) alors :

of 0*f

+ a(X(t) t)2 ) dt + o (X (1), t) f

AF(X(0), ) = ( L w02

Stationnarité :
Un processus X, est dit stationnaire au sens large si et seulement si

e FE(X,) est constante (indépendante de t)

e E(X,?) < oo indépendant de t

o y(k) = cov(Xy, Xeen) = E{(X; — E(X0))(Xex — E(X¢4x))} est indépendante de
t.Vkel

o p(k) = corr(Xe, Xeyr) =

cov(Xe,Xt+k)
Jvar(Xp)\Jvar(Xeik)

, la fonction d’autocorrélation.
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Bruit blanc :
X, est un bruit blanc et on note X,~BB(0,5?), si

e X,estcentré E(X,) =0
e var(X,) = o?
o y(k) =cov(X;, Xeyx) =0pourk # 0

Tout bruit blanc est un SSL.
Bruit blanc gaussien :

X, est un bruit blanc gaussien si : X,~ i.i.d. N(0,c?)
Statistique de Durbin Watson :

Le test de Durbin-Watson est utilisé pour détecter 1’autocorrélation entre les résidus

d’une régression linéaire

_ Ytio(er —ee_q)?

N 2
t=2 €t

d

Si d=2, donc il n’y a pas d’autocorrélation des erreurs.

Processus MA(1) :

Un processus MA(1) est processus moyenne mobile d’ordre 1, défini par :
Xe=pu+as+0a,_4

Ou a,~BB(0,0%)etf e R

e E(X)=u
e var(X,) = (1+62)
(1 +6%)o? sik=0
o y(k) =cov(Xy, Xeyr) =9 002 sik=1
0 sik =2

Tout processus MA(1) est SSL.
Processus AR(1) :

Processus AR(1) est un processus autorégressif d’ordre (1) :

Xe=u+oXe 1 +a
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Tel que a,~BB(0,02) pw@eR* et ¢ #0
un modeéle ARMA(L, 1)

ce modele s’écrit de la fagon suivante :

Xe—pu—@Xe g = pta+0a
Ou a,~BB(0,0?)
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Annexe |1

Le test de Dickey-Fuller

Stratégie des tests de racine unitaire

Estimation du modéle [3)
Ye=c+btepy  +a
Testb=0

Test g = | oui

ny\ﬂ
-

Processus TS : ]qﬂrl | <1 Processus DS

»=c +bf+¢'lﬁ:—l +a;

LY

Estimation du modéle [2]

Y=ot @y +a
Teste =0

Processus DS

Processus stationnaire

Annexes

Estimation du modéle [1]

}'r= ¢'LV;—I + a,
Test q‘)1 =1

Processus DS

Processus stationnaire
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Annexe 111

valeurs critiques du test Dickey Fuller

Valeurs critiques de Dickey Fuller simple pour ¢ = 1:

T | 1% | 5% | 10 %
Modele 1
100 -2.60 -1.95 1.61
250 -2.58 1.95 -1.62
500 -2.58 -1.95 -1.62
OO -2.58 -1.95 -1.62
Modele 2
100 -3.51 -2.89 -2.58
250 -3.46 -2.88 -2.57
500 -3.44 -2.87 -2.57
OO -3.43 -2.86 -2.57
Modele 3
100 -4.04 -3.45 -3.15
250 -3.99 -3.43 -3.13
500 -3.98 -3.42 -3.13
O -3.96 -3.41 -3.12

Figure 54 : Valeurs critiques de Dickey Fuller simple pour ¢=1
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Valeurs critiques de Dickey Fuller simple pour la constante et tendance :

Annexes

Modele 2
Constante
T 1% 5% 10 %
100 | 3.22 | 2.54 2.17
250 | 3.19 | 2.53 2.16
500 | 3.18 | 2.52 2.16
O 3.18 | 2.52 2.16
Modele 3
Constante Trend
T 1% 5% 10 % 1% 5% 10 %
100 | 3.78 | 3.11 2.73 3.53 | 2.79 2.38
250 | 3.74 | 3.00 2.73 3.49 | 2.79 2.38
500 | 3.72 | 3.08 2.72 3.48 | 2.78 2.38
o0 3.71 3.08 2.72 3.46 | 2.78 2.38

Figure 55: Valeurs critiques de Dickey Fuller simple pour la constante et tendance
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Annexe VI

Table de loi Khi-deux :

Table de la loi du Khi-deux

Valeurs de y? avant la probabilité P d’8tre dépassées

& iy
IF
{
1] T
v [P=0005 | 000 | 0075 | 005 | 000 | 0.0 | 005 | 002 | 001 | 0.00%
T | 000004 | 00002 | 0001 | 00039 | 00158 | 2706 | 3541 | 6021 | G635 | 7.579 |
2 | oo | o020 | 0050 | 003 | 0211 | 4605 | 5001 | 7ars | o210 | o507
3| oo0m |o15 | 026 | 0352 | 0584 | 6251 | 715 | 0348 | 10345 | 12838
4| o207 | o207 | 0484 | o7 | Loed | 7o | o4ss | 10043 | 13277 | 14860
5| o412 | 0554 | 0830 | 1,145 | 1610 | 9236 | 10,070 | 12,833 | 15.086 | 16,750
6 | o676 | 0872 | 1237 | 1635 | 2204 | 10,645 | 12592 | 14,440 | 16812 | 18548
7| oo | 1230 | Lem0 | 2167 | 2833 | 120007 | 14067 | 16013 | 18475 | 20,278
8 | 1348 | 1646 | 2080 | 2733 | 3.490 | 13.362 | 15507 | 17535 | 20,000 | 21,955
o | 173s | 2088 | 2700 | 3325 | 4068 | 14684 | 16019 | 19023 | 20666 | 23530
10| 215 | 2558 | 3247 | 3940 | 4865 | 15,087 | 18307 | 20,483 | 23.200 | 25,188

i1 2605 3053 | 3816 | 4.57h | BATE | IV.2TH | 19675 | 20,920 | 24725 | 26,757
12 3,074 34071 | 4404 | 5226 | Ga0d | 1E.540 | 21026 | 23,337 | 26.21T | 25,300
13 3.565 4,007 | 500 | 5202 | T2 | 100812 | I2362 | 24736 | 2TGER | M E10
14 4,075 L6600 | 56X [ 6571 | TTO0 | 2LOG4 | 23635 | 26,109 ) 20141 | 31,319
15 4.601 5,220 | 6362 | T2G1 | BT | 2R30T | 24996 | 27488 | 30578 | 32A01
16 3,142 3,812 | GO0E | TOG2 | 0312 | 23542 | 26,296 | 23,845 | 32000 | 34267
7 5,697 G408 | TG4 | 2672 | L0035 | 24760 | 27587 | 30,101 | 334040 | 35718
15 i, 265 7015 | 5331 030 | 10,865 | 25.080 | 28869 | 31,526 | 34805 | 37,156
19 i, 344 TGS | 00T | 10117 | 11651 | 27.204 | 30,144 | 32,852 | 36191 | 38532
0 7.4 260 | 9591 | 10851 | 12443 | 28402 | 31410 | 34170 | 37566 | 39,997

2 2,034 8807 | 10285 | 10591 | 13.240 | 200605 | 32671 | 35479 | 3802 | 41,401
22 B G643 9,542 | 10,982 | 12338 | 14.0d1 | S0.8L3 | 33,924 | 36,781 | 40,280 | 42 796
23 &, 2600 10,196 | 11689 | 13001 | 14,348 | 32007 | 35172 | 33076 | 41638 | 44,131
M RS TH L0256 | 12400 | L3845 | 15659 | 33006 | 346,415 | 39,364 | 42980 | 45550
5 10.5M0) 11,524 | 13,020 | 14611 | 16,473 | 34382 | 37652 | 40,646 | 44.314 | 46,928
26 11.1600 12198 | 13,844 | 15370 | 17292 | 35563 | 38,8385 | 41,923 | 45642 | 48290
27 11808 12879 | 14573 | 16.151 | 18,104 | 36.741 | 40,113 | 45,105 | 469463 | 49,645
28 12461 13,565 | 15,308 | 16928 | 18939 | 37016 | 41,337 | 44,461 | 48278 | 50,993
it 13.121 14,256 | 16.047 | 17.708 | 19768 | 300087 | 42557 | 45,722 | 40,588 | 52336
30 13787 14,953 | 16,790 | 18453 | 30,509 | 40256 | 43773 | 46,970 | 50802 | 53,672

Nota., i+ est le pombre de degrés de Diberté,
Pour 1 = 30, on peut admsettre gue la quantié ~.f2x5 — /T — 1 auit la loi normale centrée réduite.

Figure 56 : Table de loi Khi-deux
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Annexe V :

Pricing d’obligation par VBA Excel :

Annexes

Nous avons programmé la méthode de valorisation de 1’obligation sur VBA Excel, de

sorte que nous pouvions, en entrant les caractéristiques de 1’obligation sur UserForm et en

cliquant sur calculer, avoir tous les flux de 1’obligation depuis la date de valeur jusqu’a la

date d’échéance ainsi que la valeur du coupon couru, du dirty price et du clean price.

-
wvalorisation d'une cbligation

=

Date de waleur 15/10/2009

valeur Mominale 100000 Date d'émission 28/04/2003
Date de jouissance 28,/04/2008
Coupon 4oy, Date d'échéance 25/04/2014

Taux sans risque 2. 4500

calcouler annuler ‘ réinitialiser ‘

Figure 57 : Caractéristiques nécessaires pour valoriser 1’obligation

Valorisation d'une obligation

Valeur nominale 100000
Coupon 4% 3949,3935
taux sans risque 2,45% 3854,9473
date d'émission 28/04/2007 3762,7597
date de jouissance 28/04/2007 3672,7767
date d'échéance 25/04/2014 93208,583
date de valeur 15/10/2009

maturité 4,528767123

COoupon couru 1,896%

dirty price 108,448%

|clear1 price 106,553%

Figure 58 : Valorisation de I’obligation par VBA Excel
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Annexe VI :

Vu que les pricers des quatre derivés de taux reposent sur le méme modéle et sur le
méme principe de calcul, il suffit de vérifier la fiabilité¢ de I’un de ces pricers pour s’assurer de
celle des autres. Donc, nous allons essayer de comparer les résultats calculés par notre pricer

du cap avec ceux déterminés par Bloomberg.

Puisgue on ne peut pas valoriser le prix du cap sur Bloomberg en se basant sur les
données marocaines, nous avons utilisés comme base pour le calcul, la courbe USD ISDA 15
ans, qui est proche de la courbe marocaine. Et qui, doit ainsi, fournir des prix proches de ceux

calculés sur la base de la courbe marocaine.

valorisation du cap

convention Exact/365 |date |f0nmard caplets
fréguence paiement |trimestriel 06/06/2014 3,250% 773,032263
valeur faciale 1000 000 calculer 06/09/2014 3,735% 1840,13596
strike 3,00% 06/12/2014 3,565% 144237555
volatilité 2541% 06/03/2015 3,614% 1553,63669
date debut 06/03/2014

date d'échéance 06/03/2015

date de valorisation 06/03/2014

cap 5614,18047
0,56%

Figure 59 : Pricer du cap
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explications.

91) Actions - 92) Produits - 94) Données/Parametres - 95 Info - Gestion de swap
4) Courbes 5 Cashflow 7) Détails  10) Fixings 1) Risque 13) Scénario 17) Matrice
y D [€:H0TC |- ST CAP CNTRPARTY|a ID d Propriété
3D Charger auvégarder = 34 Tickét™ 37) Marge CCP - 43'Send to VCON/TR ™ s

Type | Cap  |xfEES
Indice USISDA1S5

Notionnel
03/06/2014 | O|YR |xBq 9|MO |- INRVirTs | 1.00000
Spread | 0.00 BB
® Single Look Ba EYCTIONN  ACT/365  [a

[ + |
[_Trimestre | WCEREEE I En avance [
Strike Cap 3.00000 ETEERcv |z ® Digital I

Strat:égie

61) Deétail

___long [

e OIS DC Stripping OFF

2

| 23 |x|Mid [xJUSD Bloomberg Curve |l Crb fwd | 23 |a] Bid [ USD Bloomberg Curve |
[FLAT || 25.41 83 Modale [Black-Scholes|al NI Rl Lognormal [a

DVO1 -0.07
Calculer | Prime  |sENEIMnERE! 0.00
Strik 3.44384 VIir Rdmt 48.724 Vé 0.06

Vir marché 4.86 Prime Th ta(,ifjour) 0.00

Figure 60 : Prix du cap calculé par Bloomberg

Le prix du cap déterminé par Bloombreg qui est 0.49% est trés proche de celui calculé
par notre pricer qui vaut 0.56%. Cette différence assez légeére entre les deux prix est due aux

différences qui existent entre la courbe marocaine et la courbe USD 15 ans.
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